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曾 经 热 播 一 时 的 电视 剧 { 北 京 人 在 纽约 } 片 首 有 这 样 一 段 
耐人寻味 的 话 : 


如 林 体 爱 一 个 人 就 送 他 去 纽约 ， 
因为 那里 是 天 堂 ; 

如 林 体 恨 一 个 人 就 送 他 去 电 约 ， 
因为 那里 是 地 狱 。 


这 种 摇 似 矛盾 ,实则 深刻 的 各 式 完 全 可 用 之 于 数论 。 因 为 
它 是 一 门 既 古老 又 年 轻 , 既 浅 显 又 艰深 , 既 窜 易 入 门 又 难于 精 
通 , 既 纯 而 又 纯 又 有 诸多 意 想 不 到 应 用 的 数学 分 支 。 

说 它 古 老 是 因为 它 所 研究 的 对 象 是 人 类 景 早 认识 到 的 数学 
对 象 一 整数 .说 它 年 轻 是 直到 今天 还 有 许多 新 的 数论 分 支 在 
产生 ,许多 新 的 数论 针 想 被 提出 .说 它 浅显 是 因为 有 些 问题 的 解 
决 简直 是 轻而易举 ,如 爱 尔 特 希 考查 匈牙利 神童 (后 成 为 著名 图 
论 专 家 ) 波 萨 时 间 到 的 题目; 从 1-2n 这 2n 小 自然 数 中 任 选 nm 
+1 个 来 ,其 中 改 有 两 个 数 是 互 质 的 .由 于 当时 测试 是 在 餐桌 上 
进行 的 , 据 报 道 说 波 萨 只 喝 了 几 口 潘 便 给 出 了 一 个 极其 简练 的 
解 营 : 任 选 出 的 n +1 个 数 中 必 有 2 个 相 圭 而 相 井 之 数 必 互 质 . 
说 它 艰 深 是 因为 有 许多 魏 似 初等 的 问题 横 百 多 年 没 人 能 解答 ， 
发 以 人 们 所 雪 知 的 费 马 数 为 例 ,如 是 否 存在 无 穿 多 费 马 素 表 ? 
是 否 存在 无 穷 多 费 马 数 是 台数 ? 是 否 每 小 费 马 效 都 是 无 平方 
数 ? (具体 可 见 Krizek，Luca 和 Somer 合 写 的 一 本 长 达 257 页 的 
大 书 一 美和 干 右 功 大 六 的 17 个 讲义 入 


初等 数论 难题 集 [第 一 卷 } 
The Collection of Difficult Probhlem of Elementary Function Theory( The First Yolume} 


就 数论 全 摇 来 讲 可 描绘 成 吉 老 的 主干 发 出 了 若干 新 卉 ,特别 是 近年 来 兴起 的 计算 机 热 
对 数论 产生 了 巨大 的 推动 .1993 年 3 月 17 日 由 澳大利亚 昆士兰 Crifith 大 学 的 P.Pritchard 教 
握 指 挥 60 多 台 计 算 机 在 挪威 的 Bergen 得 到 了 一 个 最 长 为 22, 其 中 最 小 的 素数 为 
11410337850553 , 而 公差 为 4609098694200 的 算术 级 数 ,这 在 拉 格 衣 日 时 代 是 断 难得 到 的 , 尽 
管 他 也 研究 了 这 个 问题 ,更 难以 想 得 的 是 另 一 项 由 D. Dubner, 下 . Forbes, N. Tygeros,M. Mi- 
zony 和 了 .zimmermann 指挥 的 由 M.Toplic 于 1998 年 3 月 2 日 找到 的 由 相 邻 素数 组 成 的 算术 
级 数 , 长 度 为 10, 其 第 一 项 为 P = 100996972469714247637786655587964032950932463919004 
1803603417758904341703348882159067229719, 而 公差 为 210. 这 与 隐 折 轩 获 菲 尔 兹 奖 的 工作 
有 关 . 

数论 对 初学 者 吸引 力 非 常 之 大 ,大 到 可 以 让 一 个 人 收 强 易 加 ,世界 著名 数学 家 哥 德 尔 刚 
一 入 维也纳 大 学 时 想 以 理论 物理 为 专业 ,为 此 他 去 听 了 位 于 维 也 商 第 九 区 的 斯 特 鲁 德尔 零 
夫 大 衙 4 号 的 理论 物理 研究 所 四 楼 大 教室 带 林 (Hans Thimring) 教授 的 课 , 巧 的 是 维也纳 大 学 
的 数学 研究 所 在 同一 座 楼 房 的 地 下 富里 ,所 以 两 年 后 他 决定 放 穿 物理 学 而 转向 数学 ,维也纳 
技术 大 学 的 赫 拉 卡 (Edmand Hlawka) 教授 是 当年 哥 德 尔 的 学 生 , 他 是 这 样 评价 这 一 决定 的 : 


“对 他 影响 最 天 的 ,当然 是 哈 思 {Hans Hahn) 和 门 格 尔 (Karl Menger) 了 ,他 选 
修了 他 们 的 集合 论 和 实 变 逊 数 课 程 , 也 上 富 特 文 勒 (Turtwingler) 的 数论 课 ,而 且 
秩 相 信 , 正 是 后 者 激发 了 他 把 数论 方法 应 用 于 还 辑 以 自然 数 表 达 有 还 辑 和 和 霓 
学 命题 ,现在 这 被 叫做 ' 哥 德 余 化 "(Cidelization).” 


由 此 可 见 是 数论 中 蔓 售 的 一 种 美 吸引 了 他 .2006 年 阿 幢 尔 奖 颁奖 仪式 在 菇 典 举 行 , 奥 
泵 重大 学 的 Martin Faussen 和 挪威 理工 大 学 的 Christian Skau 采访 阿 灵 尔 奖 得 主 卡尔 松 
(Lennart Carleson) 时 间 道 :.“ 今 年 是 毛 威 戏剧 家 诗人 享 利 : 易 卜 生 泊 世 100 周年 的 纪念 ,他 所 
写 这 的 最 长 的 诗 是 Bolloon letter to a Swedish lady, 诗 中 的 一 节 是 这 样 写 的 ; 


一 一 永 迁 不 要 从 分 析 方 程 中 可 找 快乐 ， 
因为 我 们 这 个 时 人 汇 渴求 美 一 一 * 


诗 中 并 没有 引出 什么 深远 的 结论 , 易 目 生 羽 乎 在 表达 一 个 大 家 共同 的 感受 , 那 就 是 数学 
和 和美 或 者 说 艺术 是 相互 对 立 的 ,它们 属于 两 个 不 问 的 领域 ,您 对 这 种 观点 是 怎么 看 的 ?” 

卡尔 松 说 :" 我 认为 易 卜 生 并 没有 真正 地 领会 到 数学 中 的 英 , 这 种 苹 是 我 们 都 能 发 现 并 
欣 沉 的 ,我 甚至 认为 许 吕 数学 论证 中 的 匡 比 许多 现代 画 更 容易 理解 ,但 是 大 量 的 数学 是 缺少 
美的 ,也 许 特 别 在 现代 数学 中 ,那里 的 问题 常常 是 极其 错综复杂 的 ,有 的 解法 要 几 百 页 的 篇 
辐 才 能 说 清楚 , 那 很 难 被 乏 做 是 一 种 美 , 但 是 在 古典 数学 中 ,有 许 劣 引 人 注 目的 定理 和 论证 ， 
它们 的 独创 性 给 人 留 下 了 深刻 的 印象, 用 英 来 形容 那些 定理 和 论证 是 不 为 过 的 .” 

数论 特别 是 初等 数论 是 很 “ 雷 人 ”的 ,一 不 小 心 就 会 被 " 雷 ”" 到 ,在 初等 数学 领域 ,初等 数 
论 与 平面 几何 是 两 大 “ 吸 绰 子 "( 非 线性 动力 学 术语 ), 一 个 在 青年 时 代 没 被 之 吸引 的 学 生 将 
来 是 一 定 不 会 在 数学 上 有 什么 建树 的 。 

许多 当代 数学 家 {不 论 是 否 是 数论 学 家 ) 的 经 历 都 证 明了 这 点 .德国 筷 兽 数学 研究 所 的 
著名 拓扑 学 家 希 策 布 鲁 幸 对 数论 有 着 浓厚 的 兴趣 ,以 至 于 在 1970 年 为 庆祝 普林斯顿 落成 一 
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座 新 教学 楼 所 召开 的 名 为 “数学 前 景 展望 "的 研讨 会 上 他 当时 提议 将 主题 定 为 “拓扑 学 中 越 
来 越 多 的 数论 "。 允 在 谈 到 自己 中 学 阶段 的 党 习 时 说 ;" 好 老师 对 学习 数学 至 关 重 要 , 宰 运 的 
是 ,我 这 上 了 如 我 的 父亲 和 和 《数学 的 乐趣 》 这 样 优秀 的 引路 人 ,下 面 ,我 举 一 些 当时 自已 认为 
特别 有 趣 , 且 能 被 高 中 生理 解 的 书 中 例证 ;质数 数列 ,涉及 算术 数列 中 无 窃 多 个 质数 的 问题 。 
其 他 的 例子 还 有 毕 达 哥 拉 斯 数 和 费 马 定理 ,循环 小 数 及 决定 其 周期 长 短 的 数论 问题 等 。 为 
了 类 似 的 有 趣 问 题 , 我 在 课余 时 间 更 多 地 接触 数学 ,乐此不疲 ." 对 于 这 种 具有 挑 成 性 的 数学 
之 美的 狂热 追求 是 数学 家 的 特征 之 一 。 

英国 爱 丁 晤 大 学 教 援 著名 数学 家 阿 蒂 亚 说 : “数学 是 一 门 具 有 插 战 性 的 神奇 学 科 , 千 百 
年 来 ,不 同文 明 、 不 同 国度 的 人 们 都 把 数学 作为 饮 炼 思维 能 力 的 重要 手 颖 ,而 数学 使 我 着 过 
的 魅力 在 于 其 所 莫 含 的 智力 挑战 ,数学 思考 要 求 严谨 审慎 ,因此 只 有 真正 入 其 内 才能 体验 那 
种 令 人 心醉 的 感受 ,那些 将 数学 视 作 祝 燥 计算 者 ,实在 很 难 感受 数学 的 奇妙 ,在 我 看 来 ,数学 
之 美 犹如 绵延 的 山脉 ;或 许 有 的 山峰 怪 石 吕 刚 ,粗糙 险峻 ,但 整体 着 来 却 又 气 蔓 恢 密 , 风 光 无 
限 . 人 阿 政 杜 斯 ' 萨 拉 姆 国际 理论 物理 中 心 ,成 为 科学 家 的 100 个 理由 , 赵 乐 静 , 译 .上 海 ; 上 
海 科 学 技术 出 版 社 .) 

所 以 数学 家 特别 是 数论 学 者 对 于 数论 如 美食 家 过 到 佳 着 ,旅行 家 过 到 了 美景 一 样 , 沉 酒 
其 间 ,不 能 自 披 .从 心态 上 讲 ,数论 爱好 者 像 哈雷 这 ,美国 人 常 说 :" 年 轻 时 有 辆 哈雷 戴维森 ， 
年 老 时 有 辆 卡 迪 拉 澳 , 则 此 生 了 无 他 愿 了 .” 

世界 旧地 的 哈雷 迷 很 多 .如约 电 国 于 候 赛 因 , 伊 请 前 国王 巴 列 维 以 及 好 莱 雹 明星 施 瓦 辛 
糙 , 至 于 最 骇人听闻 的 哈雷 迷 是 4 福布斯 $ 杂 志 家 族 第 二 代 尝 门人 马 孔 * 福布斯 ,他 曾 拥 有 
100 辆 哈雷 . 哈 需 很 贵 .所 以 美国 还 有 为 了 哈雷 倾家荡产 ,甘愿 埃 宿 街头 的 哈雷 迷 , 但 这 等 害 
得 出 去 的 铁杆 迷 中 国 几 乎 难 见 ， 

其 实数 论 插 像 哈雷 ,实用 性 不 强 . 论 速度 .价格 .油耗 .载重 等 哈雷 均 不 占 优 势 ,所 以 骑 哈 
雷 得 到 的 精神 享受 要 多 些 , 数 论 电 是 如 此 , 它 可 能 是 数学 中 最 纯 的 ,用 哈代 的 话说 是 最 少 有 
实际 应 用 的 学 科 了 。 

本 书 不仅 适合 于 在 校 大 中 师 生 ,同样 也 着 合 于 已 走出 校门 的 数论 爱好 者 阅读 .因为 一 可 
以 保持 读书 做 是 的 舞 性 ,从 而 进一步 养 成 终身 学 习 的 好 习惯 . 

美国 马里 兰 大 学 教授 约克 回忆 说 多 进入 大 学 前 的 那个 夏天 ,一 位 教授 对 我 说 ,如 果 能 事 
先 读 完 他 推荐 的 两 本 数学 书 ,其 中 包括 由 哈 尔 英 斯 (P.Halmos) 援 写 的 《有 限 维 关 量 空间 》, 我 
便 可 在 入 学 后 直接 修 读 高 级 课程 .于 是 每 天 在 往返 于 住地 和 打工 的 肺结核 医院 的 通勤 车 上 
抓紧 时 间 学 习 , 读 了 整整 一 个 夏天 ! 虽然 颇 为 李 苦 ,我 却 心 无 旁人 敬 , 乐 此 不 疲 , 我 发 现 ,阅读 
专业 书 藉 可 以 培养 一 种 与 时 俱 进 的 学 习 能 力 , 背 怪 的 是 ,我 们 在 课堂 上 不 遗 余力 地 强调 科学 
学 习 , 却 不 培养 良好 的 阅读 习惯 ,其 实学 生 毕 业 后 不 通过 进一步 自学 继续 提升 水 平 , 便 很 难 
确保 知识 和 智力 的 持续 增长 ,在 此 意义 上 , 书 藉 是 我 们 的 终身 伴 信 .” 

本 书 蚌 一 本 以 问题 为 主 的 书 , 但 理论 昔 仿 其间, 玖 ,T, Cowers 在 一 篇 题 为 两 种 数学 文 
化 站 The To Cultures of Mathematics ) 的 文章 中 谈 到 有 两 种 数学 文化 的 存在 ,一 种 认为 解决 问 
题 的 目的 在 于 更 好 地 理解 数学 , 吨 一 种 数学 文化 则 认为 理解 数学 的 目的 在 于 能 更 好 地 解决 
问题 。 

第 一 种 文化 的 代表 是 英国 著名 数学 家 Michael Atiyah 茵 十 ,在 1984 年 的 一 次 访谈 中 他 
说 : "有 人 会 轻松 地 说 :我 想 要 解决 这 个 问题 " ,然后 坐 下 来 问 ; 我 怎样 解 它 ?我 不 是 这 样 ， 
我 只 是 箱 律 在 数学 天 地 间 ,好 奇 而 镜 有 兴味 地 思索 着 ,与 人 交流 ,激发 想法 ;一 有 所 悟 就 紧 筷 


韧 等 数论 难题 招 { 弟 一 岩 ) 
The Collection of Dificylt Problem of Flementary Funetion Theory{'The Firnat Volume} 


不 会 ,或 者 我 会 注意 到 有 些 事件 与 我 所 知道 的 噶 一 些 事件 有 关联 ,就 试图 把 两 方面 结合 起 来 
以 促 生 出 新 来 西 ,我 特别 不 会 开始 于 “我 要 敌人 秆 么 ?或 ' 它 将 会 怎样 之 类 的 想法 ,我 对 数学 感 
兴趣 ;我 谈 数 学 ,学 数学 ,讨论 数学 ,于 是 有 兴趣 的 问题 会 脱颖而出 。” 

其 实数 学 家 可 分 为 两 类 :一 类 是 热衷 于 建构 虑 大 理论 体系 的 理论 家 ,如 克 男 登 近 克 ; 一 
类 是 秤 心 于 小 型 氢 训 攻克 难题 的 问题 家 ,如 厄 尔 多 斯 ,他 留 益 世人 的 荆 朋 很 多 问题 的 过 管 ， 
更 有 大 量 迷 人 的 待 解 问题 ,但 是 ,他 在 发 展 理论 方面 却 没 有 相应 规模 的 建树 .就 数论 而 言 特 
别 是 喜欢 初等 数论 的 人 ,网 数 都 有 第 二 种 倾向 , 即 热 卖 解 题 而 朴 于 建立 理论 ,因为 解 古 更 有 
趣 。 

就 研究 者 而 音 是 这 样 ,就 学 习 者 而 言 似 乎 也 是 这 祥 , 华 罗 需 先生 曾 在 维 诺 格拉 多 夫 的 
《数论 基础 ?中 译本 前 井中 写 道 ;“ 读 此 书 而 不 做 书后 习题 就 如 入 室 山 而 空 妈 。" 数 论 犹 爱问 题 
家 。 

读书 人 最 怕 功 利 心 强 的 人 的 一 声 质问 : 读 之 何 用 ? 俊男 斯 著名 数学 家 阿诺德 在 2000 年 
9 月 21 日 个 罗斯 “数学 与 社会 一 一 世纪 之 交 的 国外 数学 堵 育 “学 术 会 议 上 的 报告 中 提 到 了 
哈代 解 奏 了 数论 为 什么 是 数学 的 友 王 ,就 是 哈代 的 这 个 解释 ,前 不 义 沁 里: 伊 万 诺 维 奇 - 马 宁 
也 重复 过 ,其 中 说 法 稍 有 不 同 ,但 几乎 如 出 一 加 ,哈代 的 这 个 著 各 解释 是 这 样 的 : “数论 成 为 
数学 的 云 王 是 由 于 它 自 身 的 完全 无 用 性 .” 但 是 尤 里 -上 仇 万 诺 维 奇 的 说 法 尹 有 不 同 ,他 解释 
道 :“ 数 学 之 所 以 是 很 有 意义 的 科学 ,不 是 像 有 些 人 认为 的 那样 ,数学 促进 了 人 类 和 科学 的 进 
步 , 而 是 另 一 种 我 要 说 的 , 即 它 阻碍 了 这 种 进步 , 瞧 ! 这 就 是 它 的 功绩 ,这 就 是 现代 科学 的 基 
本 问题 一 一 阻碍 进步 ,是 数学 首先 在 这 么 伏 , 困 为 如 果 殿 马 等 人 不 去 证 明 费 马 定 理 , 而 去 制 
造 飞 机 和 汽车 ,那么 他 会 导致 更 多 的 危害 ,而 数学 引诱 人 们 去 关注 一 些 豪 无 用 处 的 蚌 斑 的 习 
题 。 这 样 ,就 一 切 正 常 了 。 

我 们 不 是 阿诺德 那样 的 大 家 ,自然 不 具 语 惊 四 座 的 底气 与 见识 ,但 对 问 到 该 书 用 途 时 ， 
我 们 还 是 可 以 这 样 回答 ;如 果 你 荐 一 位 在 走高 考 独 木 桥 {不 会 参 加 自主 招生 ) 的 高中 生 和 为 
毕业 找 工 作 而 焦 处 不 安 的 大 学 生 , 那 么 本 书 对 你 是 多 余 品 ,如果 已 经 拿 起 来 读 了 也 请 你 放 
下 ,因为 它 会 误 了 你 的 前 程 ; 恕 困 你 是 位 准备 参加 数学 竞赛 的 中 小 学 生 或 是 对 数论 课程 感 兴 
趣 的 大 学 生 , 本 书 对 你 是 急需 品 ; 如 果 你 是 一 位 教练 员 或 数论 教师 , 那 本 书 会 是 你 的 几 备 品 ; 
如 果 你 是 一 位 数论 * 疗 姓 子 ", 那 本 书简 直 就 是 “毒品 " ,离开 它 你 会 觉得 一 切 都 索然 无 味 。 

初等 数论 的 述 人 之 处 是 内 容 少 间 题 多 ,尼采 说 过 ,“ 没 有 什么 东西 比 脸皮 更 深厚 的 了 .” 
人 脸 的 一 百 多 块 肌肉 可 以 牵扯 出 站 万 种 反映 深层 心理 的 表情 ,从 中 可 以 寻求 不 同 生活 的 反 
瑞 和 个 性 的 表述 .数论 似 人 上 脸 ,性 质 、 定 理 少 之 又 少 , 但 问题 却 灌 如 烟 海 ,何止 25 万 ,所 以 数 
论 之 于 数学 怡 局 人 脸 之 于 人 体 , 以 最 简单 的 结构 反映 最 丰富 的 内 容 。 而 这 些 正 是 选 拨 数 学 
天 才 最 好 的 素材 ,所 以 在 数学 竞赛 中 多 见 初 等 数论 的 身影 。 本 书 中 对 此 也 多 有 反映 ,本 书 收 
集 的 初等 数论 问题 几乎 全 部 是 由 刘 培 杰 数 学 工作 室 收 集 编 写 的 , 电 有 极 少 数 问题 是 由 甸 甘 
座 , 周 蜡 东 编写 ,全 书 题目 贤 序 是 由 田 廷 彦 编 排 的 .两 个 以 编辑 为 职业 的 人 业 守 就 的 大 初 等 
数论 { 接 下 来 甚至 会 有 代数 数论 ,组合 数论 ) 是 典型 的 共 好 , 共 好 是 “共同 爱好 ”的 简称 , 共 好 
在 黏合 人 际 关 系 中 是 非常 重要 的 因素 。 如 果 你 读 过 布 兰 佳 等 车 的 《 共 好 》, 所 有 人 都 会 感到 : 
共 好 太 重 要 了 。 

愿 以 几 人 之 小 共 好 博得 众人 之 大 共 好 。 

刘 培 夫 
2009.2.18 于 了 哈尔滨 
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第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Exactly and Divigion with Ramainder 


心得 体会 折 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 


整除 是 数论 中 最 基本 的 概念 ,与 整除 有 关 的 知识 列举 如 下 : 
{1) 带 余 除法 . 设 a,8 是 整数 ,5 > 0, 则 存在 唯一 的 一 对 整数 
9,r, 使 得 
a= q+tr0sr<b oD 
当 r = 0 时 ,我 们 说 = 被 5 整除 或 5 整除 =, 记 为 六 | ,并 称 a 
是 上 的 倍数 或 上 是 a 的 约 数 (因数 ). 
当天 0 时 ,说 a 不 被 5 整除 或 5 不 整除 a, 记 为 8 十 a. 
下 面 是 整除 的 几 个 重要 性 质 ; 
(2) 设 a,b,c 是 整数 . 
若 alec,b1lce, 且 a,b 互 质 , 则 ob | ec， 
车 a1be, 且 a,b 互 质 , 则 @ |. 
设 p 是 质数 , 若 p 1 ab, 则 p11 a 或 p 158. 特 别 地 ,车 p1 ar, 则 
Pla, 其 中 是正 整数 . 
(3) 裴 蜀 定理 ; 设 4 为 整数 a,b 的 最 大 公约 数 (通常 记 作 (a， 
b)), 则 存在 整数 4,v ,使 得 
unt+tb = a @ 
(4) 算术 基本 定理 (唯一 分 解 定 理 ) :每 个 大 于 1 的 正 整数 = 均 
可 唯一 地 分 解 成 质数 的 连 先 积 ( 不 计 顺 序 ), 即 表 成 
n = pip py DD 
的 形式 .其 中 pi < ps < … < pi 为 质数 ,aj,a2,… ,as 为 下 整数， 


1.1 ag,48,c,d 是 满足 ab = ed 的 四 个 正 整 数 ,证 明 : 存 在 四 


个 正 整数 p,q,r,s, 使 得 a = pq,b = rs,c = ps,d = gr- 


证 明 ”由 已 知 上 = 插 是 有 理 数 ,所 以 存在 两 个 互 来 的 正 整 


数 9,* 使 得 二 = = 也 ,因此 as = cq; 由 于 (gq,s) = 故 g Fa， 
s 1 ,因此 存在 正 整 数 使 得 ae = 站 ,ec = ps; 同 理 可 得 存在 下 整 
数 ,使 得 了 = gr,b = rs, 证 毕 . 


1.2 ” 阔 所 有 正 束 数 n ,使 得 7" 19* - 1， 


时 


是 初 竺 数论 难题 辣 ( 弟 一 卷 ) 
The Collection of Difficult Problem of Flementary Function Theory{ Th First Yolume} 


解 -1 = (37 -1)(3"+1). 而 (3* -1,3" 4 1) = 2, 所 以 
(3" -1),(3" + 1 中 最 多 只 能 有 一 个 是 7 了 的 倍数 ,另外 的 一 个 肯定 
和 7 互 索 .因此 7"19" 17"13" -1 或 7713*+1. 而 7" > 3" 二 
1 > 3" - 1, 所 以 它们 都 不 可 能 是 7" 的 倍数 , 故 问题 无 解 


1.3 任 给 四 个 整数 a,5,c,d, 试 证 (a - bj)(a -ce)(a - 


d)(b -cj(b - d)(e - 4d) 是 12 的 信 数 . 


证 明 ”注意 到 (a -了 ,tao-e) (a-d),(b-e),(b a), 
(ce - d) 包含 了 a,&,c,d 四 个 整数 所 有 两 两 组 合 的 差 .由 抽 慑 原 
理 ,a,5,c,d 中 至 少 有 两 个 除 以 3 的 余数 相同 ,所 以 必 有 一 组 差 
是 3 的 售 数 ;如 果 a,5,c,d 中 有 两 个 除 以 4 的 余数 相同 , 则 必 有 一 
组 差 是 4 的 倍数 ,如 果 ,bc,d 中 有 两 个 除 以 4 的 余数 都 不 相同 ， 
不 妨 设 余数 分 别 为 0,1,2,3, 则 (a - c)(&8 - 4) 是 4 的 倍数 ;由 于 
C34) = 1 所 以 (foe -pfe- eta- db ceb- dle, ad) 
是 12 的 信和 数 . 


1.4 ”证 明 :在 任意 五 个 整数 中 , 必 有 三 个 数 ,它们 的 和 能 被 3 
整除 . 


(中 国安 签 省 ,1978) 


证 明 注意 ,任意 一 个 整数 被 3 除 ,余数 只 能 是 0,1 或 2. 如 果 
在 五 个 整数 被 3 除 后 的 五 个 余数 中 ,0,1,2 都 出 现 , 则 余数 为 0,1;,2 
的 那 三 个 数 之 和 一 定 能 被 3 整除 . 如 果 五 个 余数 中 0,1,2 三 个 数 
有 一 个 不 出 现 , 则 五 个 余数 中 至 少 有 3 个 相同 ,这 三 个 数 之 和 一 定 
能 被 3 整除 ， 

注 ”对 一 般 正 整数 nm, 结论 为 任 2m -1 个 杏 数 中 ,让 有 个 
整数 为 n 的 信教 ， 


1.5 p 是 一 个 大 于 3 的 察 数 ,证 明 :7r - 印 -1 是 和 的 倍数 . 


证 明 注意 到 = = 1(mod 43) ,由 于 p 是 一 个 大 于 3 的 
素数 ,所 以 pp = 6&k + 1,6k +5. 

{1D) 当 p = 6&+1 时 ,TP -6 -le=7TxT_6x6t-12 
7-6-150(mod43); 

(2) 当 p = 6k +5 时 ,Tx (PP 61) = Tt (+ + 


心得 体会 拓 上 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 从 除法 
Chepter 1 Divide Eractly and Division with Romainder 


Et) -1 me OCmod 43)， 心得 体会 拓 广 疑问 
综 上 所 述 ,结论 成 立 . 


1 ... -1 1. 
一 村 二 -T3185 + 7319" 基 中心 ,n 


都 是 正 整 数 ,证 明 :m 可 被 1 979 整除 . 
【第 21 属国 际 数 学 奥林匹克 问题 1) 


1 ,，， _lL ll. 
2+°" +1318+13197 
1 L - 
+ 1318 = 660” 661 1319 = 
1 _1l1 1 1 ,,,. 
(a00 + 1310) + (661 + T3187 + + 
(Ly)- 
989 + 990” = 

1 1 
1979 x (560XT39 + TXT3E+ + 


1 )- 1979 大 
389 x990 -600x661Ix…x1319 


其 中 是 整数 ,由 于 1 979 是 一 个 素数 ,所 以 1 979 不 能 整除 660 x 
561 x … x 1319, 所 以 m 肯定 可 以 被 1 979 整除 . 


1.7 “ 求 所 有 正 整 数 4, 使 得 n 可 以 被 唯一 地 表示 成 为 + 


xy +l 
这 样 的 形式 ,其 中 x,y 都 是 正 整数 , 


解 ” 当 n= 1 时 , 取 (x,y) = (t,t +1) 可 得 的 多 种 表示 
方法 ,以 下 我 们 假设 n > 2 
2 


2 
一 芝 土 世 nt 关 2 _ 
nl = 1 llx 一 站 由 


由 于 (n,nx -1) = 1, 所 以 
mle nonm-1l(x -nn 


及 由 于 mx -110ax2 1, 故 m -11m -1 而 # 关 22x 关 1， 


设 2 = 于 二 ], 则 
mr = 于 十 了 nd-1 
车 dn+1, 则 
ns = Fre me nom-1i>r-1> en 


与 加 矛盾 . 故 只 能 有 4 = 1, 此 时 只 有 x = 用,y = mn 一 个 解 . 故 


初等 教 论 礁 蚌 病 (第 一 懂 } 
The Collection of Diffioult Prohlem of Elementary Fumetion Theory[The First Yolume) 


n 宕 2 都 满足 要 求 . 


1.8 已 知 a,8 是 正 整 数 ,有 (ab? + b+7T)1 (obh+rar+56), 


求 &,b. 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 问题 4) 


解 ”由 已 知 ,a(lab2 + 647)- bobta+58)=7a- 可 也 
可 以 被 Cab? + 5 + 7) 整除 . 

{1) 如 果 7a = 品 , 令 b = 3 , 刚 全 二 3 所 ,不 难 验证 (fa ,5b》 三 
(7 所 ,75) 都 满足 要 求 . 

(2) 如 果 7a > 瑟 , 则 

Ta-Bs ab+b+7 7 > bb = 1,2 

车 5 = 1, 则 a +817a-1, 故 =7(a+ 中 -(7a-]) 也 
可 以 被 a + 8 > 9 整除 ,所 以 a +8 = 19 或 a+8= 要 ,ga = 11 或 
和 .不 难 验 证 (a ,8) = (11,1),(49,1) 都 满足 要 求 ; 

车 5 =2, 则 da +917a 一 4, 页 79 = 7(4a +9) -4(7a 一笑 
也 可 以 被 4a + 9 整除 ,所 以 只 有 4a + 9 = 79, 无 整数 解 . 

(3) 如 果 7a < 总, 则 六 7a 守 oh: + 5+7 > 如, 耶 逢 ， 

所 以 Ca,8) = (11,1),(49;1), (7 大 ,7#) 是 所 有 解 . 


1.9 确定 使 得 瑟 十】 是 整数 的 所 有 正 整 数 (m,n)， 


(第 35 届 国际 数学 奥林匹克 问题 4) 


解 《1) 假设 n = 1, 则 -一 是 整数 ,只 有 m = 2,3, 得 到 两 
组 解 (2,1),(3,1). 

(2) 假设 4 = 2, 则 3 一 J ] 是 整数 ， 只 有 m = 1,2,5, 得 到 三 组 
和 解 (1,2),{2,2),(5,2). 

(3) 假设 = 3, 则 三 于 是 整数 ,只 有 m = 1,5, 得 到 两 组 解 
{1,3),(5,3). 

(4) 殷 设 nm 二 4, 令 

ni+l 三 Elmn -oktmn 一 1) 王 一 天 去 
1{mod 着 )=3 天 二 下 mod n) 

太 可 以 假设 = an - 1, 代 A 入 上 式 可 得 

mtrl= {on-lD)m -1) = om - (m+a)n+l 
所 以 . 


n= amm — (m+ oa) 中 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 宗 除法 


Chaptier 1 Divide Exacthy snd Division with Remainder 


不 难 发 现 中 中 ,m,a 是 对 称 的 .由 四 知 n1m+a. 如 果 m+a 产 
32, 则 刺 = n+2,0 宇 n +2 至少 有 一 个 成 立 ,因此 由 m,a 的 对 
称 性 可 得 

(me -lon- i) (n+2n -1l)(n-1)>ni+l 
矛盾 .因此 我 们 必须 有 m + e = n,2n. 

i 若 m+es= n, 由 m,a 的 对 称 性 ,我 们 不 妨 假 设 m > a, 这 
样 m > 号 .根据 @ 我 们 有 

n=an-l1l= (nrn-m)m-l 

把 m = n -1 代入 显然 不 能 满足 等 式 ;如 果 m = n -2, 则 = 
2(n -2) - 1 一 nm = 5, 可 以 得 到 两 组 解 (2,5),(3,5); 如 果 m < n 


-2, 则 n ~- 严 关 3, 所 以 mn -mm) -1>3m-1> 3n-1> n， 
牙 盾 . ' 

i 若 m + a = 2n,; 由 中 得 到 j= am -25n+2 = m2n- 
m) ,我 们 仍 假定 m 区 ,这样 依然 有 区 = nz; 把 m = 2n -1 代入 
显然 不 能 满足 ; 所 以 mm <2n- 22n - m > 2,， 这样 
m2n -mm) 2m 过 2n > n+ 2, 亨 盾 . 

综 上 所 述 ,共有 9 组 解 满足 要 求 (2,1), (3,1),(1,2), (2,2)， 
(5,2), (1,3),(5,3),(2,5), (3,5). 


1.10 ” 求 所 有 正 整 教 对 (*,n) ,使 得 (x? + 2* ++1) | (wtl+ 


2n+tl +1). 


和 解 ”由 已 知 
x + 2 + (xr 2 1) = 2"(x 2)+(x-1) 
是 x + 2* + 1 的 倍数 , 故 x > 3, 因 此 
2"(x 2 + xr) 人 +2+t lo -2 r+ 
(D(a) (到 + 
车 n= 2, 则 有 
(地 ) +1 (#) 1 (zr-2) 1+ 二) < (x -2) 


因此 0> 5x+14= (x- 写 ) + 并 
了 矛盾 .所 以 只 能 有 ma = 1 此 时 x+313x -5, 故 x +3114 一 x = 
4,11, 容 易 检 验 (4,1),(11,1) 的 确 符 合 要 求 . . 


心得 体会 拓 广 疑问 


梓 等 数论 难题 集 [ 第 一 增 ] 
The Collection of Dihioult Problem of Flementary Function Thoory{ The Firat Volume)} 


a . 
1.11 求 所 有 的 正 整 数 民 ， 5 ,使 得 二 _ 到 二 1 是 正 整 数 . 


(第 44 届 国 际 束 学 奥林匹克 问题 2) 


解 ” 如 果 5 = 1, 则 a 必须 要 是 俩 数 ,把 (a,5) = (2k,1) 代 
人 发 现 的 确 满足 要 求 ( 其 中 上 为 正 整数 ) ,以 下 我 们 假定 5 > 1. 


假设 ，= 区- 5 是 正 整数 , 则 a 是 方程 

sb + (bi 177 =0 OD 
的 一 个 正 整 数 解 ,因为 252; > 0,( 妇 -1): > 0, 由 书 达 定理 ,中 的 
另外 一 个 解 等 于 (如 一 1)t/a = 2821 4, 故 中 除 & 以 外 的 解 也 是 
正 整数 . 设 中 的 两 个 解 为 < > 4d, 则 

co 有 YY 
所 以 
d= (BN ec (BGb) < 和 


同时 ;= ri > 1, 故 分 母 要 大 于 1, 且 
Bb» ds2d- +l1= (2d- P+l>l 
因此 只 能 有 24d -8 = 0, 故 5 为 侦 数 , 旦 
B= dV btt 

所 以 Ph = (Db2)2 
化 简 可 得 = 4, 

令 上 = 2k, 代 入 得 到 中 的 两 个 解 & = hc = (B11)t/a = 
8 大, 容易 验证 (a ,5) = {上 ,28) 814 -上 ,2k) (25,1) 都 满足 
问题 的 要 求 . 


1. 12 《0D 请 找 出 无 穷 多 对 正 整 数 1 < a < 5, 售 得 ab 1(a?+ 
1); 


(2) 请 癌 上 面 的 问题 中 和 土生 = 1 可 以 等 于 忆 些 整 
数 ? 


解 ” 对 于 任意 正 整 教 > 1, 我 们 令 a = 上 ,5 = 及 -1, 则 有 
rl + 
ob ER 
所 以 我 们 对 任意 正 整数 上 > 1, 都 找到 了 符合 要 求 的 1 < < < 4. | 


az+ 刀 -1 Bb % 
另 一 方面 ,1 <a<bo 一 >> 1; 所 以 也 必须 有 
k>1, 


心得 体会 拓 广 妊 问 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除法 
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心得 体会 拓 广 疑问 


1.13 ” 求 所 有 整数 对 (a, 划 , 使 得 中 1o2+ 巡 +3. 


解 如果 (a,5) 满 足 要 求 , 则 (+ a, + 了 8),(+8, 土 8) 肯定 也 
满足 要 求 .所 以 只 要 求 出 所 有 正 整 数 对 (e,8) 即 可 ,以 下 我 们 假 


设 a>b，>0. 
车 a > 5 > 1, 则 存在 正 整数 站 使 得 ka5 = a + B+3 > al， 
罗 此 砚 > a, 并 且 
a a= +r+3<ao0 < (局 -ae 
另 一 方面 


(Fb ath+t3= Pe 2kab + kab = BW -a) 
因此 (总 - a,8),(5, 喇 ~ qa) 也 符合 要 求 , 则 两 组 解 中 必 有 一 组 
{r,s) 满足 r > s, 或 r = s. 如 果 r > :, 则 继续 进行 这 样 的 操作 ， 
最 后 肯定 会 得 到 一 组 (r, 7) 或 (7r,1). 

(1) 如 果 得 到 (fr,r), 代 入 可 知 r2 | 27 + 3, 放 r= 1,k = 和 

(2) 如 果 得 到 (7,1), 代 人 人 可知] +4=3r14, 故 r = 1,k = 
Sr = 2,E = dir = dk = 5. 


综 上 所 述 ,h = + 如 +3 只 能 等 于 4 或 5 
,k= ， 
上 = 4 时 ,对 应 最 终 的 解 是 (2,1);k = 5 时 ,对 应 最 终 的 解 是 
(1,1),《4,1). 由 这 三 个 解 可 得 到 三 组 解 如 下 ; 
(D(x0 0) = (1,1), zor = Son ~ Yno yarl = 和 
(2){x0, 70) = (2,1) ,gn = don 一 yarynrt = Nn 
(3) {x0s yo) = (41),xnr = Sa 一 yar yar! = 如， 
再 通过 (+ x+， + 74),( 土 各， 土 如 ) 得 到 全 部 的 解 . 


1.14 师 些 正 整数 可 以 表示 成 为 (二 十 了 二 2 的 形式 ,其 中 


x,y:z 是 正 整 数 . 


解 令 F(x,y,z) = 全 + 站, 对 于 国定 的 4, 在 满足 
Fwy zs) = n 的 (x,y,z) 中 , 取 maxlx,Y,z| 最 小 的 一 组 ,不妨 
设 x < y < +. 由 于 (和 t+? = my -20x + 7) - z 是 整数 , 且 
pf yy, 公休] - F(x,yY,2); 所 以 

Ce +97} 
了 


max{ xy， 2 3 二 TY 3 了 


初等 数论 难题 集 ( 第 一 着) 
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由 于 
gy — (x + y+2) = Mr+ yy+s -2x)+ 
(2z — x— YY)(dy+2 -Sr)0 


所 以 n= FX) ee 辐 9 


车 n=7, 则 x 和 < 了 二 4 = 1, 代 人 得 到 (1+ y+z)? = 77z, 无 


整数 解 ; 另 一 方面 , FF(9,9,9) = 1,F(4,4,8) = 2,F(3,3,3) = 3， 
F(2,2,4) = 4, F(1,4,5) = $5, F(1,2,3) = 6, F(1,1,2) = $8, FC1, 


2 
1,1) = 9. 肝 以 ,1,2,3,4,5,6,8,9 可 以 表示 为 "二 了 形式， 


1.15 求 所 有 大 于 2 的 正 整 数 对 (m,nn) 满足 :存在 无 穷 多 个 


正 整 数 使 得 95 土生 二 也 是 整数 . 
《第 由 届 国际 数学 正 林 匹克 第 3 题 ) 


解 ” 显然 > nn, 设 m= n+, 则 

me-l= we+o2-l)-fte-la + 此 -1 
臣 此 存在 无 穷 多 个 & 使得 (or + -1) 1fatr+ 号 -1), 因 此 

(rt) 1) 

设 了 fx) = r+- 41 则 AODF(O) = -1 < 0, 所 以 存在 一 个 实数 
0<a<1 使 得 f(x) = 0. 

由 于 {( 台 +x -Txt+ 天 -1 所 以 也有 altt+ 号 -1 = 
0, 因 此 oat! + ot = a* + .由 题目 的 要 求 4 关 3, 下 + 1 2 如果 
k++1> nn, 则 EE > 2, 克 aarti + 此 < oa" + oa’, 逆 盾 ,因此 只 能 有 
+1 = n, 代 人 得 ar = 局 ,只 能 有 = 2, 所 以 只 有 m = 3,m = 
5. 


事实 上 rm 三 EE 三 5 时 , 当 十 和- 三 a ~ a+l1 人 也 的 确 满 
足 要 求 . 


1.16 设 正 整数 a,5,c 满 足 1 < ee < 五 <e 且 (ae 一 1 人 一 


i)te 一 1) 是 abec -1 的 因子 , 求 a,b,c. 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 问题 1) 


解法 1 引进 ”对 于 所 有 正 整 数 m > 5, 都 有 22(m -1) > 


引 理 证 明 fm) = 元 1 = 1+ 下 二 是 单调 递减 的 ,所 以 


心得 体会 拓 广 蜂 问 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除法 
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只 要 证 明 f(5) = 1.25 < 213 即 可 ,而 1.25 = 1.95… < 2, 所 以 引 心得 体会 拓 广 疑问 
理 成 立 . 
下 面 加 到 原 题 . 
如 果 
abc—-l= (a- l(b-lD(e—1) 
则 at+b+c= ob+ b+ eo 
与 假设 子 盾 ,因此 只 能 有 
te -1= nao-lD)(b -lc-1),n>2 
如 果 a > 5, 则 5,c 都 大 于 5, 由 引 理 23(e -1) > a， 
213058 -1) > 5,23(c -1) >c 都 成 立 , 相 莱 得 到 
2ta -bo le-1) > abc > abc-l 
与 产 2 芳 盾 , 所 以 只 能 有 a = 2,3,4. 
(如果 nm = 2, 则 abc -1 是 偶数 ,所 以 =,5,e 都 是 奇数 , 故 
a = 3,4(b -1)(c -1)= 3bc-1 
因此 be +5= 4b+dc < Be 
因此 5 < 8, 故 只 能 有 4&8 = 5,7, 如 果 = 5, 代 人 可 得 。 = 15; 如 果 


5 = 7, 则 c = 可 不 是 整数 .所 以 = 2 时 ,只 有 一 个 解 (a,5,c) = 


(3,5,15). 
{2) 以 下 假设 > 3， 
i 车 a = 2, 我 们 有 


n{be -bec+l) = 2b -Ia -2)be+tn+1)= 
7 + PC < 2n 
所 以 28 (na-2)3tn-20a+l)=3n-6 
因此 nm < 5. 如 果 n = 3, 则 
由 = {tn-2b <2n=6 
分 别 把 上 = 3,4,5 代 人 可 得 只 有 (a,5,c) = (2,4,8) 满足 要 求 ; 如 
果 n = 4, 代 入 可 得 258c +5 = 45 + 4c, 两 过 奇偶 不 同 ;如 果 = = 5， 


则 3 = (4 -2)8 < 2n = 10, 只 能 有 = 3, 代 入 得 e = 二 不 是 
整数 . 
ii 车 a = 3, 我 们 有 
2nfi boc+rl) = 3b -12(02n -3)pe+(2m+1hi = 
2 了 + 2ne «< 4ne 
所 以 4n > (2n 3b (2n -a+r1) = 4n+4n-3)>4n 
了 矛盾 . 
首 车 a = 4, 我 们 有 
3nf( 加 -e+ = 4be -1 一 (3n-4)bhc+(3a+1l) = 
3 + 3 < ne 
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以 6n > (3n -4d)b ss (3n 4)(a+1) = 6n + (9n -20) » fn 
了 矛盾. 

所 以 n 3 3 时 只 有 一 个 解 , 综 上 所 述 , 原 问题 共有 两 个 解 (a， 
be) = (3,5,15),(2,4,8). 


解法 2 由 题 设 有 4 > 2,b > 3,c 3 4. 因 为 


2-1_.1_1 1 
在 @ 空 也 
b=-1_] 1 2 
b =- “53 
ce-l 1 3 

ce 二 


三 式 相 女 得 
| 1 2 3 
abe 


, abe — 1 
Es ten -De 


abc -1 abe 
(a- DE-NMe-D tea- -De-D<4 
由 题 设 ,s 应 为 正 整数 ,因而 。 = 1,2,3， 
(1) 着 := 1, 即 
(a-l)(b -1)(ec-1)= ac-1l 
++t+c=wm+icten OD 
但 由 a < ab,b < bc,e < ca; 则 
a4+b+c<ab+t+bc+reca 
与 式 路 盾 ,所 以 :x 1. 
《2) 若 ss = 2, 即 
2(e -Db -te-1l = ao -le abe 加 
由 abe - 1 是 偶数 知 a,5,c 均 为 奇数 . 
再 由 ec >58>0a>1 得 a 3,b5,.c>7, 
若 5 宕 7, 则 c 9, 从 而 有 
ob ie—1 2 五 8 
abe 全 


2,.&6€.8 3 1 
3°7"976”72 
2 -Db -De-1) > ai 
与 式 加 矛盾 . 
所 以 只 能 有 6 = 5,a = 3, 代 入 回 得 
16(e -1)= 15c-1 

c= 15 

Bo = 3,b = 5,c = 15. 
{3) 若 = 3, 即 


心得 体会 扣 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
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3a- (Bb-De-1)= abc-l < apc @ 心得 体会 拓 广 疑问 
若 上 zz3, 则 六 关 4,ec 5 从 而 


ta-lfp-lfe-TD 2.3.4 2 
abe 3"4'5 5 


3fa -8 -Dec-1) > epe 
与 式 国 矛盾 .所 以 只 能 有 a = 2. 若 请 关 5, 则 


【人 -1 人 -te-1 1.4.5 1 
abe 2 5 6=3 


a -lc-1) abc 
仍 与 国 式 了 矛盾 .所 以 b 只 能 为 3,4. 
车 5 = 3, 由 式 回 有 
6fe-l)=6c-1 


> 


wi 


此 方程 无 解 . 
车 5 = 4, 由 式 多 有 
efec-1ll)=8ec-1 
解 得 c=8 
Pa = 2,68 = 4,¢ = 8B. 
综合 以 上 讨论 ,得 到 两 组 解 
f=3 二 2 
t =5,， [ = 
= 15 = 8 


[9 


解法 3 令 x=a-ly=8-1,z=c-1,; 则 由 1 <a< 
b < c 知 ,x,Y,z 均 为 正 整 数 ,是 x < yy < z， 
abc—l= (x+l)(y+1l)(z+1)-1-= 
MU 十 和 十 和 二 三 十 五 二 各 十 了 
由 题 设 xyz 是 xyz + 录 + 和 + 允 +x+y+s 的 约 数 , 即 
XYZ | My 十 十 三 十 学 十 区 十 了 
(1 车 x 过 3, 则 yy 宇 4,z 5, 因 而 
WH+rtiw+rt+y+s_. .1,1 1 1 
TY 世 ¥ E34 Ty 


从 而 xyz 二 区 十 站 +2 
于 是 x 专 2. 
(2) 当 x = 1 时 ,本 题 转化 为 
yly+2y+2)tl1 
即 yz 12(y + 5)+1 
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于 是 y 为 麻 数 . 
ser+2)+1<4-1 
从 而 y «4 
及 yY> x = 1 及 yy 是 麻 数 ,所 以 y = 3, 此 时 


Xz = 33 
(x+1)(y+1)(z+1)-1= 3+7 
于 是 3z 1 8z + 7, 即 
3z 19z+ (7— x2) 
由 3z 是 7- z 的 约 数 及 z > 3 知 ,x = 7， 
只 而 x = 1,y = 3,s = 了 , 即 
必 二 2,6 = 站 ,ee 二 8 
(3) 当 * = 2 时 ,本 题 转化 为 
2yz | 3(y + 2)+ y+2 
车 y 和 z 均 为 奇数 或 一 为 奇数 一 为 偶数 , 则 3(y + zj) + yz +2 
为 奇数 ,不 是 2yz 的 倍数 ,所 以 7 和 z 均 为 偶数 .所 以 
F427+2 
由 2 和 之 3y+35 二 二 了 二 
好 +35+35 一 看 +2 = 
+6r-4< y+60zr 


可 得 < 6 < 6 
于 是 y = 4, 此 时 有 

8z | 7z+14 
即 Br | Bz + Cl4— 2z) 
于 是 z= 14 


从 而 * 所 2 三 入 ,= 二 14, 即 
a= 3,b = 5,c= 15 
综合 以 上 ,所 求 的 正 整 数 a,5,c 有 两 组 


人 三 人 在 = 
| i-s 


= ¢= 15 


1,17 a,4,e 蚌 三 个 整数 ,并 有 目 满足 stbrelal++ cel, 


证 明 :存在 无 穷 多 个 正 整 数 ,使 得 e + b+clar+t+b+er. 


证 明 ”以 下 用 数学 归纳 法 证 明 ;a + b+cile+ 如 + 局, 则 
对 于 任意 非 负 整数 n 都 有 


g++clo + 本 二 经 DD 


心 箭 体会 拓 广 疑问 


Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


由 已 知 条 件 n = 0,1 时 ,GD 是 显然 的 ;现在 假设 + b+ clar + 

有 及 ee 都 成 立 , 则 
arbrella rb ro) (a t+h +e 

因此 a+b+cl2ap + Per + cza2 ) 

平方 以 后 得 

oz + bor + ce2 = ax” 2 + Be + ea" a ) + 


二 - 业 -上 让 下 
4aibo (a + 有 2 +e) 


[2 


由 于 garbrelar + + 
故 a+ b re | 2 a pa” 网 pe” or" + ee” ao” ) 
而 Car” + a + oy = Car + pe" + 2 六 _ 
2 a pe” 
pe 2 + a a ) 
所 以 arbtrela + ro 
故 结论 成 立 ， 


1.18 设 正 整 数 x,y 使 得 x2 + y+ 1 是 xy 的 售 数 , 则 


t+l_s 
zo ， 


证 明 设 只 + 姑 +1= joy,4az 昌 是 满足 
本 + 了 +1= ETY D 

的 所 有 正 整 数 对 (4,8) 中 4 最 小 的 一 对 . 

设 C 基 一 元 二 次 方程 x + 好 + 1 = kBx 除 4 以 外 的 一 个 解 ， 
由 韦 达 定理 及 + 人 = 招 ,AC = 了 好 +1, 所 以 C = 了 雪 -4 是 更 数 ， 
且 C = BAA+41AA > 0, 故 (8,0) 和 ({C,B) 也 是 满足 中 的 正 整 
数 对 ,因此 

Cw dB2+1= AC> Ailiz (A- B(A+B)=0 
所 以 必须 有 A 二 B, 故 

1 = (k-2)4 ok =3,A=1 


1.19 证明, 存在 无 穷 多 个 正 整 数 ,使 得 (n? + 1) | n!， 


证 明 取 n = 2 和 2 所 的 则 
n+l= A+1 = (282+28+1)0282 -28+1) 


第 1 章 整除 与 带 休 除法 


心得 体会 拓 广 疑问 


了 3 
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驾 转 相 除 可 每 心得 体会 拓 广 疑问 
(2 + 2k + 1,26 2k 4 1) =《48282 -25+1) = 
Ck,2k2 -2 + 1) = 
由 于 2 -2k841 <2k = nCQFR 2+1)1ln! 
所 以 我 们 只 要 找到 无 穷 几 个 上 使 得 (2 42k+1) tn! 也 成 立 就 可 
以 了 . 
令 上 = 站 站 +1 ,这 样 
282+28+1= 5(250m + 30m + 1) 


而 {5,250m? + Dm+1) = 

且 5 < 250m +30m+1< 2025m +1) = 
故此 时 (2 妇 + 2 +1)1al! 成 立 . 也 即 当 m = 2(25m + 1 时 ,都 有 
(az + 1)1n!. 


1.20 证 明 : 对 于 任意 大 于 5 的 合 数 mn ,都 有 mtn -1)!. 


证 明 设 p 是 n 的 一 个 最 小 素 因 子 , 则 7 = a 也 是 整数 . 

0D 知 果 p 到 0, 则 有 nn 一] > 4 > p, 所 以 (n -D1 = 1 
2 -p11) 表 定 是 n = ap 的 信和 数 ，; 

(02) 如 果 a = 网关 > 2 
本 -=m -1 所 以 (na -1}l=12. es ‘(no—1) 
肯定 是 2n = pp (2p) 的 信 数 . 因此 总 是 有 n | (on 一 D1 


1.21 ”对 于 哪些 正 整 数 不, 存在 无 穷 和 多 对 正 整数 ( m ,nm)] ,使 得 


(im 二 克 一 k)! 是 整数 ， 


min! 


证 明 ”对 于 任意 的 正 整 数 > 下 , 取 m = nl 一 1, 代 入 可 得 
(m+nk!l {m+ km + 1)1 


mln! 一 minl{m + 1)! 一 
(到 + 一 和 区 有 + 
ni{m + 1)1 


算 1 章 整除 与 带 余 从 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


证 明 ”由 于 存在 整数 a,5 使 得 (m,n) = am + 如 ,因此 心得 体会 拓 广 疑问 
Ce Cm = a + bo™ = a + [i 


所 以 (名 Cr 是 整数 


1.23 (Wolstenholme 定理 )p 是 大 于 3 的 素数 ， 将 
(1 到 + 寺 + ……+ 5 了 表示 成 为 分 数 的 形式 , 则 它 的 分 


2 3 
子 是 产 的 倍数 . 
证 明 令 
fx) = ue 一 i) 三 3 一 A + Azxr 一 "一 二 2 各 十 4 -1 
故 | 三 《六 一 1)! 
由 于 f(x) 三 如- ~ (mod p) 


故 当 1 < i sp -2 时 ,都 有 4A， = 00mod p). 由 于 
fip)= pp- DI= pp - Ap ?+ 


hp oA,ap+tp—l)! 
故 A, = O(mod p7) 
1 1 1 
而 42=(p-Dl+ 坪 + 二 + 


故 | 1 + 二 + 言 + + 的 分 子 是 严 的 倍数， 


1.24 是 一 个 正 整 数 ,证 明 :任意 ”个 连续 正 整数 的 乘积 都 


能 被 #1 整除 . 


证 阴 设 个 连续 正 整 数 为 a,a +1,a +2,…,&a+n-1. 
(车 a > 1+ De+n-l) (ete 


= mlae-1l)l 一 
C5 ,1 是正 整 数 ; 
(2) 若 asa+1la+2, ma+n-1 中 有 0， 则 
atao+l)"tatrn-l) - 0 也 是 正 索 数 ; 


nl! 
(3) 若 a+n-1<-1, 则 
ata+rrtetno-l)= (Dal-e-1): 
[| 


由 于 (- a-n+t+1) 之 1, 而 根据 外,(- oj)(- a~“1)…(-4a- 
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n+ 1) 是 n! 的 倍数 . 心得 体会 拓 广 疑问 
综 上 所 述 ,结论 成 立 . 


1.25 设 所 x) = 妇 +17, 证 明 :对 于 每 一 个 正 整数 * > 2, 都 


存在 一 个 正 整 数 * 使 得 扩 z) 可 以 被 3" 整除 ,但 是 不 能 被 3** 
整除 . 


证 明 n= 2, 子 | 18 = f(1) 结论 成 并 :假设 当 n = 天 沁 2 时 ， 
有 一 个 正 整数 x 使 得 并 ‖ zz) 这 样 我 们 有 f(4) = ,2 
3(mod 3*+1) .注意 到 当 (e,3) = 1 时 , a23* = 3(mod 3+*1) ,故此 
时 有 
[和 

ai + 3*(mod 3E+1y 

以 下 我 们 来 讨论 n = + 1 的 情况 . 

i 着 fx4) = (mod 3*+*1) ,我 们 取 T= +2x 3*-1, 则 有 
Fp) = {x + DI 1 = [Cw +31) + 3 + 17 二 
(xp + 3 + = +17+2x3:s 0(mod 3+1) 

i 车) m2 x 3+(mod 35*+1) ,我 们 取 yi = z+ 3-!, 则 有 

fn = 17 = 
Hxi) + 3 ms 3 Xx 3 ms Omod 3*+1) 

综 上 所 述 , 我 们 总 能 找到 一 个 y 使 得 fy) = 0Cmod 3*+1)， 
如 果 f(xy) 不是 35+? 的 倍数 , 则 我 们 直接 取 xs = y; 即 可 ; 若 
3 1 FY) ,我 们 取 x = y+ 站, 代入 可 得 

Fxto) = fy +3:) = (y+ PIT tI 
fy) + It 一 38+1 ¥ Omod 3*+72) 
fren) = fps + 3:) = y+ 3y13t + S93 + 3 + 17 二 
fy) = 0(mod 3t+1) 
因此 3+ 了 F(x441) ;因此 结论 对 所 有 n > 2 都 成 立 . 


1.26 m,n 是 整数 ,mn +1 是 24 的 倍数 ,证 明 :m + rn 也 是 24 


的 售 数 . 


证 明 ”由 已 知 
m+1s=0md = m3) = (n,3) = 1 一 
m= A = (mod 3) 
因此 可 推出 
(m+ nn) = m+ n+ mn = O(mod 3) 


第 1 整除 与 带 余 阶 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


另 一 方面 ,mn + 1 = 0(mod 8) 的 全 部 解 为 (m,n) = (1,7),(7,1)， 心得 体会 拓 广 网 问 


1.27 “是否 存在 满足 下 列 条 件 的 正 整 数 n,n 怡 好 能 够 被 


2 000 个 互 不 相同 的 认 数 整除 ,日 2" + 1 能 够 被 n 整除 ， 
《第 41 届 国 际 数 学 奥林匹克 问题 5) 


和 解 ” 设 b= 2 +1, 则 

bi 1 = 2 = (2 = (61,b = 3+ 3b 
显然 字 |1 术 ,根据 中 和 数学 归纳 法 可 得 3:7115,3B;1 6541. 又 因为 
i - 如-3b+3 > 3, 因 此 (全 1,8,) = 3( 由 轧 转 相 除法 立 得 )， 


所 以 机。 二 有 表 因 子 的 个 肯定 多 于 忆 , 这 样 330 至 少 含有 
1 999 个 不 同 的 3 以 外 的 吉 因 子 . 任 取 如 mm 的 1 999 个 不 同 的 3 以 
外 的 泰 因子 , 护 设 他 们 的 因 积 为 好, 令 m = 并 :和 节 吧 ,nn 正好 含有 
2 000 个 不 同 的 素 因子 .因此 闻名 | | | bzom; 所 以 n| br 0m: 

由 于 B20 是 奇数 ,所 以 睹 也 是 奇数 ,所 以 2" + 1 是 Bom = 


27 ”+ 1 的 策 数 ,所 以 2" + 1 能 驶 被 n 整除 . 


1.28 对 于 正 整数 ,我们 设 沁 二 = 双 , 其 中 正六 数 pg 


满足 (ps,g) = 1, 请 问 对 于 哪些 = 使 得 gq, 不 是 5 的 倍数 ， 


解 ”我 们 用 N 代表 与 5 互 索 的 整数 ,2Z 代表 整数 ,因此 
N N NS5N Nw nN 


S52+N7 S52Z'N+N= NWN 


二 | 
令 一 = 炙 ,(a 5) =1 
,= 如 
Dl,(0,d) -1 
和 
显然 (5, 思 ) = 1 而 
SE 1 
21- + a bd gn 
故 51 gc | 由 
el 王 
设 [号 ] = %, 则 
én ea 二 | Ts 1 py 
i 


对 于 任意 整数 都 有 
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1 1 _1 1 
Sri+ltsr+2t+ Sr+3t sr+4- 


10r + 5 10r + 3 _ 
(Sr + 1Sr +4) + (Sr4 2)(Sr+ 3) 二 


{10r + S)(50r? + 50r + 10) 
(5r + 1) (Sr + 2)(5r + 3)(Sr + 4) 一 


Ox (r+2)Sr+Sr+l) 
{Sr + 1)¢Sr + 2)(5r + 3)(5r + 4) 


BL_lp_3p_l1Pp., 
分 于 为 25 的 倍数 ,而 = gg 2'g = 6'g 全, 所 以 得 


Og1,92;93; 94 都 不 是 5 的 倍数 .由 以 上 的 讨论 我 们 知道 qs， 
gq.97194,99 是 不 是 5 的 信 数 ,取决 于 如 = 于 化 简 以 后 分 母 是 不 
是 5 的 倍数 ,因此 得 

Ds 6 97: 98: 99 都 是 5 的 倍数 , 同 理 得 

D gio 1 2 F114 915 9 7 18 9 都 是 5 倍数 ; 由 于 


名 - 5 


四 qn,921,9219519% 都 不 是 5 的 俏 数 ;由 @ 的 结论 ,可 得 
加 qx, gx,“ ,4%w 都 是 5 的 倍数 19gioy gio, 9m gm; 9iot 是 不 


是 5 的 倍数 取决 于 3 地 化 简 后 的 情况 ,这 取决 于 gw 是 不 是 5 的 迄 


数 ,Pa = 工 工 + 半 + 二 + 工 ) 。 交工, 前 后 两 部 分 的 分 子 
ga 5 1 2 和 3 4 nm 

都 是 5 的 倍数 , 故 51 py, 因此 得 
gm 10 4 F107 9 104 都 不 是 5 的 倍数 ;glos ;gi01,…… ,919 


取决 于 二 2 ,了 2 ,二 ,由 于 到 化 简 后 分 母 不 是 5 的 倍数 , 故 只 
5921 5 Sqn” 


要 检验 x 六 * (a + 别 * a+ 五 * + 区 即 可 ， 下 此 得 

全 gx;91…, 919 都 是 5 的 倍数 ;qia,gm gg ,924 取 
决 于 

她 =- 扣 + 当 亲 + 六 + 药 + 训 | 

它们 的 分 母 不 是 5 的 倍数 ,所 以 得 

图 go,gorgtydmyeanoa 都 不 是 5 的 倍数 ; 

加 当 m > 125 时 ,存在 一 个 正 整 数 上 ,使 得 5#+1 > n= 下 池 
3 设 A=ixllexenS ?Ini,B= 1x|ll<ren,x Al. 


今 [于 3] = 大, 则 591 > m > 65 生 7 > 5:125 > 月 之 25, 而 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 栈 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


心得 体会 拓 广 疑问 


mn_y lm 1l 


Hn mea nes ™ 


交工 ”每 项 的 分 母 最 多 含有 5 的 次 数 为 -3 ,所 以 化 简 后 >) 二 


wmE 有 玫 


1 4 1 
二 了 十 


men 列 


的 分 母 含有 5 的 次 数 小 于 等 于 -3; 而 对 于 避 忆 了 二 - 二 ， 


125 > 六 > 25, 内 都 不 是 5 的 倍数 ， 所 以 也 ;> 的 分 母 合 有 5 的 


次 数 小 于 等 于 上 -2， 故居 ;9 1 一 + > 一 的 分 母 含 有 5 的 次 数 大 


ni m 亿 

于 等 于 上 - 2, 由 于 站 3, 所 以 5 1 g,. 
纤 上 所 述 , 仅 当 1 ns42Darn<2,10<n < 10, 

120 过 ms 芝 124 时 ,9 不 是 5 的 税 数 . 


1.29 “ 求 所 有 正 整数 a,。 ,使 得 本 十- 二 + 都 是 整数 ， 


解 ” 由 于 a,8 是 对 称 的 , 我们 不 妨 假 设 a > 8, 出 已 知 
+2 告 士 上 ,与 + 4 都 是 整数 所 以 所 +a a -5b， 因此 b(b +1) > 
(a _ 1)a 都 是 两 个 连续 非 负 整 数 的 乘积 , 故 5 > a 1, 也 即 > 


b= a-l1. 


2 
由 车 a = 5b, 则 所 二 = t+ 一 
好 忌 一 


1 1 是 整数 ,因此 
(a -1)12—=a =2， 3， 对 应 得 到 两 组 解 (2,2)， 3, 3); 


(2)8 = a -1 放生 二 2 = 1+-42 2 为 整数 ,所 以 
4a -23@2 一 3 1 解 不 等 式 得 as6, 和 将 不 大 于 二 的 数 代 人 检 
验 得 到 只 有 a = 2,3 时 符合 条 件 , 这 样 对 应 两 个 解 (2,1),{3,2)， 

综 上 所 述 , 共有 6 组 解 (2,2), (3,3), (2,1), (1,2), (3,2)， 
(2,3). 


1.30 下 整数 4 可 以 被 所 有 小 于 jn 的 正 整 数 整 除 , 求 满足 上 


述 条 件 最 大 的 . 


解 ” 令 [Ya] = 上, 若 n 3 1331, 则 点 兰 11, 鼓 
k 1 1 
有 = 1 
另 一 方面 存在 正 整 数 a ,8,7 ,使 得 
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2a 所 下 < 2241 3 < Ee 38+1,S7 Ee Eke S7+L 
由 已 知 上 可 以 被 2*3857 x 7 x 11 整除 ,所 以 


n>7x1ix2357 > 7x11( 坪 ) {地 ) (让 )> 


THF 3 
BE+D) > G+) 


但 是 +1> Yn 二-(+1)? > nm 矛盾 .因此 只 能 有 nm < 1 330. 

《1 著 上 大 关 9, 则 nm 可 以 被 5x7x8x9=2520 整 除 ,与 m 一 
1 330 子 盾 ; 

(2) 若 上 = 8, 则 nn 可 以 被 3x5x7x8 = 840 整 除 , 所 以 上 = 
[Yn] 思 9, 天 盾 ; 

(3) 若 上 = 7, 则 rn 可 以 被 3x4x5x7 = 420 整除 ,由 于 
V420x2 = 小 840 > 9, 所 以 只 能 取 n = 420, 此 时 = [Vn] =? 
也 的 确 满足 要 求 . 

所 以 m = 420 为 所 求 . 


1.31 求 所 有 正 整 数 对 (x,y), 使 得 yl x*+1 且 和 21+1. 


解 ”(1) 当 y < x 时 ,由 已 知 
wy | x Dr + Dryl (s+ + 1) 
因此 
Os m+p+tl-wy = P+1l-(y-l)x ae 
P+1l-(y-1)(y+1)» 
Oa (y+ -yt+1-7+1)-= 
(y+1)(2-y)=y= 1 或 2 
代入 可 得 一 组 解 (3,2); 


(2) 当 y = “时 , 代 大 可 得 y | 1, 可 得 一 组 解 (1,1); 
(3) 当 y > % 时 , 令 和 4 一 + 1 我 们 来 考察 新 的 正 
整数 对 (xj ,71) ,显然 


z+1 x:+l1 
yt = y 二 1 三 


由 于 (x,y) = 1, 且 
[C241 + YF] = (1+ 8) = 0(mod 2?) 
所 以 = [+ 1P + Yl]= (H+1) 
即 (x1,71) 也 满足 要 求 , 并 且 y < xi 根据 全 的 结果 ,= = x1 = 3， 


x+1 _ 
7 = 27 = 5, 容 易 检验 (3,5) 是 问题 的 解 . 


1x2+l= 过 +1 


yi 三 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Eractly and Division with Remainder 


综 上 所 述 ,(1,1) ,3.2),(3,5) 是 所 有 的 解 . 心得 体会 拓 广 疑问 


1.32 设 2,a0,o,… ,0 是 任意 整数 , 试问 :整数 


(az + 工 )3kak 


业 严 站 


被 a? + a + 1( 或 被 a2 - a + 1) 整除 的 必要 且 充 分 条 件 是 数 
2 (- Di 
被 a? + a + 1( 或 被 a? - a + 1) 壹 除 , 对 否 ? 


解 记 上 损 = 2 + ea +1, 其 中 2 = 1, 此 时 由 等 式 
(ez + 1) = (bh, - eo) =- eai(mod b,) 


~ Eo = eab + a +eo = b(t- es+1)-1s=-1(mod b,) 


推 得 《az +1)3 =- 1(mod $b,) 

因此 Dole + DY yi 1)i0 (mod (a x a + 1)) 
[ZT4d r 

即 问题 的 管 案 是 肯定 的 . 


1.33 ”是否 存 在 自然 数 ,被 HL… = a 整除, 且 各 位 数字 和 小 
不 


于 m? 


(苏联 数学 奥林匹克 ,1982) 


和 解 ”不 存在 .否则 在 所 有 袜 an 整除 日 各 位 数字 之 和 小 于 mm 
的 自 热 数 中 , 设 a 为 最 小 ,由 于 ov,2e 3an,… 902s 的 各 位 数字 
之 和 都 不 小 于 m; 上 所 以 


a > lon = 10. 地 > 


10" 
其 中 om = 0 一 . 设 

a = hk 0 +410 rk 10+ 
其 中 态 -1: 有 ,和 是 = 的 各 位 数字 ,0 三 总 过 9 = 0,1,…， 
r-1, 且 1 <9. 于 是 7r 3 m. 由 于 10" -1 = 9o, 被 a 整除， 
所 以 = a 一 《10" -10-") =-a-10-”(10”- 1) 也 被 a 整除， 
而 且 0 < 5 < a. 如 果 点 -。< 9, 则 的 各 位 数字 之 和 等 于 ae 的 各 
位 数字 之 和 ;如 果 大 -= 9, 则 去 的 各 位 数字 之 和 小 于 a 的 各 位 数 
字 之 和 .因此 上 的 各 位 数字 之 和 小 于 m, 生 5 被 a 整除 ,与 a 的 选 
取 矛 盾 ， 
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i.34 ”对 给 定 的 正 整 教 m,n,im < rn, 是 否 任 意 一 个 由 rn 个 连 


续 整 数组 成 的 集合 中 都 有 两 个 不 同 的 数 ,其 积 被 mm 整除 . 


证 明 ”回答 是 肯定 的 . 设 已 给 定 n 个 连续 整数 为 a ,a2,…， 
gy 则 由 mm < ns<a -fa -ti 可知 ,在 这 一个 数 中 必 有 nm 的 徊 
数 a 和 m 的 倍数 上 ,如 果 守 z 访 则 乘积 em 被 mm 整除 . 现在 考虑 
i = /的 情形 , 记 d = (m,n),y = [m,n], 则 

m= dyd| argl a 
我 们 证 明 ,d 的 倍数 ma + dd 或 a - d 至 少 有 一 个 属于 集合 a， 
gz san|. 稍 若 不 然 , 则 a + 4 > am- 了 < a1, 由 此 得 2+ 
+1 下 <1, 从 而 24 > n. 但 dd1n, 因 此 d=n> 严 ， 
与 4 1m 忒 盾 , 于 是 a 与 a: + d( 或 相应 地 ai - d) 即 为 所 求 ,因为 
乘积 ai{a; + d) 被 dg = mn 整除 . 


1,35 ”证 有明: 仅 有 一 个 由 大 于 1 的 自然 数组 成 的 三 数组 具有 


下 列 性 质 , 即 其 中 任意 二 数 之 积 再 加 1 被 第 三 数 整 除 . 
【保加利亚 教学 奥林匹克 ,1965 年 ) 


证 明 ” 设 4,5,c NN 满足 

cllab+rl),bl (a +1),altbe+1) 
注意 ,a ,45,r 两 两 互 素 , 否 则 不 妨 设 (a,8) > 1, 仙 (tac,8) = dd> 
1, 且 数 ac + 1 不 被 4 整除 ,自然 不 被 5 整除 .因此 它们 各 不 相同 . 
数 $ = ab+tac+ bc+1 被 a,5,c 都 整除 ,因此 也 被 它们 的 乘积 
整除 (因为 它们 两 两 互 素 ) .所 以 5 abc. 不 妨 设 2<a<b<ce， 
如 果 上 寺 4, 则 

cS,abe =2:4'5= 和 4 

且 Sobratietls 和 rl1- 

abe -B41 abe- 人 +1< Ce 
矛盾 ,因此 几 < 4. 于 是 a = 2,5 = 3. 由 于 唔 +1 = 了 被 < 整除 ， 
所 以 = = 7. 因 此 仅 有 三 数 2,3,7 满足 问题 的 条 件 . 


1.36 设 = 为 正 整 数 ,求证 :0 疗 + 了 1 最 + + nl 加 都 不 被 


n+2 整 除 ， 


证 明 ” 当 r = 1 时 ,结论 显然 成 立 , 设 n> 2, 记 


心得 体会 丘 广 疑问 


第 1 章 ” 整 阶 与 带 余 陈 法 
Chapter ] Divide Exactly and Division with Remainder 


an = 1 2 心得 体会 拓 广 疑问 
由 
26 = 2+ (2 +n + Pn) +t 
(nl | 21%7) 
由 于 对 每 个 天 = 2,3. ,各 (n+2-) 吕 被 &+ (n+2- 
上 上) = n+ 2 整除 ,所 以 2a 被 n + 2 除 时 ,其 余数 为 2, 即 m 不 被 
站 + 整除. 


1.37 证 明 : 对 每 个 整数 mn > 1, 数 -n+n-1 被 (n -1) 


整除 . 


证 有明 设 n > 2, 则 

nn+tnl= (nr -ln+ftn -1l) = 

{nln nn = 

(no In +t n+ no) 
因为 na = 1(modtn - 1)) ,所 以 对 每 个 =0,2,…,n-1, 有 成 = 
1{mod(tn 一 1)), 从 而 

nalts+a+an = Omod(n -1)) 

{上 式 左 端 共 有 nr -1 个 被 加 项 ). 因 此 (nrn 一 (n+ 下 + n+ 
no) 被 (rn - 1 整除 , 当 nn=2 时 ,na -+n-1l=1 也 被 (mn - 
1)?* = 1 整除 . 


1.38 证明: 如果 p 是 大 于 1 的 整数 ,那么 3? + 1 不 可 能 被 27 


整除 ， 
{向 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1911 年 } 


证 明 ” 当 p 是 偶数 时 , 设 p = 2m, 则 
P+1= "+1= (8+1)"*+1-= 
BM 4 2 = 2(4M +1) 
其 中 ,好 是 整数 ,从 而 由 4 于 + 1 是 奇数 得 
213"+1 且 22+3r+l 
当 p 是 奇数 时 , 设 p = 2m + 1, 则 
P41 = "1 = 38+1)"t+tl1:= 
3(SMH + 1)+1 = 46M + 1) 
其 中 ,六 是 整数 ,从 而 由 6 村 + 1 是 奇数 得 
ZIP4+1,2+*3P+1 
于 是 , 当 p 是 偶数 时 ,3? + 1 能 被 2 整除 , 当 虽 是 奇数 时 ,各 + 
1 能 被 4 = 王 整 除 , 但 在 这 种 情形 中 ,3* + 1 都 不 能 被 2 的 任何 更 高 


名 


:此 ,xx 的 形式 一 定 是 2 x 10" + 内 或 5x 10" + 号， 
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次 大 整除 ， 
因此 对 大 于 1 的 整数 p ,3 + 1 不 可 能 被 2 整除 . 


1.39 用 数学 归纳 法 证 明 :对 每 个 正 整 数 n, 有 唯一 的 由 十 进 


制 表 示 的 仅 包含 数字 2 和 5 的 位 的 正 整 数 x, ,能 被 2* 整除 . 


证 明 当 n = 1,2,3 时 ,xi = 2,x2 = 2,x3 = 552, 结 论 显 热 
成 立 . 

假设 %, 是 唯一 由 数字 2 和 5 表示 旦 能 被 2* 整 除 的 rn 位 的 正 整 
数 . 

考察 数字 

2 x 10° + x x 10 + 3 

这 两 个 数 都 是 在 数 mw 的 左边 加 上 数字 2 或 5 得 到 的 ,它们 都 
是 由 2 和 5 表示 , 且 有 nm + ] 位 . 

因为 x, 和 10" 能 被 2" 整除 ,所 以 ,这 两 个 数 均 能 被 2" 整除 . 

注意 到 

Sx10r+ x 2x10°+%, 


TT -0 3X 5 


由 于 莽 为 奇数 ,因此 ,++ 各 和 各 之 中 恰 有 
一 个 为 偶数 . 

.这 就 证 明了 数字 2 x 107 + 各 和 5 x 10" + x; 恰 有 一 个 能 被 
2"+! 整除 , 即 v1 满足 所 有 的 条 件 . 

下 面 证 明 ms; 的 唯一 性 . 

为 此 ,去 掉 am 最 左边 的 一 位 ,得 到 一 个 仅 包含 数字 2 和 5 且 
能 被 2" 整除 的 位 数 。, 由 归纳 假设 ,x, 为 满足 条 件 的 唯一 值 , 因 


于 是 ,根据 上 面 的 证 明 恰好 其 中 一 个 是 满足 条 件 的 mrt、 


1.40 证 明 : 在 每 个 由 1 个 正 整 数组 成 的 集合 中 ， 有 6 个 数 的 


和 能 被 6 整除 . 


证 明 ”人 先 证 明 两 个 引 理 ， 

引 理 1 ”在 每 个 由 3 个 正 整 数组 成 的 集合 中 ,存在 2 个 数 的 和 
能 被 2 整除 . 

引 奸 1 的 证 明 ”在 每 个 由 3 个 数组 成 的 集合 中 ,有 2 个 数 奇 


偶 福 相同 ,因此 ,其 和 为 假 数 . 
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引 理 2 在 每 个 由 5 个 正 整 数组 成 的 集合 中 ,存在 3 个 数 的 和 心得 体会 拓 广 疑问 
能 被 3 整除 . 
引 理 2 的 证 明 “如果 存在 3 个 数 ,被 3 除 得 到 不 同 的 余数 , 则 
它们 的 和 能 被 3 整除 .如果 不 存在 这 样 的 数 , 即 它们 中 有 3 个 数 被 
3 除 时 有 相同 的 余数 , 则 这 3 个 数 的 和 能 被 3 整除. 
下 面 证 明 原 题 . 
运用 引 理 1 五 次 ,能 在 所 给 的 由 11 个 正 整数 组 成 的 集合 中 找 
到 5 对 数 的 和 为 偶数 .对 这 5 个 和 运用 引 理 2, 知 其 中 3 个 的 和 能 被 
3 整除 .所 以 ,存在 6 个 数 满足 其 和 能 被 6 整除 . 


1.41 已 知 99 个 小 于 100 且 可 以 相等 的 正 整数 . 若 所 有 2 个 、 


3 个 或 更 多 个 数 的 和 都 不 能 被 100 整除 ,证 明 ; 所 有 的 数 均 相 
等 ， 


证 明 “” 记 给 定 的 数 为 miy nz，…，m%. 
假设 结论 不 成 立 , 即 有 两 个 不 同 的 数 ,例如 ml 关 nz， 
考察 以 下 100 个 数 
S$] = ml, 92 = M2 Sa = HL Ra's 
Sim = Hi+ Ho + no 
由 假设 , 数 5:(i = 1,2,…,100) 不 能 被 00 整 除 , 由 抽 居 原理 ， 
这 些 数 中 至 少 有 两 个 被 100 除 的 余数 相同 .将 它们 记 为 ,$4, 且 


5 > ,显然 
SS 11139321 
因为 & 和 5S, 被 100 除 的 余数 相同 ,于 是 ,3 - 3 能 被 100 整 
除 , 即 


100 | [Cn + 2 十 ”十 ny 一 (Cm + ma 十 十 m1)] 
所 以 ,100 | (| 村 T4232 十 "十 ns) 与 假设 矛盾 . 
因此 ,所 有 的 数 均 相 等 . 


1.42 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 lr dn > 2 


开 {a 一 a) 能 被 1 (7 - 六 整除 ， 


1 im 【< 


证 明 “” 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 。 设 wj ;zo xyylyy7zyym 是 两 组 非 零 整数 .如 果 
对 任意 大 于 1 的 正 整 数 下 ,都 有 1,x2，,…, x, 中 能 被 整除 的 数 的 
个 数 不 儿 于 六 ,六 7 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 , 则 


XX Xn | 了] 了 2 Ym 
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引 理 的 证 明 。 设 1k) 表示 x1 ,x2,…,%s 中 能 被 整除 的 数 
的 个 数 , g(5) 表示 yi,y2,… ,Ym 中 能 被 + 整除 的 数 的 个 数 .对 质数 
p 和 非 零 整 数 x, 定 关 矶 (6z) 为 1x1 的 质 因数 分 解 式 中 p 的 村 次 . 

对 和 任意 的 质数 p 

Vwix2 a) = Pe = > 1 {EIEED ,pl|x| l= 
TH 1kEZ, pkxil | = 


S) |iili€ Zt,pt| x 1= 
Dl) 


同 理 CY ym) = 2 gp) 


而 fp) 写生 (中 ), 故 
了 (xz1xa sa) & VFL yn) 
及 因为 可 取 任 意 质数 ,所 以 


Ka a | FY Ym 


下 面 证 明 原 题 . 
若 好 1， 皮 2， 四 1 中 有 两 个 数 相 等 ; 则 
Il (a — ai) 三 
故 11 (7 -i)| Ll Cs- 


lieix<jsn 


车 a1,62,…,as 两 两 不 等 ， 下 面 证 明 ， 对 尾 意 于 整数 冯 , (7 - 
站 {lei<j<#) 这 已 个 数 中 能 被 整除 的 数 的 个 数 不 多 于 
(ga)(1 < i < jg< nn) 这 局 个 数 中 能 被 :整除 的 数 的 个 数 . 

对 ”用 数学 归纳 法 . 

当 n = 2 于 ,命题 显然 成 立 . 

假设 命 旺 对 = - 1 成立, 证 明 命题 对 n 也 成 立 . 

若 上 nj- 让 (1 < <j < 4) 这 似 个 数 都 不 能 被 & 整 
除 ,所 以 ,命题 成 立 . 

若 上 < nm, 由 抽 居 原理 ,在 a1, a2,…; Gn 这 n 个 数 中 一 定 存在 


号 |] + 1 个 数 模 & 的 余数 相同 ,不 妨 设 其 中 一 个 是 a。. 于是， 


Cas a)(1 ei < n) 这 -1 个 数 中 至 少 有 [二 | 个 能 被 5 整 


除 ,而 (5 - DGL < i < 由 这 -1 个 数 中 恰 有 [全 | 个 能 被 


由 归纳 假设 ,(a anDll<si<j 和 nn- ]) 这 已 _) 个 数 中 能 


被 上 整除 的 数 的 个 数 不 少 于 {让 (1 ei<j<n- 由 这 人 jj 个 
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数 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 . 心得 体会 拓 广 疑问 
所 以 ,(a - a) (1 < i<j 和 gn) 这 信 个 数 中 能 被 # 整除 的 数 
的 个 数 不 少 于 Cj -站 (1 < i < js nn) 这 (个 数 中 能 被 整除 的 


数 的 个 数 . 
因此 ,命题 对 n 也 成 立 . 
由 引 理 立 得 
LDL 


1.43 设 a,p5,ec 是 正 整数 , 理 


abl ete- c+l),(e+1)l (a+ 8) 
证 明 : a,8 中 有 一 个 数 等 于 ec, 另 一 个 数 等 于 c2- c+1. 


证 明 ”首先 证 明 :如 果 x,y 是 正 整数 ,= 是非 负 整 数 , 量 满 足 


一 一 > ma, 则 
4 


东 
实际 上 ,7 + 了 > n 可 以 改写 成 
(x AY- n)> 
于 是 ,有 x > my > n. 
设 x= n+t+dsy = n+ di: 则 
didi = (x — n)(y- n)= n+tr 
其 中 ,qd1, dy,r 均 是 正 整数 . 
因为 (di - 1 - 1 关 0, 所 以 
d+del+dd = l+ni+rr 


又 因为 对 于 任意 的 4 > 0,r 之 1, 有 不 等 式 


A+T 字 有 + 


2 
| XY 网 基 + did2 + ndi + dz) _ r 
则 + 了 7 2 + + 人 T+an+ d+td > 
上 一 一 
Mnrltr nn+2 


当 且 仅 当 * = za+ly=m2+n+l 或 y= n+l,x= f+ 
n +i 时 ,上 式 等 号 成 立 ， 
根据 已 知 条 件 ,存在 正 整数 p,q, 使 得 
cflez-e+i = poebat+b = ge +l) 


则 cfco -e+ll pqab _ _xY 
cz+l 人 二 上 


其 中 x = peae,y = p94;: 且 
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1+ el 心得 体会 拓 广 蜂 问 
+ c+1 

因此 ,由 前 面 证 明 的 结论 可 得 

-2 1 1 .cle -e+ 

x+y (ec—-1)+2(c-1)+2 c+l 

等 号 成 立 的 条 件 是 

*=cesy=fe-lrte-l)+i=o-c+l 
或 ac-e+ly=e 


由 于 4c 与 -c+1 互 质 ,由 4 = pga,y = pgb ,可 知 P= 9 = 
1. 
喜 a= cb=c-c+t+l 或 a = ce-ec+l,b= ce. 


1. 和 4 ”车 有 序 三 元 正 整 数组 1a,8,c| 满足 a 上 ac,(o,b， 
ce = 1,g+ 太 + 能 被 w+ 5+ cc 整除 , 则 称 | 4,58,ecl 是 mn 一 


(1) 求 出 所 有 的 有 序 三 元 正 整 数组 ,满足 :对 于 任意 n> 
1, 其 有 序 三 元 正 整 数组 是 一 能 量 的 ; 

(2) 求 出 所 有 既是 2 004 一 能 量 的 又 是 2 005 一 能 量 的 ,但 
不 是 2 007 一 能 量 的 有 序 三 元 正 整数 组 . 


解 ” (1) 因为 
(a+b+ic)il(la+rh+ ec) 
(a+b+re)l(leo+rh+ oe) 


则 {at+b+ie}l[llat+b+e)— -oe 
即 {a+b+e)l (2ab + 2 +200) 
又 (a+s+eciez+i+ 人 -中 -可 -ea)= 


as++tr -3abc 
鼓 (a + 8 + ec) | 3abe. 
设 质 数 p 满足 严 lat+rb+ elle 1), 若 存 在 p > 5, 则 

plabe. 
不 芒 设 p 1 a. 因 为 p12(0b + Be + ca), 所 以 ,p | be. 
不 芒 设 p15. 因为 p 1 (e+tB+ ce), 所 以 ,p |e 
则 p1 (a,8,c), 蔬 盾 . 
所 以 ,p = 2 或 3, 故 
g++c=2"x3,m,n20 

若 n> 2, 则 

31(atrb+e),3l abc,3l (tab + bc+ ca) 
仿 上 即 可 推出 3 1 (ay,5c) ,了 矛 盾 ， 
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故 n = 0 或 1. 

设 atbrec= 2m%k = 1 或 3), 则 2" 1 abe. 
因为 (a ,48,c) = 1, 不 妨 设 a 为 奇数 . 

又 2 | (a + 上 + c) ,不妨 设 上 5 为 奇数 ,c 为 偶数 ,所 以 ,2 | ce. 
由 2" 1 (2ab + 25e + 2c2), 则 


2""1 1 ob 
从 而 ,m = 0 或 1. 
及 g++c 守 3; 所 以 ,a + 上 +c = 3 或 6. 
分 别 验证 得 


feie) = (1,1,1) 或 (1,1,4) 
(2) 易 得 
可 + 加 = (e+b+e)(a ll+ bel) 
(Cab + be + co)(ar + 有 +) 二 
obe(a"™? + hb-3 + on-3) 由 
及 (at+b+eo (em + Pr en) 
(arbteo) l(a Be) 
将 三 2 007 代入 式 中 得 
(atb+reol (or Hor er) 
与 条 件 矛 盾 ， 
页 不 在 在 满足 条 件 的 (ea ,5，,c). 


1.45 ”在 一 个 由 正 整 数 构成 的 等 差 数 列 ml ,gz，… 中 ,对 每 个 


n, 洁 积 auena 都 能 被 2 005 整除 . 试 阿 :能 否 断 言 “数列 中 的 
每 一 项 都 能 被 2 005 整除 ”? 


解 可 以 断言 . 

设 数列 的 公 养 为 d. 

车 对 每 个 mn, 都 有 5 1 aa; 则 易 知 51 4d. 

若 存 在 某 个 mn, 使 得 5 ass 则 5 | ,5 1 are. 于 是 ， 
S51 (ou — on) = G2d. 

由 于 名 与 5 熏 质 ,所 以 ,51 a. 

总 之 ,在 一 切 情况 下 都 上 有 51 <. 因 此 

S51 (log - lod) = 的 

由 于 5 是 质数 ,所 以 ,5 | on. 

注意 到 401 也 是 质数 , 经 过 类 俱 推 理 可 知 , 对 每 个 n, 都 有 
401 | a,. 

由 于 5 与 401 互 质 , 所 以 ,对 每 个 nan 都 能 被 5x 401 = 2005 
整除 . 
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1.46 ”是 否 存 在 由 正 整 数 构 成 的 具有 无 银 项 的 上 升 的 等 盖 
数列 | anl ,使 得 对 每 个 见 ,乘积 Lat Cn+49 都 能 被 和 数 tn 十 


dn+l + "+ Qnr9 整除 ? 


解 ”不 存在 . 
假设 存在 这 样 的 等 差 数 列 |a,i ,那么 ,对 每 个 n, 习 积 A4，= 
(2a (2a 1)…(2a9) 都 能 被 8 = G644 + Bi 整除 . 
另 一 方面 , 若 以 4 表示 数列 的 公差 , 则 
4 = (Bs, 9d)(B, 7d)"(B, — d). 
(B, + 四 (+ 7d)(B, + 9d) 
这 就 意味 着 4,。= B.C, + 了 ,其 中 上 是 一 个 整数 且 
D=-d?(1.3.5.7.9) 
该 式 表 明 , 当 n 充分 大 时 , 4, 不 可 能 被 B, 整除 . 


1.47 * 和 y 是 不 相等 的 两 个 复数 .已 知 对 于 某 四 个 连续 的 正 
整数 n, 生 二 六 是 一 个 整数 . 求证 : 对 于 所 有 正 整 数 "， 


区 了 都 是 整数 
证 骨 邻 
b= {r+ r= 好 OD 
记 
i = 二 过 四 
那么 ,对 于 任意 正 整 数 ,有 
tnr2 + blnrs + Cin = Er + 
(w+! - 9ym+1) 十 3 (x _ y")] | 名 
从 公式 四, 有 
to=1ti=1,t2 =-& 人 @ 
如 果 能 证 明 b,c 是 两 个 整数 ,从 图 和 国 可 以 知道 ,对 于 尾 意 
正 整 数 ntn 是 整数 ， 


对 于 任意 正 整数 n ,有 
1 一 trtnt2 = Ct" 一 + 一 


Cx" _ y(t 本 y+2)] = 
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Ge — 2xy + 和 2)] = 
ce 利用 名 第 二 个 公式 ) 名 
由 题目 条 件 , 存在 正 整数 m ,使 得 15 ,501; 5mw2;tm+3 都 是 整 
数 .那么 , 己 ,| 一 ttms2 及 己 42 一 tmritmw3 都 是 整数 .再 利用 例 可 
以 知道 cm ,cm*+l 都 是 整数 . 
如 果 e = 0, 由 公式 ,x ,ry 之 河 必 有 一 个 为 零 .如 果 * = 0， 
则 y zz 0( 利 用 题目 条 件 ), 由 四 ,5 = 加 "1 .利用 题目 条 件 ,y”， 


和 ,Im 都 是 非 零 整数 ,y = 六 应 应 当 为 非 堆 有理数 . 记 y = 


将 六 ,这 蛙 a， 5 是 两 个 互 质 的 整数 , 且 a ,5 都 不 为 零 ,由 于 y* = 乞 气 ， 


六 为 一 个 整数 . 则 必 有 b= ly = atn = oo 都 是 整数 . 如果 
y = 0,x 关 0, 完 全 同样 证 明 i 都 是 整数 (n € N). 


如 果 cz 0, 则 。 = 所 -应 


么 , 必 有 互 质 
的 商 个 整数 a,48, 且 a,b 都 不 为 零 ,b > 0. 使 得 。 = 台 , 所 = on 
为 一 个 整数 , 则 & = 1,c = & 为 整数 ,而 
bmim+3 一 tmr!im+2 = CT -Or 0) 
El (my = 
oy 


~ xy x + y) = be™ 二 

由 于 ant3 一 如 xltia 是 一 个 整数 , 则 be" 是 一 个 整数 .现在 

已 知 c 是 一 个 非 零 整数 , 则 5 必 是 一 个 有 理 数 .从 公式 回 的 第 三 
式 , 有 ti = - .把 6 当做 一 个 变量 .在 二 中 令 n = 1, 有 


13 =- bt c= -ec DD 
设 对 正 整 数 ;, 有 
四 = Fb), esl = £1(b) [EY 


这 里 有 (5)( = s,s + 1) 是 上 4 的 j - 1 次 整 系数 多 项 式 , 首 项 系数 
为 (- 1) 站;, 即 
fb) = C1 + 
Fantb) = (DB + 二 
在 公式 图 中 , 令 mn = ;, 再 利用 名 , 鲍 , 有 
ba = Bh = tb) — f(b) = 
Co Bl 从 
这 里 二 ,加 右 端 省 略 的 是 上 的 次 数 较 低 的 项 .因而 ,对 任意 正 整 数 
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sb = (5) 是 5 的 s -1 钦 整 系数 多 项 式 , 首 项 系数 是 (- 1) 心得 体会 拓 广 疑问 
由 于 8 是 一 个 有 理 数 , 当 & = 0 时 ,本 是 结论 成 立 . 当 8 是 一 个 非 零 


有 更 数 时 ,存在 两 个 互 质 的 非 零 整数 p,9,9 > 0, 使 得 5 = 也 ,由 
于 4 是 整数 ,利用 上 述 结论 ,有 
tn fb) = (- De 可 
a 人 (2 二 … 十 am- 全 + dm 也 
这 里 el ,42,… ,aw_1 全 为 整数 , 上 式 两 端 乘 以 go 一, 可 以 看 到 
(- D"- 2 为 一 个 整数 ,由 于 pg 互 质 , 则 g = 1 .那么 ,8 为 一 
个 整数 .本 题 结 论 成 立 . 


1.48 设 e, 为 整数 ,nm 为 正 整 数 ,证 明 


bialo + bg +2)(a + tn- ls 
nt 


是 整数 ， 
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证 明 ” 设 p 是 不 大 于 n 的 素数. 
则 在 zi 中 的 需 指 数 为 


鸭 +[ 岗 + < 生生 =， 


(1) 如 果 p 18, 则 在 分 子 中 的 次 数 大 于 等 于 n - 1, 而 分 母 中 
p 的 次 数 小 于 等 于 n - 1, 于 是 ,分 母 中 的 素 因 数 p 可 约 去 . 
(2) 如 果 p 十 二 , 则 P 必 能 整除 
aat+ bao+tp- tb 
中 的 一 个 . 
因此 ,= 个 数 


ta ba + (no 1)b 
中 至 少 有 [ 芋 ] 个 效能 被 p 整除 ,同样 ,至 少 有 |[ 蔓 ] 个 数 能 被 有 z 整 
除 ,所 以 素数 p 在 乘积 a(a + 8)…[a + (rn ~ 1)5] 中 的 次 数 上 满 
足 
> [2]+ [B+ 
因此 ,分 母 中 n! 的 察 因数 p 可 以 全 部 约 去 . 
综 上 可 知 
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名 -et + bla + 2b) [a + (no- 1)b 
nl! 


是 整数 . 


1.49 ” 求 所 有 的 由 四 个 正 整 数 a,5,c,4d 组 成 的 数组 ,使 数组 
中 性 意 三 个 数 的 先 积 除 以 剩 下 的 一 个 数 的 余数 都 是 1. 


(中 国 国 家 和 集训 队 选 找 考 试 ,1994 年 ) 


解 ”首先 证 明 a,5,c,d 都 不 小 于 2, 且 两 两 互 素 ， 
由 题 意 有 bcd = ka +1, 显 然 a = 2, 否 则 ,车 a = 1, 则 bcd 除 
以 a 的 余数 是 0, 与 题 意 矛盾 ， 
同时 ,a 与 5,c,d 中 的 任意 一 个 都 互 素 . 
同 理 有 5 二 2,c > 2,d 2 2, 且 a,4,c,d 两 两 互 素 . 
不 妨 设 2 < a < 5 < c < d. 出 于 
alid-llad-lclaid -lalac -1 
从 而 al bd -1+apc+ oabd + acd 
bl acd 1+ obec + abd + bcd 
ec| abd-1+ ab+ oacd + bd 
dq abc -1+ abd + acd + bcd 
由 a,4,c,d 两 两 互 罕 , 则 有 
abed | ape + abd + acd + ixd -1 
即 存 在 正 整数 上 ,有 
oabc + abd + ued + bed = tatcd + 1 


4 


从 而 1< 生 < 生 2, 因 为 a>2 
于 是 上 = 1,a = 2 或 a = 3. 
当 @ = 3 时 ,8 = 4,c 526 则 
1 i1 工 工 1 1 上 1l 
+ 
此 式 与 式 趾 及: = 工 矛 盾 . 
所 以 必 有 a = 2. 这 时 式 中 化 为 


因而 六 < 字 , 即 b<6. 
由 于 ww =2,C0,8) = 1,5 <6, 则 5 = 3 或 8 =5, 


心得 体会 拓 广 疑问 
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当 @ = 2,8 = 5 时 ,由 (a,ce) = 1,(a,d) = lem7,d>9, 心得 体会 拓 广 颇 问 
这 时 有 
1 1 1 1 1 11,1 
请 + 9 
与 式 回 不 逢 , 即 &b 5. 
于 是 b= 3,c > 5.d > ?了 . 


式 吕 又 化 为 
1 L111.l 
6cd 23 
故 
1 1 1 
eta=6t6d ee ® 
从 而 二 > ,ce < 12 
由 a = 2 知 c 是 奇数 , 则 c < 11. 由 式 罗 可 求 出 
d = 6+ -2 @ 


d > 7,d 是 正 整 歼 , 则 一 6 是 正 整 数 ,考虑 到 c < 11, 则 
1 < c -6 5, 从 而 只 能 有 cc -6=1 或 -6=5. 

即 c = 7 或 ce = 11. 

当 ce = 7 和 时, 由 式 @@d = 41. . 

当 e = 11 时 ,由 式 轩 dd = 13， 

于 是 所 求 的 四 个 数 (a,5,c,d) = (2,3,7,11) 或 (2,3,11， 
13). 


1 加 求 所 有 正 整 数 对 (x,y) ,使 得 x < y,x*+ 1 是 y 的 售 


数 ,y+ 1 是 x 的 入 数 . 


解 x = 1,y = 1 显然 是 满足 题目 条 件 的 一 组 正 整 数 解 , 另 
外 ,如 果 x = y 是 满足 题目 条 件 的 一 组 正 整 数 解 , 则 存在 正 整 数 


Gy) 上, 使 得 
好 +1= 和 +1= bh 由 
那么 a = 58, 及 
ta— rx)x= 1 @ 
az 都 是 正 整 数 , 从 上 式 可 以 知道 a > x, 那 么 上 -+z1 从 加， 
立即 有 
= 1l,a=2 全 


因此 ,如 果 x = y 是 满足 题目 条 件 的 解 , 则 必 有 * = y = 1. 
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下 面 考虑 满足 题目 条 件 的 正 整 数组 解 (x,y) ,使 得 x < y. 那 
么 ,利用 x*,y 是 正 整 数 , 这 时 有 


*y-l 二 
令 
2 -+ i @ 
定义 一 个 对 应 T: 
T(x,y) = (x, x) © 


这 里 z 由 公式 仿 确 定 .由 题目 条 件 , 可 以 知道 是 一 个 正 整 数 .由 
于 名 和 全, 有 


:< He 2 
由 公式 回 ,可 以 知道 
全 1 _ 7 @ 
自然 地 ,会 提 一 个 问题 :区 十 上 是 否 为 一 个 正 整 数 呢 ? 由 于 
$a + 2) = zl + 全) 二 


利用 题目 条 件 ,我 们 知道 1 + 六 是 的 信 数 ,利用 国 ,< 入 志 1 . 
(1 + 六 ) 应 是 x 的 倍数 .利用 加 ,可 以 看 到 
Cs y) 4 
,4 +4 22 当然 是 x 的 倍数 , 则 二 + 1 一 定 是 x 的 倍数 .因此 ,对 应 了 
将 (xz,7) 变 为 (z,x),z < xz < .对 应 后 的 整数 对 变 小 了 ,但 是 
目 条 件 仍然 满足 (指导 二, 三 十 都 是 正 整数 ,和 > < *). 如果 


z = x, 则 从 前 面 的 叙述 可 以 知道 : = x = 1. 如 果 * < x, 则 再 作 
对 应 

T(z,x) = (2 ,72) 二 
这 里 ;，- 生计】, 完 全 类 似 前 面 证 明 可 以 明白 , 正 整 效 = ,x 仍然 
满足 题 昌 条 伞 . 这 样 一 直 对 应 下 去 , 记 

TlH(x, y) = T( TE- xr, y)) 

这 里 正 整数 上 > 2. 由 于 正 整 数 不 可 能 无 限 地 减少 , 必 存 在 一 个 正 
整数 上 ,使 得 


TIONUx yy) = (1,1) 
从 国 和 图 可 以 知道 ?有 一 个 可 道 对 应 7-:! 


2 
T-t(z,z) = Cx,y) = (xr, > 1) Gk 


全 


心得 体会 拓 广 疑问 


初等 数论 难题 集 | 第 一 状 } 
The Collection of Difficukt Problem of Elermentary Function Theory{ The First Yolume} 


36 


即 给 定 x ,z;x,y 唯一 确定 .从 也 和 昌 , 有 心得 体会 拓 广 疑问 
《xy) = IR,1) WE 
这 里 TC1,1) = -1TH ,1 ,KEN* 且 >2 
TH,1) = Ti{1,1) 
从 上 面 叙 述 可 以 得 到 ,对 于 满足 题目 条 件 的 任意 一 组 不 全 为 
1 的 正 整数 (x,7) ,一定 可 以 从 (1,1) 这 组 解 出 发 ,利用 由 作 定义 
的 对 应 7 ,重复 进行 若干 次 后 得 到 . 因此 ,满足 题目 条 件 的 所 有 
正 整 数组 解 必 为 :{1,1), TT "(1,1) = (1,2), 1(1,2) = (2,5),… 
那么 ,一 般 形 式 的 解 是 什么 样 的 正 整 数 呢 ? 
为 此 ,我 们 向 读者 介绍 韭 波 那 契 数 的 定义 及 一 些 简单 性 质 . 
Fi=1l,F= LF = Ft FnEN 电 
数列 | ,| n E N| 称 为 斐 波 那 契 数 列 . 先 求 斐 波 那 契 数列 的 通 项 ， 
设 ,8 是 方程 x* - x -1 = 0 的 两 个 实 根 , 即 


a = 二 (1 +15),8 = 二 (1 -75) 人 
我 们 证 明 , 当 正 整 数 n > 2 时 
a = VE + Pat = BER, + Fl 9| 


对 “用 数 常 归纳 污 . 当 员 = 2 时 ,由 于 后 = 1 本 = 1 ,以 及 
喧 =a+l 记 = 有 +1 可 以 知道 , 当 m = 2 时 ,他 成 立 . 设 当 n = 
丰 正 整数 上 > 2) 时 ,有 
a = a + Fes = BF + PL B 
则 当 = + 1 时 ,有 
akt+l = oat= a(ah + 各 -1 利用 公式 曲 ) = 


a ta = (e+ 1)F; + gfi_! = 
a(thet FP) + he = e+ a 
完全 类 似 , 有 
ea = Bhirt + Fs 和 


因此 ,公式 多 成立 .公式 @ 两 式 相 减 ,有 
(| 
公式 团 称 为 斐 波 那 契 数列 的 Binet 公式 . 当 n = 1 时 ,上 式 右 端 为 
1. 因 此 公式 四 对 任意 正 整 数 =” 成立， 
下 面 证 明 , 当 下 整数 n > 3 时 
a = FaFnr2 t+ (— I" 多 
利用 公式 团 , 当 正 整数 上 > 3 时 ,有 


a (9) 
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了 [人 :5) (5=3) 站] . 心得 体会 拓 广 笑 问 


[100 ]- 


3{2 { 一 178+1 十 《一 1)"™-2 


[3 -1059 


(二 +( 与 下 -下 直 :6-( 区 (和 (各 ]- 


将 小 代入 加 ,有 名 . 
在 公式 罗 中 , 令 站 = 2k+1(kEEN), 有 
Fa = St @ 
公式 轩 是 本 题 需要 的 . 
现在 证 明 ,对 于 任意 正 整数 上 有 
TI (1,1) = (Forts Ponr1) [Wa 


对 天 用 数学 归纳 法 .当天 = 1 时 ,利用 公式 信 , 有 Fl = 1， 
Pa = 2, 及 T-1(1,1) = 《1,2), 可 以 知道 食 当 必 = 1 时 成 立 , 设 
& = 工时, 候 成立. 当 上 = 上 +1T 时 ,利用 归纳 假设 ,四 和 的 ,有 

TD) = TAT DD) = TI Pii)》 = 


Cpu Si) 三 (CF Farrs) 全 
因此 , 贸 对 任意 正 整 数 上 成立, 这 样 一 来 ,满足 本 题 的 所 有 解 都 得 


到 了 . 


1.51 确定 最 小 的 整数 = 4, 可 以 从 性 意 n 个 不 同 的 整数 中 , 选 


出 4 个 不 同 的 整数 ac ad 使 得 如 十 bo-e- 刀 能 被 力 整除 . 
(第 3 了 9 届 国 际 数 学 奥 林 匹 充 预 选 直 ,1998 年 ) 
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解 ” 由 于 地 = 6 = 21, 所 以 队 7 个 不 同 整 数 中 一 定 可 以 | 人 会 和 
选 出 一 对 整数 ,这 对 整数 对 mod 20 同 余 , 设 这 对 整数 为 sa,c, 则 
4 = clmod 加 ) 0 
当 从 7 个 不 同 整 数 中 选 出 e,e 后 还 剩 下 5 个 不 同 整 数 ,再 
加 2 个 与 上 述 7 个 整数 不 同 的 2 个 整数 ,又 构成 7 个 不 同 整 数 的 集 
合 , 按 上 面 分 析 , 义 可 从 中 选 出 一 对 整数 ( 设 为 6,d) 使 得 
b = d{mod 20) @ 
由 中 ,加 得 a+ba=se+rad (md20) 了 
即 a+b-c-d=0 (mod 20) 
故 20|1a+b-c-d 
所 以 ,任意 9 个 不 同 的 整数 中 可 以 选取 4 个 不 同 的 数 a,b,c， 
d, 合 2214a+b-ce-d. 
另 一 方面 ,可 以 找到 8 个 数 , 例 如 
0,1,2,4,7,12,20, 和 0 
这 8 个 数 中 任意 4 个 数 a,8,c,d 都 不 能 使 
Dla+b-ce-d 


1.52 试 求 出 一 切 可 使 .2" +1 被 3 整除 的 自然 数 n， 


(第 牺 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


解 若 3ln'22+1, 峙 
#2 2 (mod 3) 
当 n = 6+1( = 0,1,2,…) 时 
n° 2 = 【6 二 11，26+1 = {12k + 2) .4 = 
(12k + 2)(3 + 1 = 2(mod 3) 
当 n = 6 + 2 = 0,1,2,…) 时 
n*2" = (6k + 2) » ht2 一 
(MAE + B+ 1 ss2 (mod3) 
当 n = 6k + Ek = 0,1,2,…) 时 
mv2n = (6k +43) .Bt 0 (mod3) 
当 n = 6k + HE = 0,1,2…) 时 
no 6k + 4) :DE (96F + 64) + WF = 
(96F + A) 3 + 1 1 {mod3) 
当 # = Gk + SCE = 0,1,2,…) 时 
n-2" = (6k +5). 25 一 
(6 32k + 160) (3 +1) 1 (mod 3) 
当 m = 6( = 1.2,…) 时 
nr2 = 6k: 2 m0 (mod3) 
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由 以 上 , 当 且 仅 当 nm = 6k + 1,6k +2 时 ,na 2" 能 被 3 整除 . 心得 体会 后 广 疑问 


1.53 ”已 知 整数 a1,a2,…, aw: 证 明 ; 存 在 一 个 非 堆 数列 


上 和， ,x0l 


使 得 所 有 x € 1- 1,0,1| ,并 且 和 之 7 xiai 被 1 001 整除 . 
(第 29 届 因 际 数学 奥林匹克 候选 荐 ,1988 年 ) 


证 明 ”考虑 形 如 
Y= Dy ti 所 10,1| 


的 数 . 
这 样 的 数 共 有 2% = 1 024 个 , 因此 必 有 两 数 ( 设 为 y! = 


2 i 2 = 2 ‘a.) 除 以 1 001 之 后 得 到 相同 的 余数 , 则 这 两 个 
数 的 关 be /能 被 1 001 整除 . 


y1 一 Ya = De, 一 fi)a: 


邻 =| 一 让 |, 则 由 已 ， "E10,1| 可知 
xi E | -1,0,1| 


0 
且 10011 > ,xiai 其 中 xly%2s…yxi0 不 多 为 0. 
i=1 


1.54 ”证 戎 :从 任意 200 个 整数 中 ,可 以 选 出 100 个 ,使 这 100 


个 数 的 和 能 被 100 整除 . 
(第 4 届 全 苏 教学 奥林匹克 ,1970 年 } 


证 明 ”用 P, 表示 下 面 这 个 一 般 的 命题 :从 任意 2mm -1 个 整 
数 中 ,可 以 选 出 mw 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 m 整除 

(1) 首先 证 明 P; 成 立 . 

即 从 任意 3 个 整数 中 ,可 以 选 出 2 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 2 整 
除 . 

事实 上 ,任意 3 个 整数 中 一 定 有 2 个 数 的 奇偶 性 衫 同 , 选 乳 这 
两 个 数 , 它 科 的 和 有 妈 能 被 2 整除 ， 

(2) 其 次 证 明 Ps 成 立 . 

即 从 任意 9 个 整数 中 ,可 以 选 出 5 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 5 整 
除 . 

把 9 个 束 数 分 别 除 以 5 得 到 9 个 余数 ri ,满足 r; E 10,1,2,3， 
41 1 = 1,2，…)9. 
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可 


在 +; 中 车 有 5 个 相同 , 则 选取 这 5 个 r; 对 应 的 整数 ,它们 的 和 心得 体会 拓 广 疑问 
一 定 能 被 5 整除; 

在 产 中 车 没有 三 个 相同 , 则 0,1,2,3,4 均 出 现在 m 中 , 取 五 个 
余数 不 同 的 整数 , 则 它们 的 和 一 定 能 被 5 整除 . 

若 某 个 余数 > 在 nm 中 或 者 出 现 3 次 ,或 者 出 现 4 次 ,我 们 可 以 
认为 这 个 r = 0, 否 则 车 r zx 0, 可 以 把 5 -+ 补 到 9 个 余数 中 ,此 时 
仍 可 保持 5 个 数 的 和 能 被 5 整除 ， 

可 以 证 明 在 任意 9 个 整数 中 ,一 定 可 以 选择 若干 个 数 , 使 它 
位 的 和 能 被 g 整除 , 

这 是 因为 ,对 于 al,az,…，,a 这 4 个 整数 ,构造 和 

Hr 2 + + 39 人 | 十 站 2 村 十 Gg 
这 g 个 和 数 , 若 有 一 个 能 被 y 整除 , 则 命题 得 证 ,车 没有 一 个 能 被 
9 整除 , 则 有 9 - 1 个 余数 ,显然 有 两 个 和 被 g 除 的 余数 相同 ,于 是 
这 两 个 和 的 差 能 被 4 整除 . 

因此 ,从 5 个 非 零 余数 rn 中 可 以 挑选 若干 个 (2 至 5 个 ) ,它们 
的 和 能 被 5 整除 ,再 把 余数 增 社 到 5 个 (如 添加 = 0 的 数 ). 

由 以 上 , Ps 得 证 . 

下 面 再 证 明 

{3) 如 果 命 题 疡 和 P。 成立 ,那么 命题 Pi 也 成 立 ， 

设 给 定 2km - 1 个 整数 ,按照 P ,可 以 从 中 选择 一 组 mm 个 数 ， 
使 它们 的 和 能 被 m 整除 ,从 剩 下 的 2km - m -1 个 数 中 ,照样 再 选 
出 同样 一 组 m 个 数 , 接 着 再 从 剩 下 的 2km - 2m -1 个 数 中 选 出 m 
个 数 , 以 此 类 推 , 共 选 2£ - 1 次 ,此 时 还 剩 下 2km - (2k - 1)m - 
1 = 站-1 个 数 . 

再 考察 所 选 出 的 2# - 1 组 的 算术 平均 值 , 它 是 一 个 整数 ,按照 
严 , 从 中 可 以 选择 天 个 数 ,它们 的 和 能 被 上 整除 .于 是 这 相应 天 组 
中 共 km 个 数 显然 能 被 im 整除 ,因此 ,命题 Pi, 得 证 . 

因为 100 = 2'2.5…5, 由 (1),(2) 和 (3) ,就 可 以 得 到 Pim, 从 
而 证 明了 从 199 个 整数 中 可 以 选 出 100 个 数 ,它们 的 和 能 被 100 整 
除 ,从 而 本 题 得 证 . 


1.55 在 小 于 10 000 的 正 整 数 中 ,有 和 多少 个 整数 x, 可 使 2* - 
xz 能 被 7 整除 ? 


(第 6 届 英 斯 科教 学 右 补 匹克 ,1940 年 ) 


解 ”首先 我 们 证 明 
2 (+t e227 (mod7) 位 
其 中 站 ,2,3,…,21|. 
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事实 上 ,由 心得 体会 拓 广 疑问 
2 B=1 (mod7) 
则 Xitr s2 (mod7) 
及 (21+r)2 = 2 + dr+tr= rr (mod7) 
从 而 式 中 成立. 


由 式 由 可 知 ,2 - 奔 被 7 了 除 的 余数 以 21 为 周期 旦 周期 性 变 
化 ， 
令 xz = 1,2,…,21 可 求 出 2* - 好 中 有 6 个 数 能 被 了 整除 . 
即 % = 2,4,5,6,10,15 时 ,2* - x 被 7 整除 .由 于 
10 000 = 476 .21 + 4 
于 是 从 1 到 10 000 中 有 
476 .6+1 = 2857 
个 x, 使 2 -x 能 被 7 整除 . 


1. 码 ”证 有 明 ; 在 形 如 2" + nz(n E 双 ) 的 数 当 中 ,有 无 窃 儿 个 可 


以 被 100 整除 . 
{第 地 局 全 局 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


证 明 设 
A, = 2 + 了 2 

若 1001 本 =24+m 刚 414. 且 2514. 

因为 2" 是 偶数 ,所 以 当 且 公 当 n 是 偶数 时 ,4 | 4. 

为 此 设 mn = 2mfm 和 N) ,于 是 

A = 4 = 2 24 + 
这 样 ,问题 就 转化 为 证 明 形 如 
Bs = 4" 11+ mmEN 

的 数 中 ,有 无 穷 多 个 可 被 25 整除 . 

设 m = 25k + 4, 其 中 上 和 i 为 非 负 回 数 , 且 上 E 10,1,2,*…， 
24|. 

Bs = Bosprt = 【454 4 4 BD) + 25(258? + 281) 
当 1 = 3,k = 2plp € N) 时 
A dl = 16C40)3P 
的 末 两 位 数 是 16, 这 样 
EA t= 16(4")P +9 
的 末 两 位 数 是 25, 于 十 
25 | 8, 
从 而 nm = 2m = 50k +21 = 100p+6pE IN 时 
100 1 4， 


好 了 
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这 样 的 4, 有 无 益 儿 个 . 


1.57 给 定 mn + 1 个 正 整 数 3ly22 aiiy 且 
站 区 得 交代 


个 数 整除 ,或 者 存在 nm + 1 个 数 ,使 得 依 小 到 火 顺 序 排 成 序列 ， 
除 最 前 面 的 -- 个 数 之 外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整 除 . 
{第 27 届 美 国 普 特 南 数 学 六 赛 ,1966 年 ) 


证 明 ”对 任何 一 个 数 ai, 我 们 都 可 以 构造 一 个 整除 链 


ti 二 i 人 


使 得 除 ma 外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整 除 , ai s 1, 称 a; 为 这 个 
整除 链 的 长 度 . 

所 有 这 种 从 a; 开始 的 整除 链 中 ,使 a 最 大 的 ,我 们 称 之 为 从 
ai 开始 的 最 大 整除 链 ,其 长 度 记 为 4(). 

如 果 存 在 某 个 i 使 A(i) = n+1l, 那 么 从 全 开始 的 最 大 整除 
链 长 大 于 等 于 n + 1, 取 其 前 面 的 n+ 1 个 数 , 则 这 n+ 1 个 数 中 ， 
除 前 面 的 一 个 数 之 外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整除 . 

如 果 对 每 一 个 站 di < nn, 即 401),A(2),…,ACmn+1) 都 


只 能 取 1,2,…,n 中 的 值 ,内 此 至 少 有 | 2 二] + 1 个 相同 , 设 
ACB) = A(in) = A(i) = = (im = hlaeken 
则 oi,ai，… ai, 这 m+ 1 个 数 中 没有 一 个 能 被 另 一 个 整 
除 . 

这 是 因为 , 若 oj 能 被 a, 整除 ,那么 从 ai, 开始 的 最 大 整除 链 
长 ,在 它 的 前 面 加 上 一 个 数 a , 则 得 到 从 ai, 开始 的 一 条 整除 
链 , 长 度 为 上 + 1, 那 么 us 开始 的 最 大 整除 链 长 大 于 等 于 上 + 1, 与 
4( 有 ) = 上 矛盾 ,这 时 ,ai ,a ，…, a; 是 符合 要 求 的 m+ 1 个 数 ， 


1.58 ”决定 所 有 正 整 数 对 ( m,n), 使 得 


2n 


l+x + r+ + 


能 被 1+x+x: + + x" 整除. 


(第 6 局 美国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 奉 整除 与 带 余 陈 读 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


1 心得 体会 拓 广 疑问 
~” x-l 

多 项 式 1+ 加 +o+…+ 能 被 1+x+ 巡 + 二 说 整 

除 就 等 价 于 
rmtiin _1 -ll 
wm+l 1 ” 各 一 1 OD 

是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 

对 于 所 有 的 正 整 数 m 和 n ,都 有 


wmt1_11xtmrDa 

x 1 xmttn | 
因此 ,为 使 是 整 系数 多 项 式 , 只 要 x" -1 和 wx" -1 没有 
x 一 1 以 外 的 公 因 式 就 可 以 .事实 上 ,如 果 x"™ -1 和 x* -1 有 * 一 
1 以 外 的 公办 式 , 则 sf1 -1=0 和 x" -1= 人 0 有 除 1 以 外 的 公共 


(m+ 2 
根 ,但 "0  - 1 = 0 无 生根 ,故人 一 一世 全 一 由 不 是 束 系 


re 1)fxmt+i 
数 多 项 式 . 
故 满 足 题目 要 求 的 充分 必要 条 忻 是 m + 1 与 上 互 束 ， 


1.S9 试 证 :对 于 任何 正 整 数 el > 1, 都 存在 严格 递增 的 正 整 
数 序列 ai, aa, a3,… ,使 得 对 任何 1, 和 数 af + 时 + + 


at 都 能 被 和 数 好] 十 G2+ "+ or 整除 . 
《第 21 届 全 俄 教学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


证 明 ”对 于 给 定 的 正 整 数 ai > 1, 由 于 
aT+ a2 = (ar- gar+ ga) + 2at 
所 以 ,只 要 取 a2 ,使 G2 一 2a? 一 al 就 有 Qi 十 站 2 三 2o ,从 而 


ai+ealfeaz- olor + 01) + 2at 


即 al +altt+t 
瑟 满 足 aa = 2af- a > 时 > ai 
假设 已 取 定 ci,az,…，,on 满足 题目 要 求 , 记 
= 上 


出 对 ;= 1,2,…,n, 有 B, | 4;, 由 于 
A = A ta = A ta Bla + B)+ B= 
(aarl - Br) Br + Ar + Ba 
于 是 , 只 要 取 ow 使 B+ osl = 局 = A+ 好 , 即 取 
an1 =4 和 + 她 一 BB, 就 有 By | 44. 
且 由 于 1 < el < ez < … < ea+ 则 


ai =A+B-B>A>a> a, 


略 
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于 是 对 n + 1 命题 也 成 立 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
从 而 对 所 有 正 整 数 , Bi | 44 成立， 


1.60 ”能 否 找 到 100 个 互 不 相同 的 自然 数 ,使 得 其 中 任意 5 个 


数 的 飞 积 都 可 被 这 5 个 数 的 和 整除 ? 
(列宁 格 勒 歼 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


解 ”可 以 找到 
首先 ,我 们 任 取 5 个 自然 数 asb,csd,e. 
然后 ,再 找 一 个 整数 x, 使 


(at+b+ece+a+e)lx 


构造 5 个 新 教 
0 hr, CK, dx Ex 
于 是 有 
(ur + bier+ d+ ex)| or bx: er: dr ex 
这 是 因为 


qx Brox"* dx* ex = 


3 站 
abcde + x (ax+ hry+or+ dr + ex) ni iced 


Zr Dre Tdi 是 整数 
因而 ,为 了 得 到 所 要 求 的 100 个 自然 数 ,可 以 先 任 取 100 个 互 
不 相同 的 自然 数 , 求 出 其 中 每 5 个 数 的 和 , 共 得 到 Cho 个 和 数 , 胃 
找 出 一 个 能 被 这 Ci 个 和 数 中 的 每 一 个 都 能 整除 的 自然 数 x( 例 
如 ,将 4 取 作 这 Ci 个 和 数 之 积 ) ,然后 用 * 去 乘 原来 的 100 个 数 中 


的 每 一 个 ,于 是 得 到 的 100 个 新 数 即 为 所 求 . 


1.61 ”证明 : 存 在 正 整数 m, 满 足 2' 吕 11989" - 1, 并 求 出 具 


有 上 述 性 质 的 最 小 正 整 数 严 . 
(向 牙 利 数学 奥 宁 匹克 ,1990 年 ) 


证 明 车 到 = 288, 其 中 站 为 奇数 , 且 上 > 1, 则 
1989m 1 = (1989 — 1) (1 989 -5 + 19892 (nD 4 + 1) 
上 式 的 第 二 个 因 式 是 奇数 ,所 以 


2% | 1 989" _ lo2% 119892 -1 
由 于 1 989? - 1 可 分 解 为 


(1 9892 + 1)(1 989 + 1)-.*(1 989 + 1)(1 989 ~ 1) 
其 中 每 一 个 因 式 都 是 偶数 ,但 只 有 最 后 一 项 是 4 的 倍数 , 且 不 是 8 


第 1 章 整除 与 带 杂 际 靶 
Chapter 1 Divide Eractly and Division with Remainder 


的 司 数 ,所 以 心得 体会 拓 广 疑问 
2tt2 1 1989 -1 


其 中 ,记号 严 |‖ 表示 p' mm 县 产 和 下 对， 
因而 所 求 m 的 最 小 值 为 


21 0-2 = 2 8 


1.62 设 3 = 11,2,…,501, 求 最 小 自然 数 上 ,使 5 的 任 一 元 


子 集中 都 存在 两 个 不 同 的 数 a 和 5 ,满足 (a + 8) | ob. 
{ 第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 


解 ” 设 有 a,5 所 5 满足 条 件 (a + 5b) | ob. 
记 c = (ga,8), 于 是 4 = cal,b = cb1, 其 中 a,b1 EN, 且 
(ob1) = 1, 因 而 有 
clart+ b= (e+bylm = cod 
《et + bi) | eat 
由 (6a1;b》= 工 可 知 (al + B1501) = 1,Coy + 加 ;1) = 1, 故 
有 


{a + b1) | e 

由 aE SbBESMaerbe ,Belarth)e. 

从 而 有 3 三 a+ B99. 

由 此 可 知 ,$ 中 满足 条 件 (a + 二 1 ab 的 不 同 数 对 共有 23 对 ; 

当 @a + = 3 时 ,C0.b) = (6,3),(12,6), (18,9),(24,12), 
(30,15), (36,18), {42,21),(48,24); 

当 @ + Bb = 4 时 , (a,8) = (12,4), (24,8), (36,12), (48, 
16); 

当 a + bi = 5 (a,b) = (20,5),(40,10), (15,10), (30, 
20), (45,30); 

当 ai + b= 6 时 ,(a,6) = (30,6); 

当 @ + b= 7 时 ,(a,8) = (42,7),{(35,14).(28,21); 

当 @j + 机 = 8 时 ,(a,8) = (0,24); 

当 GT 十 Bl = 9 时 ,a,b) = (45,36)., 

令 肝 = 16,12,15,18,20,21,24,35, 检 ,机 ,45,48|, 则 | 呆 |= 
弃 且 上 述 好 3 个 数 对 中 的 每 一 对 都 至 少 包 含 好 中 的 1 个 元 素 . 

因此 , 若 令 了 = 5S- 邓 , 则 171= 8 且 T 中 任何 两 数 都 不 满 
足 题 中 要 求 .可 见 , 所 求 的 最 小 自然 数 上 = 39， 

注意 , 下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 : (6,3)， 
(12,4), (20,5), (42,7), (24,8), (18,9), (40,10), (35,14), (30, 
15), (48,16) ,(28,21), (45,36). 
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对 于 $ 中 的 任 一 执 元 子 集 届 , 它 只 比 3 少 11 个 元 素 ,而 这 11 个 元 心得 体会 拓 广 括 问 
素 至 少 属于 上 述 这 个 数 对 中 的 11 对 ,从 而 必 有 有 上述 12 对 中 的 1 对 
属于 RR. 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 上 = 39. 


1.63 ”任意 给 定 上 = 2"(r 是 非 负 整数 ). 求 满足 以 下 条 忻 的 
所 有 自然 数 上 :对 每 个 这 样 的 ,存在 奇 自然 数 m > 1 和 自然 
数 n, 使 得 


[ 
m=-l 
klm-lmlnE +1 


{中国 本 家 和 集训 队 选 拔 考 试 ,1998 年 ) 


解 ”对 于 上 = 2', 约 定 特 满足 题目 条 件 的 所 有 的 上 的 集合 记 
为 kh) 
我 们 下 面 证 明 
khY = {2 | st EN,2+t| 
先 证 明 下 面 的 事实 


m = lmod 4) 一 2 | 全 
这 个 事实 是 显然 的 ,这 是 因为 


2 本 re 
亚 - = Cm Dm m+ Dm+1) 


由 于 m = 1(mod 4) , 则 


m2 +1= 2(mod4) 
其 中 ,wu = 站 ,1 -1. 
因此 


2 _1 
一 1 


2 2 -1 

了 了 了 ”一 r+l mm 
im thi 
r m? 1 
即 2 


(1) 先 证 明 : 若 #3 2,2 人 0 则 = 2 生生 大 (下 ) 
事实 上 ,存在 mm = 24 +1,n = m -1 使 得 和 | 下 一 1 


出 一 工 
由 于 只 =1 - 喧 -1- 吧 -1- mm2 _1 是 奇 自然 数 
E22 2m 1) ’ 
所 以 E12 一 1. 又 


na = ( 吉 一 Da = l{mod m) 
所 以 m | n+ 
(2) 再 证 明 ; 对 于 2 = 2 ECR). 


第 1 章 整 际 与 带 余 际 法 
Chapter 1 Divide Fxactly and Division with Remainder 


事实 上 ,存在 中 = 4 + 1,n = 21 ,使 得 心得 体会 拓 广 疑问 
ml ml 
££ 2m-1) 2 


丰 2 
坪 = m 一 ] 
nk = (ni)aemn-y "t=-1 (md m) 


所 以 klm lmln +l 
(3) 用 反 证 法 证 明 ; 对 于 0 & 9 志 2r,241,2% 全 (hh). 
车 对 = 2%, 有 m,n 满足 题目 中 的 要 求 ,显然 m 与 5 互 素 . 
在 m 的 所 有 宗 因 数 中 , 取 以 下 表示 中 指数 a 最 小 的 一 个 素数 
Pi:pP = 2+1,2+58., 
易 见 2 1mm -1. 


一 方面 ,由 p 1n 证 +1, 有 


(ni LOmod p) 个 
另 一 方面 ,因为 31 闫 -1,28* 1m4 1, 所 以 有 


一 太一 "ub 1 
(对 (3) = Tl (ndp) © 
人 中 与 信 巴 盾 , 由 起 , 加 ,@. 对 于 和 = 2', 有 
ER = 2 | s,t E N27) 


1.64 ”和 假设 cb,c,d 是 整数 , 且 数 gae, bc + ad, ba 都 能 被 某 
整数 整除 .证 明 : 数 he 和 ad 也 都 能 被 4 整除 . 


【而 牙 利 教学 奥林匹克 ,1910 年 ) 


证 法 1 由 ae,ic + ad,6d 都 能 被 4 整除 , 且 设 w 有 因子 p'{p 


为 素数 ), 则 有 
ac = pA OD 
pe + ad = pa 加 
bd = pC 全 
其 中 4,8,C 是 整数 ， 
中 x 罗 得 


{be){ad) = pAC 
因此 ,te 和 ad 的 分 解 式 中 必 有 一 个 p 的 指数 不 小 于 r ,不妨 设 
be = p'D(t > r,D 是 整数 ) ,于 是 
严 | 如 
再 由 加 可 得 plad 
于 是 bc 和 aa 都 能 被 pr 整除 ,从 而 Be 和 cd 都 能 被 = 整除 . 
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证 法 2 ”考虑 到 等 式 
(be - ad)? = (be + ad 产 -40cbg 
在 等 式 两 边 同时 除 以 忆 得 
(如 = 吧 ) _ (St ed) a... 
uu 下 


由 于 ac ;ba ,be + ad 都 能 被 4 整除 , 则 
9 be+ad 人 此 bd 


u PT? [ 
都 是 整数 , 即 
2 
(=e) = 8 4pg 


于 是 公 二 也 为 整数 , 令 


1 be ~ ad 

Hu 
于 是 上 = 人 4p9 
st = dpg 


(s+ tt)(s—-t) = 4pg 
由 于 任意 两 个 整数 的 和 与 它们 的 车 具 有 相同 的 奇偶 性 ,以 及 
由 4pg 是 偶数 可 知 * + 1 与; - t 必 为 偶数 .于 是 
be s+itiad so-t 
ut 2 ux  ” 2 
必 为 整数 , 即 be 和 aa 都 能 被 zx 整除 ， 


1.65 ”假设 a ,4,c,d 和 和 m 是 这 样 的 整数 ,使 
ami+ bm+cem+d 


能 被 5 整除 , 且 数 4 不 能 被 5 整除 ， 


征明: 总 可 以 找到 这 样 的 整数 = ,使 得 


Gen2+ hh+a 


也 能 被 5 整除. 


(向 牙 利 数学 奥林匹克 ,1900 年 


证 明 ”首先 证 明 m 不 可 能 被 5 整除 . 
事实 上 ,如 果 m 能 被 5 整除 ,那么 由 
Slam+ bm + cm+d 
可 得 5 1 4 ,与 题 设 5 直上 矛盾 ， 
于 是 m 只 能 写成 m = 区 + rr = 1,2,3,4 的 形式 ， 
注意 到 


必得 体会 扼 广 疑问 


第 1 弟 整除 与 带 余 除 法 
Chapter 1 Divide Fracty and Division with Remainder 


4*4==1 (mad 5) 心得 体会 拓 广 疑问 
于 是 当 严 取 5 + 1,5k + 2,5k + 3;55 + 时 ,相应 的 n 取 
St + 1,5t + 3,5t +2.5 +4, 则 必 有 
m= (mod5) 
Sxm-l 
设 
及 = amnt bn +ecm+d 
B= d+eon+bh+i+a 
从 4,8 中 消去 d, 得 
An3 -B= (mn -latm n+ m+l) + bn(mn + 1) + cn] 
于 是 S51An-8 
再 由 514, 可 得 


5I1B= dni+cn +bn+i+a 


1.66 求 最 大 的 自然 数 , 使 得 整除 3 + 1, 其 中 为 任意 


自然 数 ， 
( “友谊 坏 ” 国 际 数 学 竞赛 ,1992 年 ) 


解 m= 1 时 ,3 +1=9. 

由 3*19, 可 知 上 2. 

下 面 证 明 对 任意 正 整数 m 有 

3212 +1 

事实 上 

Dl 1 0 (mod9) 
所 以 912 +1 
从 而 上 的 最 大 值 为 2. 


1.67 求 最 大 自然 数 x, 使 得 对 每 一 个 自然 数 y,x 能 整除 


T+12y-1 
(" 友 这 标 ” 国际 教学 竞赛 ,1992 年 ) 


解 ” 当 y = 1 时 ,7 + 12y -1 = 18, 因 此 


x%|18 
有 从 而 x 18 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 
1]817+127 一 
当 y = 工时, 显然， 


若 y = 下 时 ,18 | 7*+ + 12k 一 1. 
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车 yy = 上 + 时 
Tt+1 + 12(5+1) -1=7.75+7. 125 -了 7 了 -6.125+18 = 
707*: + 12k - 1) — 72k + 18 


由 归纳 假设 
1817 +125 -1 
及 18 1- 72k + 18 
于 是 18 (474+1 + 12(K+1)-1 


即 Y= E+ 1 时 命题 成 立 . 
从 而 对 所 有 的 自然 数 7,18 177 + 12y - 1， 
于 是 最 大 的 自然 数 x = 18. 


1.68 x%,Y,z 是 两 商 不 相等 的 整数 , 证 明 : kx - y)s + 


(7 - 2) +(z - x) 能 被 5(y - z)(z - x){x -7) 整除 . 
(第 2 届 全 俄 数 学 自 宁 四 克 ,1962 年 ) 


证 明 设 x-y=w,y-z=v, 则 
z—-xw=-(u+v) 
(uo) = Su + Ow3v + 0 + Su + 坟 
从 而 
Wo Su + uy + Du + WH) = 
_ Suv[{u3 + 好) + Zuvln + 9)] = 
Suu + (ut + uw + oe} 
于 是 有 
(x yy +) = xy) - 2(s x)- 
[x -y+r(tx -yy -2)+(y -2)]= 
S(x— yy -2)(z — x)(x + +e-xy- yx) 
因而 (x - y)5+(y -25+(z-x% 太 能 被 5 -yi7 -2 
(z - x) 整除 ， 


1,69 (1) 设 a,m,n 是 自然 数 ,a > 1. 证 明 :如 果 or + 1 能 被 
oa + 1 整除 ,那么 严 能 被 n 整除 . 


{2 设 a,5,mnm 是 自然 数 , 同 时 ea 和 上 互 素 ,有 > 1. 
证 明 ; 如 果 ar + 加 能 被 o + 六 整除 ,那么 m 能 被 n 整除 . 
(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


证 明 ”注意 到 (1) 是 (2) 的 特例 , 即 (2) 中 & = 1 的 情形 ,所 以 
我 们 只 证 明 (2). 
首先 证 明 如 下 两 个 命题 ; 


命题 1: 若 加 + 加 w+ 其 (aa5) = 1, 则 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Gap 1 Divide Fractly snd Divison with Rermaindee 二 
ar + bo" bt 心得 休会 拓 广 疑 涪 
命题 2: 基 a+ br1 a -看 ,(a,5) = 1, 则 
on + br lat"+ bl-? 
这 两 个 命题 容易 由 (a ,8) = 1 以 及 下 面 的 两 个 恒等式 得 到 . 
a 此 = at-"( or + 配 )] 一 fak-a _ Be-*) 
a _ bt: = a "(a + by) - Er{a" + bn") 
设 m=m+r0sr< z. 则 由 命题 1 及 命题 2 可 知 
ar+ br | a + (—1)%" D 
这 是 因为 7 可 以 从 m 减 去 ng 得 到 .由 于 . | 
Oxla +(- 1 1<o+th 
因此 要 满足 式 中 ,必须 r = 0 及 4 是 奇数 . 
这 就 得 到 mm = ng; 即 nn1m. 


1.70 设 m 和 n 是 自然 数 .证 明 ; 如 果 对 于 某 些 非 负 整 数 色 ， 
让 补 27 1 整除 ,那么 na 


下 


(第 16 局 全 苏 数 学 奥林匹克 ，1982 年 ) 


证 阴 我 们 从 能 被 2* - 1 整除 时 , 形 如 25 + 各 + …+25 的 
数 中 选取 有 最 小 的 n 的 那些 数 . 再 从 所 得 的 数 中 选取 和 + 
记 圭一 十 后 最 小 的 一 个 数 , 上 1 上 2 两 两 不 等 . 
如 果 nm 学 m 不 成 立 , 即 mn < m; 则 
kiem-l 
Ih 2 2<2 -1 
此 时 25 + 25 + + 2 不 能 被 2” 一 1 整除 ,出 现 矛 盾 . 
因此 nm > 严 - 


1.71 设 站 是 一 个 奇 自然 数 , 且 普 不 能 被 3 整除 .证 明 :4"” - 


(+ 号) 的 整数 部 分 可 被 112 整除 . 
(第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


证 明 ”由 二 项 式 定理 可 知 (2 42)" 4 (2 -v2)" 是 整数 ,从 
而 
dr (24) = M+ 242)" 
其 中 ,mm 是 整数 ， 
又 因为 


| 
记 了 -= [4" - (2+)"], 即 1 是 47 - (2+Y2)" 的 整数 部 分 ， 
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则 
T= 4" -12+Y2)" + (2 -72)"} 
因此 112 = 16. 7, 我们 先 证 明 16 1 1. 
当 m = 工时 
= 和-[2+y2)m + (2 -2)"] = 
4 2+) - (2-942) = 0=0 (mod 16) 
当 m 2 时 ,由 m 是 青 数 , 且 m 不 能 被 3 整除 , 则 m > 5. 于 


4" 0 (mod 16) 
(2 + YD + (2 2)"™ = 2 27 +2. C2"2/2 + 
2， C2 42 + 0 (mod 16) 
所 以 T=0 《mod 16) 
于 是 161 了 
下 面 再 证 ?上 了 
因为 m 是 一 个 不 能 被 3 整除 的 奇 自然 数 , 所 以 mm = 全 +1 或 
m = 6k + 5, 若 
m= Bk+1 
因为 =l (mod7) 
(2+2)5 = B45 +15:2+1)+ 
2Y206: F420:24+6) = 
1l+7(a+ bY2), a,bEeEZT 
(2 -12 = 1+7(0 -bY2), a,bEZ 


所 以 
了 = 4irl _[(2 YD YI) 4 (2 V2) (2 HD] mm 
4 ~ 2 +72)[1 + 7(e + df2)] + 
(2 -YI 4 7(e - dv)]| = 
4-4 二 0 (mod 7),c,dEZ 
所 以 本 = 6k+1 时 ,7 1 志 
车 m= 6k +5. 
了 = 4 FA 4 + 2 ft] = 


4 {02 + 2) [1 + Te + dvY2)] + 
(2 -2 + Te ~ dN2)] 
0 


所 以 m = 6k + 5 时 ,71 
于 是 对 不 能 被 3 整除 的 奇 自然 数 mm.,71 工 
又 因为 (7,16) = 1, 所 以 112141. 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
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心得 体会 拓 广 疑问 


1.72 ”求证 :n 是 正 整数 时 ,大 于 (3 + Y5)" 的 最 小 整数 能 被 


2n+1 整除 . 
(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 


证 册 设 2 = 3 + i,v 三 3 -#5, 则 us 是 二 次 方程 x? - 
6x + 4 =0 的 两 个 根 . 
邻 了 = ww + 操 , 由 
v2 = 6 一 4 = Gu -4 


可 得 Wr = 加 al - 二 Nm 
w= Go 一 
于 是 T, = 6 和 -47 = 23 
从 而 7, 是 整数 . 


由 于 0 < 3 -wy5 < 1, 则 
0< (3-vS) < 1 
于 是 7 = (34+45)" + (3 -Y5)"* 是 大 于 (3 +VY5) 的 最 小 整 


由 此 ,命题 转化 为 证 明 2"*! | 荆 ,. 
To = (3+w5)2 + (3 -5) = 
(4 + 6Y5)" + (14- 65)" = 
2°[{7 + 3Y5)" + (7 - 3v5)"] 
于 是 2* | TT, 
Tan = 《3 十 2nt1 十 (3 S52n+l = 
pu 


所 以 
2° | Ton OD 
下 曾 用 数学 归纳 法 证 明 2"+1 | T,,， 
当 n= 0 时 
Ty = 2,201 = 2 
所 以 1 To 


即 m=0 时 ,22+1 | ,成立 . 
假设 上 = 天 时 ,有 2 172 那么 m = 天 +1 时 
Tair)y = 672kt ~ 472k = 
6{6T7. -47 1) — 4To = 
3272 — 24 Ty.1 
由 名 ,2 Popi 及 2 | Tz; 从 而 
2442 | 24 T3112 | 3272 
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即 2++2 | Tycen) 
从 而 对 m = 上 + 1,2"+1 | Ty, 成 立 . 
本 是 得 证 ， 


1.73 ”证 明 : 大 于 (Y3 + 1)” 的 下 一 个 整数 能 被 2"*! 整除 . 


(第 6 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1946 年 ) 


证 明 ”我 们 首先 证 明 ,大 于 (V3 + 1)2" 的 下 一 个 整数 是 
(1 + 3)" + (C1 -YY3)2" 
事实 上 ,由 二 项 式 定理 ,对 每 个 正 整 数 n, 都 有 整数 4 和 了 豆 ， 
使 得 
(1 +43)™" = A, + By3 
(1 -3)2 = 4 


成 立 . 
从 而 
{1+yY3)2 + {1 Y3)" = 24, 
是 整数 ， 
由 于 |11-y31< 1, 则 


Ox (1 -v3)" <1 
于 是 (1 +4Y3)* + (1 -Y3)* 是 大 于 (14+Y3)” 的 下 一 个 整数 . 
于 是 问题 变 为 证 明 24, 能 被 2"*!; 整除 , 即 变 为 证 明 4, 能 被 2* 
整除 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ,对 所 有 的 正 整 数 n, A, 和 8, 都 能 被 
2* 整除 ， 
当 n=1 时 ,(1+y3)2 = 4+273, 即 4A! = 4,8| = 2 能 被 2 
整除 . 
假设 命题 对 n = 天 时 成 立 , 即 
2 142 
A + Board3 = (+ = (1 4A + (1 +Y3)4 = 
(4 + 2Y3) (A + Biv3) = 
(44 + 6B,) + (2A: + 4B2) 3 
所 以 4 = 44 + 6B:, Bis = 2A, + 4B: 
于 是 24+1 | Apr1s27! | Bot 
从 而 命题 对 n = 大 + 1 成 立 . 
由 以 上 , 均 有 2" | 和 ,2”1 Bn 万 N. 从 而 
Qn+i 124, = (1 + YI) + (1 -3)2r 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 对 除 与 带 余 除 法 


Chepier 1 Divide Exnctly and Division with Remainder 5 


心得 体会 拓 广 疑问 


1.74 证 明 ;1 中 + 2 呈 + … + 1 9831 写 能够 被 1+2+ 


3+… + 1983 整除 . 
(第 46 届 甘 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


证 明 ”可 以 证 明 一 般 的 结论 
SS=in+2++m (n 为 奇数 ) 
能 够 被 1+2+'…+n= 于 B+ 内 整除 . 
因为 n 是 奇数 , 则 
ni +n kk = 1,2,.…,n—1 
于 是 有 
28 = [1"+ Cn-1)"]+[2+ Cn-2)"l+ + 
[Cn 1)" + 1°] +2nmr 
即 28 能 被 = 整除. 
同 理 
28 = [1" +m] + [2" + (一 1)8 yw 
[Cn — 1)" +2°j+[n" + 1] 
即 25 能 被 n + 1 整除 ， 
因为 n 和 n+1 互 素 , 所 以 25 能 被 n(n + 1) 整除 . 


又 因为 n(n + 1) 是 偶数 , 则 5 能 被 区 + 二 整除 . 
特别 地 ,对 * = 1 983 也 成 立 ， 


1.75 证 明 : 对 任意 的 自然 数 n, 数 4 = 中 +2 .3 +1 能 


被 8 整除. 


【向 牙 利 教学 奥林匹克 ,1912 年 ) 


证 法 1 ”用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 ns 1 时 ,4 = 5S4+23-1+1= 8 能 被 8 整除 ， 

(2) 殷 设 4 = 下 + 2: 3:-!1+ 1 能 被 8 整除 . 

下 面 我 们 证 明 A 能 被 8 整除. 

Stti+238+1=-5 +32. 3 +1= 
5.5+5.2.3k1+5-2-2.3 -4= 
5(55 2. Ml 1) - 4371 + 1) 

由 归纳 假设 ,815* + 2 3:-!1+ 1, 叉 对 于 自然 数 上 ,2 131 + 

1, 所 以 


8 1 4(3*-1 + 1) 
因而 8 | rl 
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综合 (1),(2), 对 任意 的 自然 数 上 ,总 有 心得 体会 拓 广 疑问 
8 1 4 


证 法 2 当 为 奇数 时 
机 = 5+) - (3 -1 
由 于 知 +3" = (+ 3)(5"! ~ Sr .3 二 3n-1) = 
Sa S21 
则 B15"+3" 
又 nm -1 为 偶数 , 设 n -1 = 2m, 则 
3 l= "1=9"-1= {8+1)"-1= 8 
其 中 时 是 整数 , 则 8 13*"1 - 1， 
于 是 8 | 如. 
当 m 为 偶数 时 ,nm - 1 为 奇数 
4 = 5(Sn -1 +3n) — (3° — 1) 
设 n= 2m; 则 
3" -1=3"-1= (8+1)"-1= 8M 
其 中 MH 为 整数 ,从 而 813" -1. 
又 1 51 + 3*-1, 所 所 
81A, 
于 是 对 任意 自然 数 ,8 1 4,. 


1.76 证 明 :; 当 且 仅 当 m - m 可 被 3+ 束 除 时 ,4 - 4 可 被 34341 
整除 . 试 对 : 
(Ek = 1,2,3 


(2) 尾 何 自 热 数 下 
讨论 问题 ,其 中 mE N,nEN, 且 m>»n. 
(第 45 届 英 斯 笠 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 $x - 1 恰 能 够 被 3:+! 整除 ,其 中 和 a 是 
自然 数 , 且 3 下 a. 
我 们 用 数学 归纳 法 . 
(CD)k=1 时 
1= 64 -1= 63(64 .+64+1) 
由 于 妈 *-1+ + 全 +1=a 和 Omod 3), 则 沾 * - 1 怡 能 被 
9 = 31+1 整除 ， 
k=2 时 
4 =D) + ++1] 
由 于 必 -1= 6 -1= (6 + 5+ 1), 则 4 -1 怡 能 被 


27 = 3+1 整除 
k=3 时 
Pe -1=( 轨 -DID) + + +1] 
由 于 4 1= -DH +e+1] 


而 丰 - 1 怡 能 被 节 整 除 , (4)? + 池 +1 恰 能 被 3 整除 , 则 47* -~ 1 
恰 能 被 81 = 3+1 整除 . 

(2) 假设 4 - 1 恰 能 被 32+! 整除 , 则 

4 _ 1 = (P= -1= (人 _ D[ (PY? + = 十 11] 

由 归纳 假设 知 (5)2 + 4 + 1 恰 能 被 3 整除 ,所 以 4 -1 恰 
能 被 E+! := IR+D+l 整除 ， 

于 是 对 上 + 1 命题 成 立 . 

由 于 4 一 4 = 4"(4"-" -1), 则 由 上 面 的 结论 , 当 且 仪 当 i - 
n 能 被 头 整除 时 ,4” - 4" 能 被 31 整除 . 


1.77 证明: 对 于 小 于 等 于 2n 的 任意 mn + 1 个 正 整数 中 ,至 少 


有 一 个 被 另 一 个 所 整除 . 


证 了 明 设 
laa < dl 人 ee2n 
;= 2 ,As > 0 2 十 页 江 = 1 ,n+l1 
其 中 b; < 2n, 因为 在 1 2,…,2n 中 只 有 nn 个 不 出 的 奇数 1,3,…， 
2n-1 , 故 在 bis Bas bt 中 至 少 有 两 个 相同 设 
5 2 blsi<j<n+l 
于 是 在 a: = 236; 和 @ = 2 中 ,由 ai < gj 知 Ai < 为; 故 


ul a 


1.78 设 a > 0,8 > 2, 则 


25 12 +1 


证 明 由 5 > 2, 则 有 2:-1(2 -1) > 2, 即 
28-1+1< 3 一 1 
因此 ,如 果 a < 上 5, 得 出 
tle2 -+1l<2-1 
此 时 2: -1 让 22+1 
如 果 ma = 8, 由 
22+1=2-1+2 


-第 1 章 ”整除 与 带 余 除 法 
Chapter 1 Divide firactly and Division with Remainder 


心得 体会 拓 广 疑问 
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由 2 - 1 十 2, 仍 得 
2 -1 二 2e+1 
最 后 , 设 2 > 5b 有 ee = 好 +r0<sr<a) 则 有 
22+41 2 2 2r+l @ 


2 -1 21 有 -1 
其 中 2° - 2" 后 = 209(22 1, 故 23 -112* - 25, 而 因为 
r <8, 故 2: -1 人 2 + 1, 因 此 由 式 人 名 得 出 
2: 1+2°+1 
这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 


1.79 ”证 朋 ;504 i nm? - 双 , 其 中 是 整数 


证 了 明 由 于 504 = 7.8.9. 
当 n =0, 1, 2, + 3(mod 7) 时 , 则 有 
ny =0, 1(mod 7),n? = 0, +1(mod 7), 故 
nn = Omod 7) D 
当 n =0, +1, 土 2, 3,4(mod 8) 时 ,有 
n=0,+1,+3(mod8),.n = 0,+1,+3(mod8) 


故 

hz- ni = mod 8) 加 

当 n =0, 1, +2,+3,+4(mod9) 时 
n=0, +1(mod9),n? =0, + 1(mod 9) 

故 

n? — rn’ = OQ{mod 9) 二 
由 全, 四 ,四 和 (7,8) = (7,9) = (8,9) = 1 得 出 

504 1 本 - 到 


1.80 设 ”个 整数 
l<al< qc "<u < 2n 


其 中 没有 一 个 数 能 被 另 一 个 数 整 除 , 则 


a 2 


这 里 上 满足 3# < 2n < 3*+1, 


证 明 ”如 果 写 
Qi = 2 ,2 ci b, O07 = ,nt OD 
则 @ 中 的 c(i = 1,…,n) 不 能 有 两 个 相同 ,否则 将 有 ai | &,1 < 
i ,与 假设 不 合 .但 ec < 25 -1, 所 以 ,中 中 站 ec, 是 1 


心得 体会 拓 广 疑问 
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3,… ,2n -1 这 个 数 的 某 一 个 排列 . 心得 体会 丘 广 上 插 癌 
考虑 中 中 ci 为 1,3, 了 3,…,34 的 那些 数 , 记 为 
223 ,i = 01 @ 


因此 其 中 没有 一 个 数 能 被 另 一 个 数 整 除 , 所 以 2 > Bl > 
记 > 0 人 01 对 
每 一 上 都 有 
2 > Dt-i3! 汪 Dei oi 一 2 
如 果 @: 是 四 中 的 一 个 数 , 则 定理 已 经 证 明 . 如 果 @ 不 在 包 中 , 则 
cl 3 ,此 时 可 以 证 明 仍 有 ai > 2 否则 
G = 205c1 < 2 
推出 Cl < 24k 所 
由 cy 守 5 得 上 -5 守 3. 央 为 
3541e < rash < Mbithi 3 < 2n 

所 以 数 c134 -1 = 1,2,..,b +2 
是 cy ,ec2,… ,cs 中 的 站 +2 个 数 ,其 对 应 的 @i 设 为 

@ = eB = 2 
在 t,t3.…, 包 ,2 中 如 有 一 个 大 于 等 于 5 = 五 , 设 为 与 2 拓 了 坏 
51 + 2, 则 有 ai 1 a ,与 题 设 不 合 , 喜 有 0 < ,4 = 2.3，， 
b1+2. 但 是 bot41… 642 是 如 +1 个 数 , 故 有 4 ,px 存在 ,2 二 4 < 
入 声 本 +2 使 得 = ,此 时 仍 有 a 1 a ,与 题 设 不 合 , 这 就 证 明 
了 我 们 的 结论 . 


1.81 分子 为 1 分母 为 正 整 数 的 分 数 称 为 单位 分 数 , 设 m > 


0,m > 0, 证 明 :和 能 表 成 两 个 单位 分 数 的 和 的 充分 必要 条 性 
是 存在 a > 0,b > 0 满足 alnblnm|la+t+b, 


证 明 设 alnbln,mla+tb, 可 设 a+b= mn = ac， 
n= 好 ,这 里 ,asB 是 正 整数 ,于 是 有 


km _at+b_a bb_l,l 
rn- nn mm 
mm_1l1_ 上 
故 站 
反 过 来 ,如 果 
m_ l,l x+try ,0y>0 oD 
nh x ¥ XY 


设 (x,Y) 三 d,(m,n) = 全, 则 有 
x = dry = dtr mn) = 1 
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五 一 Brn 云 én, (mi, n) =1 


代 和 大 中 得 
a 名 十 扩 
ni gl7yi 
故 
midxiy = FIXI + 71) © 
由 于 (zx 7) = 1, 故 (xiyiysl + yi) = 1 并 由 全 得 
wy | m+ 母 


取 a 三 dri,b 二 8y1; 由 喇 得 
Sx]1Y1 i nd, Om | x1 + Syl 
即 得 a | n,blnmla+t+b. 


1.82 ”证 明 : 对 尾 何 整数 mm, 存 在 无 穷 多 组 整数 (xz, 和 ,使 得 
(1)x 与 y 互 素 ; 


(2)y 整除 x? + mm 
《3)x 整除 y? + m. 
(第 33 届 国 际 教学 奥林匹克 预选 是 ,1992 年 ) 


证 明 首先 x = 1,y = 1 是 符 导 条 件 的 一 组 整数 解 ， 

其 次 ,如 果 (x,y) 是 符合 条 件 的 一 组 解 , 有 x < ,那么 考察 
整数 对 (x ,7) ,其 中 

yim = XX TD 

显然 ,由 加 可 知 ,st 与 y 的 任何 素 公 约 数 都 是 mm 的 约 数 ,又 由 

条 件 (2),y 1 x2 + 台 ; 则 这 个 素 公约 数 也 是 x 的 约 数 . 因此 有 
(sl1y7) = 1 
由 式 中 及 条 件 (2) 可 得 


x+ mm) = Cum) + xm = (P+ m+ rm = 


my + (+ mm) 
是 y 的 倍数 . 
由 于 (x,y) = 1 因此 y 1 好 + m, 从 而 (xy) 满足 条 件 (1)， 
(2),(3)》, 且 xi > YY . 
再 由 式 中 又 可 得 (zx) (sayyiywayy2jy 且 和 区 各 < 
x < < 这 一 过 程 可 无 限 多 次 进行 下 去 ,使 我 
们 得 到 无 穷 多 组 符合 题目 条 件 的 整数 . 


心得 体会 拓 广 疑问 


Chapter ] Divide Exactly and Division with Remainder 


1.83 证 明 : 前 nm 个 正 整 数 的 积 (1,2,…,n) 能 被 它们 的 和 


(1+2+… +n) 除 尽 , 当 且 仅 当 m + 不 是 一 个 奇 素数 ， 


证 明 ”如 果 n+1 除 尽 2Cn -1)!, 则 和 除 尽 其 积 . 若 n+1 是 
侦 数 , 则 在 Cn - 1)! 中 出 现 因 子 (n + 1) 这 ,如 果 n+ 1 是 一 个 奇数 
的 平方 数 , 则 (n - 11 会 有 因子 (n+ 1) 和 2(n + 1)%, 若 n+1 
是 奇数 且 是 复合 数 ,但 不 是 一 个 平方 数 , 则 它 是 在 Cn - 1)! 中 出 现 
的 两 个 不 相等 的 奇数 因子 的 积 .多 此 n + 1 不 能 除 尽 2(n ~ 1)1 的 
唯一 情况 是 n + 1 为 一 个 奇 素数 . 


1. 针 4 ”确定 是 否 存在 满足 下 列 条 件 的 正 数 n: 


n 恰好 能 够 被 2 000 个 互 不 相同 的 质数 整除 , 且 2* +1 能 
够 被 n 整除 . 


解 “存在 .我 们 用 归纳 法 来 证 明 一 个 更 -* 般 的 命题 ; 

对 每 一 个 自然 数 都 存在 自然 数 n = nm) ,满足 n12+1， 
3 1 5, 且 rn 愉 好 能 够 被 个 互 不 相同 的 质数 整除 ， 

当 皮 = 1 时 ,n(1) = 3 即 可 使 命题 成 立 . 

假设 对 于 上 3 1 存在 满足 要 求 的 nt(k) = 3u ,其 中 i > 1 且 
3 不 能 整除 上 于 是 n = mi 必 为 奇数 ,可 得 

312"-2+1 
利用 恒等式 
Zr] = (2 +1)(2* -2n2+1) 

可 知 3m 123" + 上， 

根据 下 面 的 引 理 , 存 在 一 个 奇 质数 p 满足 127" + 1, 但 p 不 
能 整除 2" + 1. 于 是 ,自然 数 nCk+ 1 = 3p，a(k) 即 满足 命题 对 
于 上 + 1 的 要 求 .归纳 法 完成 . 

引 理 ”对 于 每 一 个 整数 e > 2, 存 在 一 个 质数 p 满足 p 1 as + 
1 ,但 p 不 能 整除 a + 1. 

引 理 的 证 明 ”假设 对 某 个 a。> 2 引 理 不 成 立 , 则 a? -a+] 
的 每 一 个 质 因子 都 要 整除 a + 1. 而 恒等式 -a+1= (a+1): 
(a - 2) + 3 说明 能 够 整除 a? - a + 1 的 唯一 质数 是 3. 换言之 ， 
az -a+1 是 3 的 方 暴 .因为 a + 1 是 3 的 和 僻 数 ,所 以 a -2 也 是 3 
的 倍数 .于 是 a? - a + 1 能 够 被 3 整除 ,但 不 能 被 9 整除 . 故 得 
a: - ga + 1 恰 等 于 3. 另 一 方面 ,由 4 > 2 知 a-a+1 >3. 这 个 
牙 盾 完成 了 引 理 的 证 其 . 


第 1 章 整除 与 带 余 除 法 


心得 体会 拓 广 疑问 
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初等 数论 难题 售 (第 一 尖 】 
‘he Collection of Difficult Problem of Flementary Function Theory( The First Yolvme} 


1.85 已 给 整数 a1, a2,… ,aaln 守 3), 设 
再 下 四 = 1,2,"",n 中 
下 小 在] 十 d+ 二 
求证 :至 少 存在 an 个 由 0 或 1 组 成 的 不 同 数列 (el,ez，… 
en ) ,使 得 总 有 
下 | elGLI 十 83zG2 十 十 Endn 多 


(第 32 局 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


证 明 ”显然 ,et = e2 = … = en = 0 满足 四 ,因此 ,只 须 找 出 
a - 工 个 不 同 的 非 全 零 数列 { el ,ez ,en) 使 之 满足 四， 
可 以 证 明 满 足 条 忻 的 数列 (el, er,…… ,En) 一 定 存 在 . 事实 上 ， 


令 
bo=0 
b= a+ oat + tii = 1,2,,n 
对 及 十 1 个 数 bos bi»; bs 被 除 , 必 有 两 个 数 对 贡 同 祭 , 即 
存在 0 < 上 < 上 拓 莹 mn, 使 得 
by 一 », = 0 《mod n) 
即 下 | GT 十 二 
因此 可 以 有 
n | ealt em2 + 十 如 EL + "+ Ep + "+ Enon 
设 已 有 于 个 有 上 述 性 质 的 不 同 数列 
(0i vets se )si = 1,2,.",k 
其 中 1 和 < < n -2 每 一 个 数列 均 满足 四, 且 其 元 素 不 全 为 0， 
于 是 ,由 名 可知 ,其 元 素 至 少 存在 1 个 0, 两 个 1. 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ; 
存在 11,2,…,n| 的 一 个 排列 to ,ss,…,onl, 使 得 每 一 个 
(es ,en ya ) 中 的 元 素 "l" 不 全 相连 (i = 1,2,…,), 即 对 每 
一 个 = 1,2,… 尖 ,不 存在 1 < mi < 二 二 mn, 司 得 
lim eit 
7 (oe 
下 面 证 明 这 个 命题 . 
当 k = 1 时 ,显然 ,上 述 命题 对 任意 = > 3 成立， 
假设 当 ! < < 时 ,命题 对 任意 n > 六 +2 成 立 . 
下 面 考虑 上 = + + 1 的 情况 : 
对 任何 上 :+3, 在 (enyea ta) 中 ,如 果 仅 有 1 个 元 素 为 
“0? ,或 者 仅 有 两 个 元 索 为 “1" , 称 这 种 元 素 是 * 坏 ”的 . 每 一 个 数列 


至 多 有 两 个 “ 坏 " 元素 ,于 是 坏 元 素 的 总 数 小 于 等 于 2 = 2s + 2. 


心得 体会 托 广 贿 问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Exaelly and Division with Remainder 


由 于 nk+2 = s+3, 从 而 存在 1 < m < n, 和 使 得 el,， 心得 体会 拓 广 疑问 
e2m… ,80541Dm 中 至 多 有 一 个 “ 环 ” 元 察 . 不妨 设 m = 1, 且 ez， 
eet+Dl 都 不 是 “ 坏 "” 元 索 ,于 是 对 任意 2 < is +1,(en; 
egmyep》 中 至 少 有 一 个 元 案 “0", 同时 至 少 有 两 个 元 素 *1”, 且 
下 一] 十 2 

由 归纳 假设 ,存在 i2,3,…,n| 的 一 个 排列 1a3,…,o,| ,使 得 
每 一 个 (ee ,ew ve )(2 ss 二 5+1) 的 元 素 "1” 林 全 相连 .如 
果 数 列 (en ,ele ,… ,et ) 中 元 素 “1” 全 相连 , 当 eu = 1 时 , 令 

Girl1y1 tan-l 
5 区 = pn 
则 (ew eaeta) 1 si ss+l 的 所 有 元 素 "1 不 全 相连 ， 
当 e =0 时 , 则 存在 2 三 让 < 上 <2 合 
2 - | 之 了 雪上 
气 ”10, 其 他 
gil 过 之 天- 上 
此 时 可 令 
Gk<ien 
则 对 所 有 1 < i < s+1,(ew ,ew,，… ,ei ) 中 的 元 素 "1" 不 全 相连 . 
回 到 原来 的 问题 . 令 
co = 0e = oo + Gs + + Gri = 12,°%,n 
则 存在 0 < < < n, 使 
cos0 (modn) 


即 有 | am + +a 
令 eens = {0 
1 10, 其 他 


显然 ， 《etrla yektlay "sekrie ) 满足 过 且 不 则 于 (ee ， 


ee 三 1 2 上 


由 此 即 知 存在 n - 1 个 不 同 的 非 全 零 数 列 (ei ,ez,…，en) 满足 
@. 


1.86 证明: 在 任意 nn 个 自然 数 构 成 的 集合 中 ,总 有 一 个 非 空 
子 集 , 它 所 含 的 数 之 和 被 n 整除 . 


(英国 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


证 明 设 结论 对 集合 a, 02,… ,anl 不 真 , 则 
$1 二 dl 92 三 站 | 十 G2 = d+ H+" + an 


都 不 被 = 整除 .由 于 除 以 = 时 所 有 非 零 的 余数 只 有 n - 1 个 ,所 以 


他 


初等 数论 难题 集 ( 弟 一 着 } 
The Collection of Difficult Problem of Flemeniary Fumetion Theory( The First Volme} 


由 抽 居 原理 , 必 有 两 个 数 $;, 与 5,1 < i < j 志 ,它们 的 余数 相同 ， 
于 是 差 S$, 一 5S; 二 Bi 二 + 十 + oo 被 mn 整除 ,与 假设 矛盾 ， 


1.87” 设 自然 数 aj,02,…, as 被 某 个 m E 本 除 的 余数 各 不 相 
同 , 且 n > 到 ,证 明 :对 每 个 大 E 世 , 存 在 下 标 ij E {1,2,…， 


?| ,使 得 @i 十 如) 一 开 被 下 整除， 
{ 波 笠 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


证 明 ”考虑 2m 个 数 mi ea wy aa: 玫 一 人 一 ap 一 
因为 2n > m, 所 以 其 中 至 少 有 两 个 被 m 除 的 余数 相同 .由 题 中 条 
件 , a ,G2 … ;an 被 m 除 的 余数 各 不 相同 .因此 育 - sl, 天- az 
上 -an 的 余数 也 各 不 相同 .于 是 余数 相同 的 两 个 数 只 能 是 a;,& - 
gj, 于 是 它们 的 差 a; + 0f 一 上 被 m 整除 . 


1.88 证明 :方程 x-y+z= 1 有 无 穷 多 组 满足 如 下 条 件 的 
正 整 数 解 ;其 中 x,y,s 两 两 不 同 , 而 且 它们 中 任何 两 数 的 滋 积 
都 可 被 第 三 个 数 整除 . 

(第 22 局 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 


证 明 ” 设 x,y,z 是 方程 x - y + z = 1 的 满足 条 件 的 一 组 正 
办 数 解 . 
为 满足 x,y,s 中 任 两 个 的 乘积 都 能 被 第 三 个 整除 , 则 有 
x= my = mr = mk 
其 中 m,n 和 都 是 自然 数 . 
划 已 知 方程 为 


nlm 一下) = 1 一 WE 
ntk-m)= me-l 
令 上 -mm = 1, 就 可 得 到 无 穷 多 组 解 
x= mm+im-1l) 
y= (m+D)(m+m—1) 
z= mtm+1) 


其 中 ,mm 为 任意 自然 数 . 


心得 体会 托 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


心得 体会 拓 广 疑问 
1.89 ”将 一 个 自然 数 乘 以 2 加 上 1, 然后 把 得 到 的 数 再 乘 似 2 
并 加 上 1 ,以 此 类 推 ,直到 这 种 运算 重复 进行 100 次 时 止 ,最 后 


得 到 的 数 能 被 ! 980 整除 吗 ?能 被 1 981 整除 吗 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


解 ” (1) 由 于 每 一 步 运算 之 后 ,总 得 到 一 个 奇数 ,因此 最 后 得 
到 的 租 数 不 能 被 偶 煞 1 980 整除 ， 
(2) 我 们 证 明 , 按 题 朋 中 的 运算 重复 100 次 之 后 得 到 的 数 有 可 
能 被 1 981 整除 . 
设 第 - -个 自然 数 为 x - 1. 
第 一 步 运 算 后 得 到 数 Hx-i)+l=2x-1. 
第 二 步 运 算 后 得 到 数 2(2x -1) +1 = 2x - 1. 
若 第 大 步 运算 后 得 到 数 25 - 1, 则 第 上 +1 步 运算 得 到 的 数 为 
2(24 1) +1 = 2:tlx—1 
因此 ,第 100 步 运算 之 后 得 到 的 数 为 2%x - 1. 
由 于 (2i2 ,1 981) = 1, 则 不 定 方程 
200x -1981y = 1 
一 定 有 整数 解 (*o, yo) ,并 且 它 的 一 般 解 为 
x= YX0+1l1 5%81 
= yo + 2 2, 1 和 歼 
可 以 选择 适当 的 整数 fo, 使 
x= xo+1 0]liv>0 
y = y+2 Wt0 >0 
对 于 这 样 的 *,y, 则 有 
2mx -1= 1 981ly 
即 最 后 得 到 的 数 20x - 1 是 1 981 的 倍数 . 


1.90 ” 任 给 素数 p , 试 证 :存在 整数 xo, 使 得 p 1 (车 - wxo+3) 


的 充分 必要 条 件 为 存在 整数 yo, 使 得 p 1 (x3 -yo + 25)， 
(中国 国家 集训 队 选 槛 试题 ,1992 年 ) 


证 明 易 知 成 -各 +3 和 台 - yo+253 都 是 奇数 ,从 而 不 妨 
设 p 为 奇 素数 ,于 是 
pl {ag xo+ de p14 xo+3)o 
pl{2x0-1)7+11 
pl y+2)p | 4 yo +23) 
pl {2y6- 1 + .1l 
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于 是 只 须 证 明 : 存 在 xo, 司 得 p 1 (2xo - 1)? + 11 的 充 要 条 件 心得 体会 抵 广 疑问 
是 存在 加 ,使 得 p 1 (2y0 -12 + 科 .11. 
(1) 若 存在 xo 使 p | (2x6 - 1 + 11, 则 
pty(2x0 -1)2+P .11 
即 六 1 [2(3xo -1)- i+ .1 
只 须 取 ” = 3xp - 1 ,就 有 
PT{f2yp -1+ .11 
(2) 车 存在 yo, 使 得 
pl (27y0- 172+.11 
当 p = 3 时 ,内 须 取 x。= 1, 即 有 
plt2.1-iP+ll= 1 
当 p > 3 时 ,因为 {p,3) = 1, 所 以 存在 整数 = 和 5 ,使 得 
wm 二 35 = 1 
由 此 对 任意 整数 上 ,有 
PC(2.1-12+1li = 12 
当 p > 3 时 ,因为 (p,3) = 1, 所 以 存在 整数 a 和 上 4, 使 得 
p+ 3b=1 
由 此 对 任意 蒜 数 ,有 
(a -3k)p+3(b+ pk)=1 
所 以 存在 三 ] 和 ;使 得 


ap +3b= 1 化 
且 为 奇数 ,(p,b1) = 1. 
由 . 
pl (2y0- 182+. 11 
得 p12y0 17+ 入 *11] 
即 
pl (2Biyo— b+ (361) 11 四 
由 中 有 
(38 2 11 =【〈1 - aip)2 ， ilmll (modp) 
所 以 由 名 有 


pl{2byo— b+ il 
由 玉 是 奇数 ,可 令 员 = 2m + 1, 则 
2byY0 = bi = 202m + 1)y0 -2m-1-= 
2[ {2m + 1)yo- ml-1 
取 x = (2m + 1)yo- m 就 有 
pl{2x0— 1)2+11 
于 是 命题 得 证 . 


第 1 章 蓝 除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Exacty and Division with Remainder 


证 法 2 令 fx) = xz-x+3g(7) = 天 -7+25， 心得 体会 拓 广 暴 问 

首先 ,由 于 对 任意 整数 xo 和 yo,f(xo) 和 必 (yo) 均 为 奇数 ,可 
知 素 数 2 不 具有 所 述 性 质 , 从 而 p 2. | 

妆 wxo = 3,Y0 = 2 时 ,有 

xXx-xo0t+3=07- y+25 = 27 

因而 3|1(x3— xo+3),31 (7 yo + 25) 

所 以 对 于 p = 3 结论 成 立 ， 

下 设 素数 p = 5. 由 于 

FFCx) = x: - Ox +27 = 
(3x -1 (3x-1)+25= gl3x -1) 

因此 ,车 存在 整数 xo, 使 p | f(xo) ,只 要 令 yo = 3xo - 1, 就 有 
pl g(t3xo -1), 亦 即 p | gt Yo) 

反之 , 若 存在 整数 和 ,使 p 1 g(yo), 则 对 任意 整数 上 ,有 p | 
glYo + 生 )- 

这 是 因为 

glyo+ kp) = (yo+ tp) — (yo+ BD}+25 = 
(yo+25) + 270 针 -起 + Fp = 
gyo) (mod p) 
又 由 于 (p,3) = 1, 故 可 取 上 10,1,2| ,使 
yo+ p= 2(mod 3) 
王 是 只 要 取 3xo -1 = + 如 ,就 有 


和 = 本 (mo+ 各 +1) 


为 整数 ， 
由 于 
gfyo+ kp) = gl3x0 一 1) = 232 x0) 
及 plg(y+ 二 ) 
可 知 [Edi€ 
叉 由 于 p 是 大 于 等 于 5 的 素数 ,(p, 辽 ) = 1, 于 是 


Pp | Fxo) 


1.91 素数 Wl? GE2 yp 构成 递增 的 等 差 数 列 ,并 且 a > Pp-. 


证 明 : 如 果 p 也 是 率 数 , 则 数列 的 公差 可 被 p 整除 . 
{第 18 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 


证 了 明 ” 设 公差 为 4, 则 
au = a + (n- 1)d 
对 每 个 ai(i = 1,2,…,p) ,考察 以 p 为 模 的 余数 ,由 于 ai 是 素 


韧 等 数论 淮 题 集 (第 一 卷 ) 


The Collection of Difficult Problem of Elementary Fumetion Theory [The Firat Yolume} 


数 , 则 这 p 个 a 被 p 除 的 余数 必 有 两 个 相同 , 设 


ai 二 要 mod p) 
则 Ila-al=Ii-jlds0 (mdp) 
由 于 li-jl<p 
则 pl 


1.92 求 具 有 以 下 件 质 的 最 小 正 整 数 ” ,使 得 对 于 任意 选 定 


的 = 上 个 整数 ,至 少 存 在 两 个 数 ,它们 的 和 或 差 能 被 1 91 整除 . 
(澳大利亚 玖 学 通讯 竞赛 ,1991 年 ) 


解 ” 取 996 个 整数 的 集合 
MM= |ai ie = 0,1,2,.… ,905} 
则 对 于 所 有 的 这 j,i,j = 0,1,2,…,995, 
+ 而 寺 95+94 = 1989 
Ox<la-ales 5 
所 以 对 中 任意 两 数 的 和 与 差 都 不 是 1 991 的 倍数 ， 
设 n = 097, a1s G24°"" ,Gog 是 任意 给 定 的 997 个 整数 . 
车 本 美丽 (mod 1 991) ,对 所 有 i zx j, 则 由 于 
= 995, — 994,"",0,1,2,.." ,995 
是 1 91 的 完全 剩余 类 , 故 不 妨 假设 1 ar | < 995. 


此 时 ,由 于 n= 097 > 996, 所 以 至 少 存在 两 个 不 同 的 数 di 


a; 使 得 i; 三 一 qj: 于 是 有 
1 91 1 (Co; + a;) 


1.93 ”是否 能 够 将 自然 数 1,2,…,64 分 别 填 人 8x8 的 国际 象 
棋 棋 盘 的 研 个 方 格 内 ,使 得 形 如 图 1 的 任意 四 个 格 { 方 向 可 以 


任意 转 置 ) 内 的 数 之 和 能 被 5 整除， 
(列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


解 ” 若 能 按 要 求 填 人 64 个 数 ,如 图 1 所 示 , 则 
Sla+br+re+e 
Sldtbtrtete 
所 以 有 5la-d 
同 理 可 证 
5ld-ec5la-b,sIlf-e 
区 Sla+b+adte 
Slatrd+tg+f 
所 以 Sl(b- gs)+(e-h) 
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因为 51e - 了, 所 以 心得 体会 拓 广 疑问 
Silb-g 
于 是 所 有 白 格 中 的 数 被 5 除 的 余数 相同 , 设 为 + ,所 有 黑 格 中 
的 数 被 5 除 的 余数 相同 , 设 为 +y. 
因此 ,在 凶 个 格子 中 所 填 的 数 被 5 除 的 余数 只 有 两 个 r 和 
2 而 1,2,…, 折 被 5 除 的 余数 有 5 个 ,产生 矛盾 . 
因此 ,不 能 有 满足 题目 要 求 的 填 数 法 . 


1.94 证明: 在 2 12 1,2 -1,…,2"" -1 中 至 少 有 一 


个 数 能 被 = 整除 ,其 中 1 为 大 于 1 的 奇数 ， 
【第 6 届 全 售 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


证 明 ”考察 数 
,D2 
它们 被 + 除 的 余数 设 为 
TO FirT2s""" > Tn-1 
因为 n 为 大 于 1 的 奇数 ,所 以 
nt2: ix 0,l,.,n-1l 
所 以 roynis rz 4Tn-1 这 万 个 余数 只 有 1,2,…,n -1 这 一 
1 种 情形 ,因而 有 两 个 余数 相等 ,不 妨 设 为 
n=n0sk<isn-l 
于 是 nl2: -2 
即 jp 1 28(2 1) 
因为 奇数 n 与 偶数 闪 互 素 , 则 
中 2 1 
由 于 0 < 了 -< nr-1 则 2 -1 是 2 -122 -1…， 
2"-1 -1 中 的 一 个 ,于 是 问题 得 证 . 


1.95 ” 设 a,b,c 是 整数 ,p > 0 是 奇 素 数 ,如 果 存 在 整数 x 使 
得 


zy+isagrct+ti2+grt+i+eci=012 2p-2 
都 是 平方 数 .求证 :p | 8? - 4ac. 
{第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


证 明 “用 反 证 法 . 

设 pb - 4ac. 

(1) 当 P 赴 时 . 

首先 可 以 证 明 : 存 在 i € 10,1,2,…,p 1, 使 得 p | f(x + 


?0 
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中 心得 体会 拓 广 疑问 
事实 上 , 若 对 每 个 ieE 10,1,2,…,p -1 都 有 px + 六， 
由 于 f(x + 门 是 平方 数 , 从 而 对 任何 i € 10,1,2,…,p -1|， 


存在 a; € 11,2,…,2 了 | 使 得 
plf(x+i)-a? 


由 于 ao, a1,…, 6p-s 这 个 整数 至 多 取 2- 了 | 个 值 ,所 以 必 有 有 
三 个 数 相等 . 即 存 在 0 二 :< 天 < 走运 p- 1 使 得 ao = a = mw 
于 是 有 
plfil(x+k)- flx+it) 
pl{k Et2ar+t+ ak+t a+ 6) 

所 以 pl2axr+ak+att+s 
plfi(ix+m)} -fox + k) 
pl(lm-k){(2art an+ ak + b) 

所 以 pl2ar+tam+ak+b 
从 而 


pi[ltk- il2ax + akt at+ 8)]-— 
要 ar + am + ok + b)] 
即 pialtm- 1) 
六 Im-til<p 
所 以 PT ,导出 矛盾 . 
所 以 存在 整数 0 < i < p - 1, 使 得 
plflx+i) 
进而 ,由 p 卡 a 易 知 ,存在 整数 0 < j < p - 1, 使 得 
pla+atr+i)j+rart+h 


当 7 = i 时 , 则 


Pl2atxr+ i)+6 
因为 [2a(x + DD) +b = -doc + daflx + i) 
所 以 plb -4ac 
与 假设 p 卡 如 - 4ar 牙 括 . 
从 而 ji 又 
flx+D -fxr+trj)= (i- (Qarrai+o+b) 
所 以 plfix+j) 
由 此 可 知 ,i,j 中 必 有 一 个 ,例如 j, 满 是 0<j<p-2. 
由 p11Ax+ 记 , 烛 
plf(x+p+i) 
由 假设 ,f(x + 门 与 Ar+p+D 门 都 是 平方 数 , 从 而 
PIAx+p+i- flr+7) 
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pP1p[2a(z +)) + 6] + ap? 心得 体会 拓 广 疑问 
所 以 pl[l2a(x + + oJ 
即 plb do +daflx + 门 
由 此 义 得 pi-dac 


仍 与 假设 p 个 如 - 4ac 矛盾 ， 

所 以 , 当 p 人 a 时 ,p18 4ac. 

(2) 当 pla 时 . 

则 由 p 下 下- 4ac 得 p 人 8. 

由 于 p 是 奇 素数 ,从 而 存在 1 < 上 < p - 1, 使 得 对 任何 整数 " 
Pp nk 

由 p 人 小 上 可知 ,存在 整数 0 < i < p - 1, 使 得 

plbtx+i)+te—k 

再 由 p 1 a 可知,p | f(x +- 下. 

由 于 天 zx + 门 是 平方 数 , 与 4+ 的 选取 无 关 ， 

又 引出 矛盾 . 

因此 ,由 也, 四, 必 有 
plb- doc 


1.96 设 上 是 一 个 青 正 整数 ,n 是 一 个 正 整 数 ,证 明 : (1 + 


2+ + nan) (tra ++ nt). 


证 明 (1)n 是 一 个 奇数 ,ma = 2m + 1, 这 样 
(1+2+ 了) = (m+l)(2m+1) 
k 是 奇数 , 故 


> = [lt + C2m + 1*] + [2 4 Cm)t ++ 
[ms Cm + 2 + m+) = Omod m+ 1) 
2m+t 
7 = [1 + (2m)*] + [2 + (2m ~ 1)t] ++ 
[m+ Cm + 1)*] + (2m + 1)* = O(mod 21m + 1) 

由 于 (m+ 1,2m + 1) = 1; 所 以 
{1 2 
(2) nz 是 一 个 偶数 ,= = 2m ,这 样 


(1l+2+"+n)= m2m+1) 
由 于 上 大 是 奇数 , 故 


2m 


;站 = [t+ (2m D+ [mo t+ m+ 1)t]+ 


rel 


(Mm) + (2m)!t = 0(mod m) 


伦 
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3 = [lt + (2m)*] + [2* + (2m 一 1)*] + + 


i 
{mt + Cm + 1)*] = 0(mod 2m + 1) 
由 于 (Cm,2m + 1) = 1; 所 以 
(1 +2++n) | (t+) 


1.97 ” 试 求 不 小 于 9 的 最 小 正 整 数 ,满足 :对 于 任 给 的 个 
整数 [可 以 相同 } ai, a2, an， 总 存在 9 个 数 在 


(1 过 站 < 这) 有 74 = 1,2, 
,使 得 与 mu + 加 o + + bos 为 9 的 售 数 . 


证 明 引 理 nm = 11 时 ,必然 可 以 找到 9 个 数 ,使 得 它们 的 
和 是 3 的 倍数 . 
引 理 的 证 明 ”把 11 个 数 按照 除 以 3 的 余数 分 为 3 类 . 
i 假设 其 中 3 类 都 不 空 ,也 就 是 存在 3 个 数 除 以 3 的 余数 分 
别 为 0,1,2. 这 样 无 论 另 外 8 个 数 的 和 除 以 3 的 余数 是 多 少 ,我 们 
都 本 以 再 配 上 一 个 数 使 得 9 个 数 的 和 是 3 的 倍数 ， 
i 假设 有 一 类 是 空 的 ,那么 至 少 有 一 类 存在 6 个 以 上 的 数 
字 , 妃 果 这 一 类 有 9 个 以 上 的 数 , 那 就 在 这 一 类 中 取 9 个 数 就 可 以 
了 ;如果 这 一 类 最 多 只 有 8 个 数 , 则 另外 一 类 至 少 存在 3 个 数 , 现 
在 取 第 一 类 6 个 数 和 第 二 类 3 个 数 , 这 样 的 9 个 数 的 和 是 3 的 悦 
数 ， 
推论 ”如果 有 个 数 中 有 11 个 是 3 的 售 数 , 列 可 以 找到 9 个 数 
司 得 结论 成 立 . 
推论 的 证 明 ”我 们 把 这 11 个 数 除 以 3 得 到 新 的 数列 ,根据 引 
理 , 其 中 存在 9 个 数 的 和 是 3 的 倍数 ,这 样 对 应 原来 的 数列 的 9 个 
数 的 和 是 3 的 倍数 ,把 每 个 数 都 配 上 系数 4, 当然 它们 的 和 也 是 9 
的 倍数 . 
下 面 区 到 原 问 题 . 
原 问题 解答 :n = 13.12 个 数 有 反例 :8 个 0,2 个 3,2 个 1， 
如 果 13 个 数 中 有 11 个 是 3 的 倍数 ,根据 上 述 推论 马上 得 到 证 
明 . 所 以 我 们 不 妨 假设 其 中 至 少 存在 3 个 数 不 是 3 的 司 数 , 任 取 另 
外 的 8 个 数 和 这 3 个 数 一 起 组 成 一 个 新 的 集合 4 ,根据 引 理 可 以 在 
由 中 取出 9 个 数 的 和 是 3 的 倍数 ,当然 这 9 个 数 不 全 是 3 的 倍数 . 如 
果 这 9 个 数 的 和 是 9 的 售 数 ,我 们 把 每 个 数 都 配 上 系数 4 就 得 到 了 
证 明 , 故 以 下 我 们 设 它们 的 和 除 以 9 的 余数 为 3,6. 
(1) 如 果 这 9 个 数 的 和 除 以 9 余数 为 3, 则 每 个 数 都 乘 以 4 以 


后 的 和 除 以 9 的 余数 也 是 3. 
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| 如 果 这 9 个 数 中 存在 一 个 数 a, 除 以 9 的 余数 为 2,5,8, 则 心得 体会 拓 广 疑问 
4a 除 以 9 的 余数 为 8,2,5,7a 除 以 9 的 余数 为 5,8,2. 所 以 我 们 把 
& 前 面 的 系数 更 换 为 7 了, 其 他 的 数 前 面 的 系数 仍然 是 4, 则 得 到 的 
和 是 9 的 倍数 . 故 以 下 我 们 可 以 假设 9 个 数 中 没有 一 个 数 除 以 9 的 
余数 为 2,5,8. 

i 由 于 9 个 数 除 以 9 的 余数 都 不 能 2,5,8, 并 且 3 个 数 不 全 是 
3 的 倍数 ,所 以 其 中 必 有 数 除 以 9 的 余数 为 1,4,7, 又 因为 9 个 数 的 
和 是 3 的 倍数 ,所 以 其 中 至 少 有 3 个 数 除 以 9 的 余数 为 1,4,7, 我 们 
把 其 中 两 个 数 前 面 的 系数 更 换 为 7, 其 他 的 数 前 面 的 系数 仍然 是 
4, 则 得 到 的 和 是 9 的 倍数 . 

(2) 如 果 这 9 个 数 的 和 除 以 9 余数 为 后, 则 每 个 数 都 溢 以 4 以 
后 的 和 除 以 9 的 余数 也 是 €. 

i 如 果 这 9 个 数 中 存在 一 个 数 5,5b 除 以 9 的 余数 为 1,4,7, 划 
45 除 以 3 的 余数 为 4,7,1,75 除 以 9 的 余数 为 7,1,4. 所 以 我 们 把 
4 前 面 的 系数 更 换 为 了 ,其 他 的 数 前 面 的 系数 仍然 是 4, 则 得 到 的 
和 是 9 的 税 数 . 故 以 下 我 们 可 以 假设 9 个 数 中 没有 一 个 数 除 以 9 的 
余数 为 1,4,7. 

i 由 于 9 个 数 除 以 9 的 余数 不 能 是 1,4,7, 并 且 9 个 数 不 全 是 
3 的 倍数 ,所 以 其 中 必 有 数 除 以 9 的 余数 为 2,5,8, 又 因为 9 个 数 的 
和 是 3 的 倍数 ,所 以 其 中 至 少 有 3 个 数 除 以 ?的 余数 为 2,5,8. 我 们 
把 其 中 两 个 数 前 面 的 系数 更 换 为 了, 其 他 的 系数 仍然 是 4, 则 得 到 
的 和 是 9 的 倍数 ， 

为 了 完整 性 ,我 们 补充 证 明 一 下 :8 个 0,2 个 3,2 个 1, 这 12 个 
数 当中 到 任意 9 个 配 上 系数 4 或 者 7 以 后 ,它们 的 和 都 不 可 能 是 9 
的 倍数 ， 

用 反 证 法 ,假设 可 以 从 中 选 册 9 个 数 , 配 上 系数 4 或 者 7 以 后 ， 
它们 的 和 是 3 的 倍数 .由 于 对 于 任意 的 整数 aa = 4a = 7afmod 
3), 所 以 取出 来 的 这 9 个 数 之 和 肯定 是 3 的 倍数 ,因此 两 个 1 都 不 
能 被 选中 ,所 以 这 9 个 数 只 能 从 8 个 0 和 2 个 3 中 去 取 : 

i 如 果 取 了 1 个 3 和 8 个 0, 显 然 无 论 给 这 个 3 配 系数 4,7, 它 
们 的 和 都 不 可 能 是 9 的 倍数 ; 

i 如 果 取 了 2 个 3 和 7 个 0, 我 们 只 要 关心 2 个 3 的 系数 就 可 
以 了 ,如 果 两 个 3 都 配 系数 4, 则 它们 的 和 除 以 9 的 余数 为 6, 韦 盾 ; 
如 果 两 个 3 都 配 系 数 7, 则 它们 的 和 除 以 9 的 余数 为 6, 矛盾 ;如 果 
两 个 3 一 个 配 系 数 4, 一 个 配 系 数 7, 则 它们 的 和 除 以 9 的 余数 也 为 
5, 矛盾 .所 以 这 样 的 取 法 是 不 存在 的 .所 志 我 们 找到 了 n = 12 的 
上 反例. 


从 
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1.98 ” 求 最 大 的 正 整 数 ,使 得 n 可 以 被 所 有 小 于 Yn 的 正 整 


数 整 除 . 


和 解 ” 令 [Yn] = 上 ,车 rn 2 牺 , 则 上 守 7, 故 


E 1 1 了 
k+l “Xi+1 字 8 
所 以 hk k+l) 


嚼 一 方 首 存在 正 整数 a,8,7 ,使 得 2 上 < 21 ,3 二 < 38+1， 
37 二 < 57+1, 由 已 知 n 可 以 被 2733 xx 了 整除 , 故 


na > 5x7x2o3p >5x7( 坪 )( 专 )> 


3 [Zr] > G+ 9 


但 是 亡 + 1 > Yn 上, 所 以 (上 上 +1) > mn, 政 盾 ,所 以 只 能 有 m 去 
49. 

(1) 车 廊 宇 5, 则 上 5 可 以 被 3 x4x5 = 的 整除 ,与 n 二 得 予 
盾 . 

(2) 车 上 =4, 则 可 以 被 3x4 = 2 吉 除 ,又 (k+1>n> 
局, 所 以 只 能 取 n = 24, 而 此 时 不 = [Yn] = 4 的确 满足 要 求 . 

所 以 n = 34 为 所 求 . 


1.99 {1) 设 p 是 一 个 奇 质 数 , 正 整数 满足 上 二 1{mod p)， 
求证 :对 于 任何 正 整数 n,p 整除 n 的 最 高 适 等 于 p 整除 1 + 


上 + 忆 +… + 可 1 的 最 高 寡 . 
(2) 设 正 整数 天 = 1(mod 4) ,求证 :对 于 任何 正 整数 ,2 
整除 的 最 高 寡 等 于 2 整除 1+ 上 大 + 所 +…+ 襄 -1 的 最 高 等 . 


证 明 (1) 令 
Fa) = + 可 四 
上 述 后 一 个 等 式 要 求 > 1. 当 上 > 1 时 ,由 题目 条 忻 ,k = pl+1， 
这 里 1 是 一 个 正 整 数 ,利用 中 ,有 


Am = 起 (CrD" -1 -三 2S(o07- 


Pam n+ Dp ® 


当 = 1 时 ,从 加 前 一 个 等 式 ,有 nj = .在 加 最 后 一 个 等 式 
中 ,如 果 旬 许 ! = 0, 仍 有 f(n) = ,因此 ,名 的 最 后 一 个 等 式 对 洪 
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是 1(mod p) 的 任意 正 整数 站 成 立 . 心得 体会 拓 广 疑问 
设 m 是 一 个 正 整数 ,用 v(m) 表示 p 整除 m 的 最 高 大 . 
如 果 能 证 明 
vO) + -1>uWa) ,j= 2,3,",n 加 
那么 ,从 四 和 图, 就 能 得 到 (1) 的 结论 . 
因为 
， -1 In-i+l 
Ci = n\n 及 i [9 十 [ey 
明显 地 ,我 们 有 
v0) 3 vn) - vj!) 加 
而 问 =12:3… -1)j. 计 算 放 中 pp 的 短 次 ,一 方面 这 竺 次 
是 y(j!), 田 一 方面 
vj!) = > [] ® 
Fal 到 
这 里 [ -] 表示 不 超过 上 的 最 大 整数 . 
从 轩 , 有 
可 : 工 - 
， i_ po _ 
"0D < oF Ii 名 
P 
因为 奇 质数 p 关 3 和 了 泣 2, 有 
jas20-D)e(tp-D(i-1) 多 
从 转 和 二 ,有 
vl} <j-l 二 


从 加 和 例 , 知 道 @@ 成 立 . 
(2)k = 41 + 1, 这 里 1 是 非 负 整 数 , 当 ! 是 正 整 歼 时 ,类 似 地 ， 
有 


fn) = 1+k+t 人 4 = = 
帮 [G +4D°-1]=n+ PD pp @ 


公式 昌 最 后 一 个 等 式 对 上 = 0 也 成 立 . 
对 王 2< 了 < mn, 如 果 能 证 明 


vOG) + 2 -2 >» vin) 中 
则 (2) 的 结论 成 立 ,类 似 (1) 的 证 明 , 有 
oD = Dj]< i @ 
利用 名 和 也 ,有 
v0) sw vn) -je vn) - (27 -2) B 


于 是 四 成立. 


?6 
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1.100 设 eez,…en 为 n 个 不 同 整 数 , 证 有 明 ; 所 有 分 数 


2 = 2 的 乘积 是 整数 ,其 中 ,1 为 整数 ,1 < 1 < 下 < 


证 明 ”我 们 的 目标 是 证 明 如 下 的 命题 ; 

对 任意 正 整数 ,erg - oll < ! < 下 雪 nn) 中 能 被 5 整除 的 数 
目 不 少 于 大- 11 < 了 < 有 <a) 中 能 被 5 整除 的 数目 ， 

由 此 特别 地 考察 = 严 ,p 为 任 一 质数 ,s > 1, 即 知 题 设 飞 积 
分 子 中 所 会 的 质数 p 的 宕 次 不 低 于 分 母 中 所 合 的 质数 p 的 每 次 ， 
由 此 命题 得 证 . 

设 ai,az,…yan 中 恰 有 六 个 数 被 5 除 余 i,i = 0,1,…,b -1， 
则 | 

Mo 二 页 二 十-1 二 玫 


从 而 声 -ml 三 1 < 上 声 nn) 中 能 被 5 整除 的 数目 为 
B21 | 
证 


Oi<jsb-l 站 天 让 < 三 
了 1 
;总 
[9 1 下 
所 以 
N= 6l, 之 Cn 下 - 的 OD 


同样 , 设 1,2,… .中 用 个 数 被 5 除 余 i,i = 0,1,…,b -1， 
则 庆 - 2 和 1 < sm) 中 能 被 卢 整 除 的 数目 为 


，_ 工 ， 下 县 
车 51n, 设 n= 叫 , 则 mo = mp = R= 由 人 吉 、 
名 即 可 知 N> WN. 


著 5tn, 设 n= mb +r,0 < re 此 时 mo mo 都 等 于 
mm 二 1 而 Rn'p_1 都 等 于 mm. 又 由 于 mm, 开 -1 之 和 为 
n= 三 m6 +r, 故 其 中 有 一 项 不 超过 严 , 不 芒 设 六 芝 mtO 二 上 苹 
b -1) .现在 于 aaz, an 中 添加 一 个 整数 ml 使 得 mm 被 5 
除 余 1. 于 是 上 - a; 形状 的 数 增加 m 个 
Ga+l 一 dlr nrl 一 全 2 各 +3 一 On 


其 中 有 六 个 数 能 被 5 整除 ,而 二 -i 形状 的 数 也 增加 个. 


(n + 1) 一 ],(n + 1) 一 2 (十 1) 一 吕 邵 1,2,…,n,; 其 中 


心得 体会 拓 广 能 问 


第 1 家 整除 与 带 余 除 法 
Chapter 1 Divide Fxactly amd Division with Remainder 


有 m 宕 n 个 数 能 被 p 整除 . 心得 体会 拓 广 疑问 
由 此 可 见 , 如 桌 证 明了 or- allasi<k 志 n+1) 中 能 被 5 

整除 的 个 数 邓 不 小 于 上 -TI<T< <na+Db 中 能 被 5 整除 的 

个 数 奸 ,加 可 推 知 = 玉 . 若 8 1n*+1, 则 与 前 面 51n 时 的 论证 

相 类 似 地 我 们 有 邮 > 及 ,从 而 六 > NN' 得 证 , 若 5 直 n+ 1, 则 我 们 

可 在 gq, 02;… ,9a4l 中 表 逐 次 添 人 着 于 个 适当 整数 ,重复 了 -fr 次 

上 述 论 证 ,最 终 将 得 出 N > N'. 


1.101 ” 设 正 整数 n > 4, 证 明 ; 存 在 正 整 数 e, 使 得 1 < a 志 < 


时 + 1, 并 且 oa" - a 不 能 被 整除 . 


证 明 ” 当 是 偶数 时 , 取 a = 2 即 可 . 
当 是 疝 数 时 ,对 于 任意 整数 e, 若 到 | a - a, 则 称 a 为 好 
数 ; 车 下 ar - a, 则 称 a 为 坏 数 . 
设 a,8 是 好 数 , 则 
(ab)" -ab = ar(btr Bb) + blo a) 
能 被 叶 整除 , 即 a8 是 好 数 ,而 
(an -a (n-a) = (nr -Cn ler + (C1) IC ltan 1 + 
(- Do) -tn-o)= 
nA -Cor-a)-n ,4 是 整数 
不 能 被 不 整除 , 即 n - a 是 坏 数 . 


假设 位 于 区 间 | 1 ,好 + 1| 内 的 正 整 数 均 是 好 数 . 


当 n = 5 或 7 时 ,2 不 是 好 数 ,但 1 < 2 < 斗 +1, 矛 盾 ! 


当 ma=48+1 天 32 时 , 依 假设 1,2,… 尘 +1 均 为 好 数 ,于 是 
3 应 为 好 数 , 但 3 = (45 + 1) -~ (+1T) 屋 应 为 坏 数 ,矛盾 ! 

当 m = 48+3, 天 关 2 时 , 依 假设 仍 有 1,2, ,+1 为 好 数 ,于 
是 308+1) = 3k+3 应 为 好 数 ,但 3 +3 = (4k +3) -上 又 应 为 
坏 数 ,矛盾 ! 

故 假 设 不 成 立 ,命题 得 证 . 


1,102 证明 :对 于 尾 意 正 整数 上 ,有 


51213° -32n + 4n-1 


证 明 ” 设 f(n) = 2" -32n2+24n -1, 于 是 目标 是 证 明 对 于 
任意 正 整 数 nn 有 


?3 


初等 数论 难题 集 ( 第 一 卷 ) 
The Collection of Dificult Problem of Flementary Function Theory[The Firs! Volume) 


5121 fC(n) OD 
由 于 512 = 攻 , 直接 证 明 Q@ 似乎 有 困难 .基于 一 种 递 推 的 思想 ,我 
们 去 转 而 证 明 
S12 | FO ,S12 | fin+1)- fn),n€EN @ 
在 加 中 ,f(1) = 0 显然 是 512 的 倍数 ,而 
Fa+i-ral = [3 32(n +1) -2(n+1)-1]- 

[3" _ 32n7 + Wn- 1] = 8(3" ~ Brn 1) 

于 是 设 gln) = 字 " - 8n - 1, 则 我 们 要 证 明 


64 1 gn) DD 
对 鲜 我 们 又 可 和 仿 上 转化 成 
G4 | gel) ,64 | gln+1)- gtn),n EN 鲜 


在 全 中 ,g(1) = 0 是 6 的 信 数 ,而 
gin+l)- gtn) = [Pt 8n+1)-1]-[3*-8-1]= 
B37 1) = 8(9 — 1) (9 49" + +1) 
也 是 4 的 信 数 , 故 四 得 证 .进而 可 得 图 . 包 、. 巴 , 亦 即 证 明了 题 设 
结论 . 


1.103 ” 试 求 出 所 有 的 非 负 整数 rn ,a,B,n z 0, 使 得 


(m1)l{n +1) 


解 ” 作 带 余 除 法 . 
a = 明 + rgsf 是 整数 ,0 < r < 有 有 
本 二 1 mm -I++ 于 1 
mp nl ml 
其 中 ,4 为 整数 


共 而 (要 -人 10 + 1) 等 价 于 (下 1 (n+ 1). 
当 = 1 时 ,zr = 0, 帮 有 {n -1)12, 即 = 2,3. 
当月 闪 2 时 , 易 见 束 数 mn > 2, 若 友 > 4, 则 有 

1 


Oc<n+rlesm!l+rled+1-= 


(ee -D+(2-3) < wm-l 
所 以 此 时 (me -中 下 Gn+ 由 车 友 所 4, 亦 即 n = 8 = 2, 此 时 有 
312 +1,r = 0 或 1, 于 是 r=1. 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 三 类 解 : (rn,a.8) = (2, 上 ,1),(3,k,1)， 
(2,2k + 1,2), 其 中 上 为 非 负 整数 . 


心得 体会 拓 广 笑 问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


心得 体会 拓 广 疑问 


1,104” 设 msn 是正 整 数 ,m + 上 + 1 是 大 于 n+1 的 质数 . 
记 c, = s(s + 1), 证 明 ; 


Comil 一 Ch) (Cm+2 一 key 一 | 


能 被 cc2… en 整除 . 


证 明 ”由 题 设 c= sls + 1), 可 得 

co- c= pp+1) -gqg+l)= (p- glp+tqg+l) 
于 是 
{cm+1 一 人 站 cms2 一 C2) (Cmrn 一 Ck) = 
[m+1—- km+l+k+1)]l[tm +2- Fm+2+ E+ 1 
[{(m+n- Elm+tn+k+1))= 
[Cm k+l)m— Ek+2) tm- +n)] x 
[Cm + kr)Cm+ k++) (m+ E+ n+ 1)] 

其 中 个 连续 瑞 数 的 习 积 

(m- k+l)(m—k+2) (mk+n) 

能 被 "1 整除 . 

n + 1 个 连续 整数 的 乘积 
+ 
能 被 (n + 1)! 整 除 .又 依 题 意 可 知 (m+ 上 +1,(n+1)!1) = 1, 具 而 
(m+ kti2 (m+rk+3) (m+k+n+l) 

便 能 被 (n + 1)! 整 除 . 
注意 到 cjey*es = nitn+ 1)1, 故 命题 得 证 . 


1,105 设 e,8 为 正 整 数 ,证 明 ; 只 有 有 限 多 个 正 整数 ,使 得 


(e+ 去) + (+ 羡 ) 为 整数 . 


证 明 问题 等 价 于 证 明 只 有 有 限 多 个 n 使 得 
2a1(2a+1ln+(25+1TDa. 若 nm 为 偶数 , 刚 (26 + 1)" + 《25 + 
1)" 被 4 除 余 2, 上 式 不 可 能 成 立 .车 = 为 奇数 , 则 

(2a + 4 2b + 1 = (0 42 +2)((2a + D+ 

(2 4 1)"2(26 + 1) + + (26 + 1)"1) = 

{2a + 2b + 2)* A 
其 中 4 为 奇数 ,从 而 2* | 2a + 25 + 2, 这 样 的 nn 显然 只 有 有 限 多 
个 . 


初等 数论 难题 集 { 弟 一 些 ) 
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心得 体会 所 广 疑问 


1.106 ”数列 io,1 由 等 式 >)au = 2* 给 出 .证 明 ;n | ea. 


证 明 设 5 为 长 为 n 的 不 循环 0,1 序列 的 个 数 ， 则 2 25 = = 


2", 鼓 a = 所 .又 对 每 个 不 御 环 的 长 为 的 0， 1 序列 可 通过 将 第 1 
项 移 到 最 后 逐步 产生 nm 个 不 同 的 不 循环 0,1 序列 ,从 而 n 1 mi. 


1.107 设 m 为 大 于 2 的 奇数 , 求 使 卫 呈 整除 mr - 1 的 最 小 


的 正 整数 n. 


解 设 m=29,2+9, 刚 
m= Cm Dom) + mi) + 1) = (mt 14 
其 中 4 为 奇数 ,于 是 

22001 mm _1o22m1m2 -1 

当 m 被 4 除 余 1 时 , 设 2 上 m1, 利 用 a?-1= {a+tl)(a-1) 
及 归纳 法 可 得 2:** | m2 -1; 当 mm 被 4 除 余 3 时 , 设 2 m+1, 旭 
类 似 地 有 2:** | m2 - 1 从 而 若 土 述 的 大 < 2 000, 则 的 最 小 值 
为 到 0-5, 若 上 > 2 000, 则 为 1. 


1.108 已 知 正 整数 a > 2, 求 证 :存在 无 穷 多 个 正 整数 上, 使 


得 nler -1. 


证 明 设 ml = 1,m il = a l= 1,2,-…. 由 a > 2 可 知 
数列 | ml 递增 .又 11e-1 若 下 1| 旺 - 开 刚 ar -1 = om - 
1 能 被 a - 1 = msl 整除 . 故 由 归纳 原理 知 存在 无 穷 多 个 正 整数 
n= nm; 刷 得 n 1 ar -1. 


1.109 记 


_ 二 :Cn+ 吉 +1)! 
So TD 


求证 :对 任意 正 整数 m,n, 有 mm1 | S。 ,但 对 其 些 正 整数 m， 
ma + 1) 5,,,. 


【英国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Fxactly and Division with Remainder 


证 上 朋 ”对 给 定 的 nN’ ,对 m ©N" 用 归纳 法 证 明 心得 体会 拓 广 疑问 
Sn = (1)" + 
当 m = 1 时 ,有 


设 对 某 个 m € N* 结论 成 立 , 则 
Snrin = + 


nltnt+m+l) 一 


( "nt m)! 4 Dm tnt+m)!l(n+ m+2) 本 
n! n! 
| 
(De Et Ltn m+2) = 
mrl Rt m+ 1)! 
(- 1) 


即 结 论 对 m + 1 也 成 立 . 因 为 C= EEN" ,所 以 
Sn = (1D)" et = (- 1 [pe 


' 
被 m! 整除 , 最 后 当 nn = 2,m = 3 有 时 ,5%,， = 的 不 被 
mltn+1) = 18 整 除 . 


1.110 整数 es > 1, 试 求 所 有 这 样 的 数 , 它 有 至少 整 除 一 个 


dn = a,nEN:. 


= 


【联邦 德国 数学 奥 宁 匹克 ,1977) 


证 阴 ”我 们 证 明 , 所 求 的 集合 加 由 所 有 与 数 a 互 素 的 数 m EE 
N* 组 成 .如 果菜 个 数 m € N’ 与 数 a 有 公 因 数 & > 1 , 刚 几 和 克 . 
事实 上 ,对 任意 nE N*, 有 


(an,a ) = (De ,= (1+ 2 ,a) = tl,a}= 1 
因此 a， 不 被 4 整除 ， 从 而 不 被 严整 除 ， 现在 设 m > 1, 且 (m,a) = 
1. 可 在 el ,eaz, ,enyantl 中 可 以 找 出 两 个 数 a 与 a,i > 六 它们 

模 m 同 余 . 这 两 个 数 之 差 
wa Da Sat = De 


k=D 上 = 放 k=j+1 


被 m 整除 .但 oz 与 m 互 案 , 因 此 
Qj-1 = Se 


二 工人 


被 m 整 除 (因为 m 关 1, 所 以 不 可 能 有 i -7-1=0). 因 此 mE . 
最 后 注意 1 € A. 
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1.111 若 r 是 1059,1 417 与 2312 被 4 除 后 的 余数 ,这 里 4 


是 大 于 1 的 整数 , 求 & -r+ 的 信 . 
【第 29 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 


解 ”出 已 知 
1059 = 1417 =2312 (mod ad) 
则 d12312-1417 = 895 
d 11417 - 工 059 = 358 
而 (895,358) = 179 
所 以 有 d 1179 
又 因为 179 是 索 数 ,d > 1, 所 以 
d = 179 
再 由 1 059 = 179 .5 + 164 
于 是 r = 164 


d-r= 179-164=15 


1112 (1)} 设 0 < a < 5 为 整数 ,证 明 或 否定 :在 任 一 由 个 
连续 正 整 数组 成 的 集合 中 , 存在 两 个 (不 一 定 是 连续 的 ) 数 ， 
其 有 萨 积 能 被 ab 整除 . 

(2) 设 0 < a < 6 < 6c 为 整数 .证 明 谍 否定 ;在 征 一 出 c 个 
连续 正 整数 组 合 的 集合 中 ,存在 三 个 (不 一 定 是 连续 的 ) 数 ， 
其 溢 积 能 被 eic 整除 . 

(加拿大 数学 现 林 匹克 训练 题 ,1988 年 } 


解 (1) 在 5 个 连续 整数 中 必 有 一 数 x 被 5 整除 ,也 必 有 一 数 
7 被 a 整除 . 

如 果 x 关 y, 则 xy 能 被 ab 整除 . 

如 果 x = y. 设 ee 的 最 小 公 人 局 数 为 四 ,最 大 公约 数 为 d, 则 

md = ab 

且 x 能 被 m 整除 . 

由 于 @ < 65, 所 以 
b 


de min(a,b - a) 所 六 


从 而 在 不 含 * 的 [二 ] 个 连续 整数 中 , 必 有 一 数 :能 被 4 整除 . 
于 是 xz 被 md = ab 整除 . 
因此 本 题 的 答案 是 肯定 的 . 
(2) 本 题 的 答案 是 否定 的 . 


即 可 以 找到 0 < ee< bxe 的 三 个 整数 ,使 ec 个 连续 正 整数 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 ”整除 与 带 余 际 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


的 集合 中 ,任何 三 个 数 的 积 不 能 被 abe 整除 . 心得 体会 拓 广 撒 问 

取 三 个 索 数 ,其 中 最 大 的 不 超过 最 小 的 2 倍 ,例如 7:11 和 13. 
令 

a a7:1,b =7.13,c=11.13= 143 
ape = P+. 112: 1 

考虑 区 间 [6 006 - 66,6 006 + 76] 中 的 143 个 连续 整数 . 

这 个 区 间 中 的 数 6006 = 6. 7.11: 13 能 被 a,&8 和 ec 的 任 一 
个 整除 ， 

由 于 区 < 76 < a < b < ce, 所 以 这 个 区 间 的 其 余 的 142 个 数 
均 不 被 a,8 和 和 e 中 的 任 一 个 整数 ， 

如 果 选 取 的 3 个 数 中 有 一 个 是 6 006 ,那么 其 余 的 两 个 数 的 来 
积 应 被 7. 11 . 13 整 除 , 从 而 必 有 一 个 数 能 被 ,5,e 之 一 整除 ,但 
这 样 的 数 在 上 述 区 何 中 不 存在 . 

如 果 选 取 的 3 个 数 中 没有 6 006 ,那么 这 3 个 数 均 不 能 被 a,b 
和 。 整除 ,所 以 这 3 个 数 应 分 别 被 下 ,11,13 整除 ， 

但 是 ,由 于 6006 = 35 1 后 +7.13. 

在 区 间 [6 006 - 66,6 006 + 76] 中 13 的 倍数 只 有 

35.169 4+2°.13,35.: 169 +3:13,..,35. 169 +12. 13 
其 中 没有 一 个 数 能 被 169 整除 . 

所 以 不 可 能 选 出 三 个 数 使 它们 的 涤 积 能 被 abe 整除 . 


1.113 ”证 明 ; 当 m 为 任意 自然 数 时 ,1 978" - 1 不 能 被 


1000" -1 整除， 


《第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 } 


证 明 设 1000"-1= d. 若 
1000" -111978” -1 
则 198 -1= kd,kEN 
即 198"-1-d=(k-1d 
1 98" — 1 000"™ = (Ek - 1)d 
2"(989" - S00™) = {&k —- Da 


因为 (2 ED) = 
则 有 d | 989" - 300” 
然而 989m - 500"” zx0 
且 989" - 500” < d 
这 是 不 可 能 的 .因此 
了 十 989m” - 500" 


于 是 1 978" - 1 不 能 被 1 000" - 1 整除 . 


Ei 
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1.114 ” 试 证 明 : 如 果 自 然 数 n > 4, 并 且 不 是 察 数 ,那么 从 1 
到 rn -1 的 连续 自然 数 之 积 能 被 n 整除 . 
《波兰 数学 竟 赛 ,1949 年 ) 


证 明 ”因为 n 不 是 素数 , 目 n > 4, 所 以 是 大 于 4 的 合 数 . 
于 是 存在 自然 数 p 和 4 ,使 得 
n=p:l<p<nl<gqg<n 
并 设 p 是 n 的 最 大 素 约 数 . 

(1) 若 p zz 9; 则 p 和 g 是 1,2,…,n -1 中 不 同 的 两 项 .所 以 
Pll:2+.(n-1) 
qll:2.. fn- 了 

从 而 ml 2 

(2) 若 p = 9, 于 是 m = 六 

由 于 nn > 4;, 所 以 p > 2,p* > 2p, 于 是 


> 2p 
所 以 p 和 2p 是 1,2,-…,n -1 中 不 同和 的 两 项 ,因此 
pll:2..,{n-1) 
2p11-.2.%.(n-1) 
进而 25211.2.….(n-T) 
n= pll.2..…-.(n-1) 
由 以 上 可 证 nll-2...{n-1) 


事实 上 ,我 们 还 可 以 证 明 重 强 一 些 的 结论: 
车 4 是 不 小 于 6 的 合 数 , 则 
nl(n -3)1 
事实 上 , 若 m = pg(l < p;4 < 1), 则 必 有 p 和 9 均 不 大 于 


中 一 了 全. 
否则 , 若 P 关 由 -3, 又 由 于 9 宕 2, 则 


pe > 2(n - 3) 
即 及 > 2n-6,n<6 
与 呈 沁 6 误 盾 . 
于 是 pn-3,gs<n-3. 
当 p 关 9 时 ,由 p<n-3,g 志 nn-3 可 得 
n= pitn-3)! 
当 p = 9 时 ,由 普 关 6 可 知 p 关 3. 由 此 得 
P23p 
n= p23p=2p+p22p+3 
从 而 2p Sn-3 


于 是 p 和 2p 为 1,2,…,n -3 了 中 不 局 的 两 项 ,从 而 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除法 
Chapier ] Divide Examly and Division with Rermainder 


p'2p1l(n-3)! 心得 体会 拓 广 疑问 
苑 有 n=p|(n -3)! 
因此 对 n = 6 的 合 数 
ni(n-3)! 


1.115 >x 与 y 是 两 个 互 素 的 正 整 数 , 旦 wy zz 1,n 为 正 偶 数 .证 


明 :x + y+ 


(日 本 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
由 题 设 (* ,7y) = 1, 则 
(xs +Yyyy) = 1 
(x+ yxy)=1 
( 蕊 当 m = 2 时 
x t= (x+ 2x 
因为 zy 头 1 所 以 x+y > 2, 从 而 
x+7t2xy 
进而 z+ y+ 
于 是 当 n = 2 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 当 n = 2k(E EE N) 时 ,命题 成 立 , 即 
yt 
那么 , 当 n = 2k + 2 时 ,由 于 
we + 2 一 (x + ¥) (+l + yt) _ xy (Cx + y*) 
而 {x+y:%7) = 1 
和 十 了 下 二 二 rt 
x yl (w+ yr ytl) 
x + yxy 4 yt) 
于 是 x 
中 = 2k + 2 时 ,命题 成 立 . 
由 (1) ,2) ,对 所 有 正 偶 数 ax + yx 二. 


1.116 是 否 存 在 满足 以 下 条 件 的 3 个 大 于 1 的 自然 数 ,其 中 
每 一 个 自然 数 的 平方 减 1 都 能 被 其 余 的 任何 一 个 自然 数 整 除 
吗 ?证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 全 个 教学 奥林匹克 ,1996 年 ) 


解 ”不 存在 .下 面 用 反 证 法 证 明 . 
假设 存在 三 个 大 于 1 的 自然 数 ec ,5,c, 不 妨 设 a 汪 且 党， 
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因为 上 1 -1, 所 以 (a,8) = 1, 又 由 于 心得 体会 拓 广 疑问 
alc-1lblc-l 
则 ablce-1 
从 而 
-la OD 
另 一 方面 ,由 a 守 c,5 > c, 则 
三池 1 加 
品 与 四 矛盾 ， 


所 以 不 存在 符合 条 件 的 三 个 自然 数 ， 


1,117 证明 :对 任意 自然 数 n ,表达 式 
A = 2903" - 803* - 464" + 261" 


能 被 1 897 整除 . 
(向 政 利 数学 奥林匹克 ,1899 年 ) 
证 明 ”将 数 4 写成 
A = (2903" - 464") -~ {803" ~ 261") 
由 于 2903 - 464 = 2439 = 9. 271 
803 - 261 = $42 = 2 , 271 
于 是 9 .271 | 2 903" - 464* 
2 .271 1 B03" - 261" 
所 以 
27114 二 
数 4 到 可 写成 
A = (2903" -803") - (464" - 261") 
由 于 2 903 - 803 = 2 100 = 7 . 300 
464 - 261 = 203 = 7.29 
于 是 7 了 .30012903” - 803" 
7 .291464" - 261" 
所 以 
714 @ 
因为 (271,7) = 1, 由 中 ,加 得 
271:.7114 


即 1897 【4 


Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


1.118 ” 证明: 如果 n 是 奇数 ,那么 46" + 296' 13" 能 被 1 947 


整除 . 
( 面 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 


证 法 1 已 知 表达 式 可 化 为 
46" + 296 + 13" = (46" - 13") + 297 + 13° = 
(46" - 13") +9 33- 13" 


由 了 于 46-13 = 33146" - 13" 
319:.33. 13" 
则 
33 | 46* + 296 . 13" DD 
已 知 表达 式 叉 可 化 为 


46" + 296 + 13° = (46" + 13") + 295. 13* = 
(46* + 13") + 5. 59.13" 
由 于 n 是 奇数 , 则 
46+ 13 = 59146" +13* 
5915.59. 13" 
于 是 


59 | 46" + 296 - 13° 地 


因为 {33,59) = 1, 由 人吉, 名 得 
3.50 = 147146° + 295+: 13" 


证 法 2 已 知 表 达 式 可 化 为 
46" + 296 .13 = 4 和 :46"1+29%6.13.13"'= 
46(46"-1 - 13-0) + (46 + 296 .13) + 13"-: 
由 于 n 是 奇数 , 则 n - 1 是 侦 数 ,于 是 
46° - 1¥ | 46"-! - 13"") 


而 462 -132 = 和 .33 = 1947 
于 是 1 947 | 46"-1 — 13""! 
及 46+296.13 =1947 .2 
从 而 1 947 1 (46 + 296 . 13) + 13""! 
于 是 1 947 | 46" + 296 + 13" 


1.119 证 明 : 击 7 个 自然 数组 成 的 公差 为 30 的 等 差 数 列 中 ， 
有 一 个 而 且 只 有 一 个 数 能 被 7 整除 ， 


{波兰 数学 竞赛 ,1954 年 ) 


证 明 ”公差 为 30 的 7 个 自然 数 可 写 为 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除 法 


心得 体会 拓 广 疑问 
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at+30a+2 M0.a+6: 0 OD 心得 体会 拓 广 疑问 
这 些 数 任 两 个 数 之 差 为 
r={(arrk:30)-—- (a+m:30)= {Fk-m):0 
这 里 坟 和 m 是 整数 ,并 且 昌 过 下 过 6 人 过 由 过 各 大头 天, 从 而 
~- 6s- mak- m0 
因为 (30,7) = 1,7 直 | 大- m1, 于 是 
Tt -m30 
这 就 是 说 ,中 中 的 7 个 数 a + 上 .30(% = 0,1,…,6) 中 任 两 数 
被 了 除 所 得 的 余数 互 不 相同 ,因此 ,这 了 个 数 中 有 一 个 且 只 有 一 个 
能 被 7 整除， 


1.120 ”对 于 正 整 数 ”与 大 ,定义 


Fln,k) = > rk-l 
rl 


求 让 : Fln,1) 可 整除 F(n ;大 )， 
(第 18 届 加 拿 大 数学 竟 赛 ,1986 年 ) 


证 明 ”注意 到 , 当 ”为 正 奇 数 时 
如 十 由 | 人 十 可 
对 = 分 为 奇数 和 偶数 讨论 . 
(1) 当 为 偶数 时 , 设 n = 21, 则 


F(tn,l) = F(2t,1) = p23 = it(2t + 1) 


Fln,k) 二 下 25) 三 D1 p21 = 


r=1 


> ，r2k-1 十 24 +1- r)&%-1 = 
r=1 r=1 


Tt 十 (2¢ + 1- r)2-1] 
因为 28 - 1 是 奇数 ,有 是 
r+ (2t+1-r)=2t+] 
则 2t + 1 |r-l + (2 + 1—- rr-l 
即 2t +11 Fn,k) 
另 一 方面 
Finsk) = Fl21,k) = 


t—} 
> [rat + (C22 Lt] 4 2 4 2024-1 
! 


由 于 + + (21 - r) = 24, 于 是 
EL 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除法 
Chapter 1 Divide Fxactly and Division with Remainder 吗 
从 而 :| Fin,k) 心得 体会 拓 广 疑问 
又 因为 上 与 2t + 1 互 素 ,所 以 
it(21 + 1) | Fen,k) 
即 Fln,l) | Fen,k) 
(2) 当 n 为 奇数 时 , 设 n = 21+1. 
Fn = PO 4 DD) = Mr = (i4241) 
Finsk) = Flat + 1,k) = 
Pi -1+ 2 + 2 + + I 
由 于 (21 +27 = 2(z + 1), 所 以 
tt | rl + (2 +2— r)! 
于 是 t+11 Fln,k) 
另 一 方面 
F{nsk) = FI21 + 1,k) = 
p> [rt 4 (C22 + 1 1] + (2 + 1)2*-! 
出 于 r+ (2 + 1-r)=2+l 所 以 
2 41 rl (2+ 1 rl 
手 是 +l1|l Fn,k) 
再 由 :+ 1 与 2+ + 1 互 索 可 得 
{£4+ (2 +1)| Fin,k) 
即 F(n,l) | Fln,k) 
综合 以 上 ,对 正 整 数 入， k 总 有 
Fin,l) | Flin,k) 


1.121 (1) 有 个 整数 ,其 积 为 n, 其 和 为 0. 求 证 : 数 n 能 被 
4 整除 . 
(2) 设 n 是 能 被 4 整除 的 自然 数 . 求 证 ;可 以 找到 n 个 整 


数 , 使 其 积 为 =, 其 和 为 0. 
(第 18 员 全 苏 数 学 与 林 匹 克 ,1984 年 ) 


证 明 【1) 设 a,,a2,… ,a 为 nn 个 束 数 , 旦 满足 是 设 条 件 
Gl d+ +a = 站 D 
12 玫 @ 
车 n 是 奇数 , 则 由 加 ,所 有 的 因数 mi = 1,2,…,n) 都 是 奇 
数 ,而 奇数 个 奇数 之 和 应 为 奇数 ,而 不 能 为 0, 与 D 志 着. 
所 以 m 必 为 偶数 . 
当 m 为 偶数 时 , 则 由 印 知 , 必 有 一 a 为 侦 数 ,再 出 中 知 , 除 oa 
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外 ,至 少 还 应 有 一 个 慢 数 ,否则 就 出 现 奇数 个 奇数 与 一 个 偶数 之 心得 体会 拓 广 疑问 
和 ,不 可 能 等 于 0. 

因此 ,在 a 中 至 少 要 有 两 个 偶数 ,再 由 四,n 必 能 被 4 整除 ， 

{2) 设 n 是 4 的 售 数 ,上 且 n = 4, 上 万 N. 

当下 为 奇数 时 

n= 2 (0-28) 1%-2. (1)* 
由 于 2+(-2k8)+1+t +1+(-1)+…+(-1)= 
tt 


C3E-2) 个 
2 2k+3-2-£=0 


所 以 可 选 1 个 2,1 个 -路 ,3 -2 个 1 和 # 个 -1 这 4 个 数 ， 


满足 要 求 . 
当 为 个 数 时 
n= (2 (2) :E(t 
由 于 
{—- 2 +-28) +1+ +1l+(-1)+"+(-1)= 


i 
-2-25+35+2- 天 = 站 
所 以 可 选 1 个 -2,1 个 -25,3 个 1 和 上 -2 个 -1, 这 4 个 
数 满足 要 求 . 


{k=-2) 沾 


1.122 zriyx2,,xn 为 +1 或 - 1, 并且 


其 1 次 2 第 3 和 4 十 车 2 党 3 车 4 革 5 二 革 3 革 5 十 二 第 


Kn -2 和 nm -1 各 np 和 1 十 和 nm-1%n%]1 和 2 + %n%132%3 = 0 
证 明 ;n 能 被 4 整除 . 
(第 26 局 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


证 明 ”由 于 乘积 
车 
都 是 +1 或 - 1, 且 其 总 和 为 0, 所 以 一 定 共 有 惕 数 项 , 即 n 一定 是 
个 数 2m. 


将 上 面 的 = 个 数 相 科 ,一 方面 ,其 中 的 + 1 和 -1 各 有 严 个 ， 
所 以 它们 的 恨 积 为 (- 1)". 
另 一 方面 ,在 乘积 中 ,xi ,x2,… ,x 作为 因数 都 出 现 四 次 ,所 
以 葬 积 为 + 1, 于 是 
(~ 1” = 1,m 为 个 教 
因此 & 是 4 的 信 数 . 


第 1 章 整除 与 带 余 陈 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Rermainder 


心得 体会 拓 广 颖 闽 


1.123 ”哲学 家 柏拉图 (Plato) 在 他 的 《法 律 篇 》 第 五 卷 中 , 讨 
论 一 块 土地 的 分 配 时 ,产生 了 这 样 一 个 问题 :寻找 一 个 数 ,此 


数 能 被 1 至 10 的 每 个 整数 除 尽 , 并 且 他 选择 了 5 040. 试 证 明 ， 
一 般 地 ,如 果 m 和 n 是 正 整 数 , 旦 mm < p ,其 中 p 是 比 mw 大 的 
最 小 素数 , 则 除 m = 3 外 ,m! 能 被 n 除 尽 ， 


证 明 ”项 5 < m, 则 问题 不 存在 ,所 以 我 们 假设 m < n < p， 
那么 n 是 复合 数 , 即 ma = mn ， na( 其 中 2 & ni m2). 

首先 假设 nt < mz; 由 切 比 雪夫 (Tschebyscheff) 证 理 ,在 mm 和 
2m 之 间 至 少 存在 一 个 素数 ,因此 有 


四 
nx<p<2m 和 MM<meF<m 


这 样 ,m1 能 被 nm 和 ns 除 尽 , 从 而 能 被 4 除 尽 .着 m > 3, 改 进 
的 切 比 雪 夫 定 理 给 出 


<p<2m—-2 


由 此 R22-4= n(2- 4)< ee 
于 是 ,在 剩 下 的 情况 nj = rz 三 m/2 下 ,m! 能 被 a)" 2n2 除 
尽 , 所 以 也 能 被 好 = x 除 尽 ,而 情况 m = 1,2,3 之 中 , 仅 m = 3 是 


一 种 例外 ， 


1.124 个 相继 的 正 整数 的 乘积 (n 是 奇数 ), 订 被 它们 的 和 


除 尽 ,除非 ”为 素数 .这 ”个 整数 的 算术 平均 值 可 被 = 除 尽 ， 
试 检验 n 是 偶数 的 情 帝 . 


解 ” 设 整数 n 是 奇数 ,而 p 是 n 的 素数 因子 . 

(Un = 2r+l= gpi,i > 0,s 不 能 被 p 办 尽 . 

车 m 是 算术 平均 和 值 ,n 个 相继 的 整数 为 ; 

(Dm rmrily,m+t+r, 

则 (2) 各 数 和 (号 ) 等 于 mn. 其 积 (x) 是 亚当 以 两 组 r 个 相继 
整数 乘积 , 即 

{mrtmr+t+l)--{(m-1) 

和 (m+)(m +2) {m+r) 
与 m 之 积 ， 


设 = + 名 ,0 < 8 < p, 则 由 
Pp £ 
2r+1l= 2ap+(25+1) = sp 
得 2b+1=p 和 a = 二 (sp -1) 
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于 是 对 所 有 的 > 2p > 3), 有 
六 > a = 十 (sp 1 > pa -1)> 二 

现在 上 面 两 个 相继 整数 的 集合 中 的 每 一 个 都 含有 a 个 每 组 p 个 相 
继 整 数 的 完全 组 . 因为 每 p 个 相继 整数 中 总 有 一 个 整数 可 被 p 除 
尽 , 则 这 个 整数 的 积 可 被 p* 除 尽 , 因 此 rr/m 可 被 p* 除 尽 ,从 而 
可 被 pi 除 尽 . 现 在 若 i = 1,(2) 中 的 :个 整数 可 被 p 除 尽 ,因而 
p/m 可 被 产 -1 除 尽 .于 是 rzm 可 被 p 除 尽 ,除非 = 1,i = 1 即 
n = p. 换 言 之 ,着 闫 p,p/m 可 被 n 除 尽 ,因为 对 n 中 某 一 素数 
它 至 少 能 被 在 n 中 的 每 一 素数 因子 的 最 大 次 方 除 尽 , 因 而 x 也 可 

最 后 ,如 果 nn = p,(2) 中 的 整数 中 只 有 一 个 可 被 p 除 尽 .如 果 
那个 整数 不 是 mw, 则 xm 可 被 除 尽 且 x 可 被 开除 尽 ; 若 它 为 mm， 
则 x 不 能 被 王 除 尽 . 今 若 n 是 偶数 , 则 n = 2 . a, 其 中 4 是 奇 的 
且 c1. 


设 4 个 相继 整数 是 a -二 n+ 1,4 -二 n+2,…,a + 十, 或 
(2a +1)-(n-1) {2+1)-(tn-3)... 
2 » 2 » » 
{2a+1D)-1 (2a+D+1.,, 
2 » 2 了 了 
{2a + D+{(n-l) 
2 


则 3 = Tn(2a #1) = 2°d(2a +1) 
且 若 我 们 把 与 两 端 等 距离 一 对 数 合 并 , 则 有 
x = [20+ -Cn 1 ia2e+12 -人 (一 3) ， 
Dn 
tt2a + 1 -122| 

显 热 ,x 可 表示 为 x = |m(2e+172+ 上 要/2" ,其 中 恬 是 某 一 整数 ， 
吾 &=1:3.5.7.……tna-1). 因 为 了 个 相继 整数 的 积 可 被 < 
除 ,n = 2°d 个 整数 的 积 x 可 被 天 除 尽 , 且 可 被 (2 除 尽 ,因而 自 
然 也 一 定 能 被 和 和 2 除 尽 .是 奇数 的 且 小 于 的 @ 也 是 中 的 一 
个 因子 .由 用 玉 和 m 表示 的 x 的 表达 式 , 知 蜡 除 尽 m2a + 1)?, 且 
因而 d(24 + 1) 除 尽 m(2a +1, 于 是 当 且 仅 当 d(2a +1) 除 尽 妃 
时 , 它 能 除 尽 r. 这 也 是 王 = 2:-1d(26 + 1) 是 的 一 个 因子 的 条 
件 ,这 是 因为 我 们 已 经 知道 2:-! 是 元 的 一 个 因子 .于 是 x 可 被 号 除 
尽 的 充 要 条 件 是 2e + 1 是 R/Vd 的 一 个 因子 .注意 到 如 果 整 数 都 
是 正 的 时 , 则 2a + 1 大 于 nn, 且 2a +1 基 和 丙 端 等 距离 的 任 两 个 整 
数 的 和 |. 

例如 :对 于 n = 2, 不 存在 两 个 相继 的 正 整数 对 于 它们 三 能 除 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 率 整 际 与 带 余 殊 法 
Chapter 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


尽 r. 对 于 mn = 4, 必 有 尺 = 3, 且 2e +1 必 为 9 的 一 个 因子 (大 于 心得 体会 拓 广 疑问 
4) ;因此 a = 4 唯一 的 组 是 3,4,5,6, 对 于 n = 6 有 于 /dz = 75; 因 

此 2a +1= 15,25 或 5 上 且 存在 三 组 六 个 相继 的 整数 , 即 它们 开始 

的 整数 为 5,10 和 35. 


1.125 设 aj < qa2 < < an < 2n 是 那样 的 正 整 数 ,它们 之 
中 没有 一 个 数 能 被 这 数列 的 任何 别 的 数 整 除 , 则 a > 2*, 这 


里 冯 由 不 等 式 3# < 2n < 34 所 确定 .并 证 明 :对 el 的 这 个 估 
值 是 最 好 的 . 


证 明 ”车 记 a, = 28c, ,这 些 是 奇数 , 则 各 不 相同 .因为 若 

两 个 不 同 的 a 有 相同 的 c, 则 & 的 一 个 将 被 另 一 个 整数 ,所 以 
@ = 2me ,es = 1,3,5,…,2n -1( 依 某 种 顺序 》 
首先 考虑 对 应 于 e = 1,3, 字 ,…,3*, 这些 a 的 一 个 子 列 它们 可 写 
为 
3 = 0,1,.,k 
于 是 我 们 必须 有 BL > Bi 以 避免 可 除 性 .所 以 推 憩 8B >- i 而 
且 
28 和 = 2 > 2 

车 a 属于 这 子 集 则 本 命题 得 证 ; 若 它 不 属于 , 则 ct > 5. 

现在 我 们 假定 与 题目 所 述 相反 ,有 

Ql = ela < pa -| 

故 cl < 3 

因为 我 们 已 经 指出 那些 e 是 小 于 2n 的 相 异 奇数 , 数 集 

e131 ,A = 1,2,3,.,b +2 
就 是 那些 c ,因为 它们 的 最 大 者 适合 
Iteel © 38+128-3 < 35+1322k-i-2 < At < Qn 
它们 确定 那些 a 的 一 个 子 集 
四 = 63125 ,A = 1,2,°,b1+2 

除非 这 些 不 同 并 且 每 个 刀 < ,否则 就 至 少 有 一 项 能 被 别 的 项 
整除 .但 是 这 是 不 可 能 的 ,因为 4 具有 5 + 2 个 值 并 且 至 多 存在 
bt + 1 个 不 同 的 不 超过 与 的 非 负 整 数 . 

为 了 证 明 对 于 最 小 项 的 估 值 是 最 好 的 ,我 们 对 于 最 小 元 素 是 
2+ 的 每 个 = 提出 a 的 一 个 集合 ,这 集合 可 按 如 下 的 二 维 表 格 来 定 
只 
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wi < 2n 且 与 6 互 素 


a = wi 其 中 13% < 各 < 34 


J 一 人 ,1 
容易 验证 这 集合 满足 题目 的 条 件 而 且 它 的 最 小 元 素 为 2*, 例 如 当 
nan 二 15 时 我 们 可 把 数 集 8,10,11,12,13,14,15,17,18,19,21,23， 
25,27,29 作为 这 个 集合 . 


1.126 证明; 无 论 在 数 12 008 的 两 个 0 之 间 添 加 儿 少 个 3, 所 


得 的 数 都 可 被 19 整除 . 
{第 58 局 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


证 明 ” 设 在 两 个 0 之 间 添 加 个 3. 
1203.…308 = 126.…6 相 -63.32 = 
a bd 一. 一 … 
个 让 n+] 个 
20 x63%32 -63..32 = 
| -一 .一 
n+] 个 n+ 个 


+I 赴 


于 是 对 任何 自然 数 ,题目 所 得 的 数 是 19 的 信 数 . 


(1) 设 a 是 有 理 数 ,5 是 最 小 的 正 整数 使 得 ba 是 一 个 整 
数 ,如 e 和 ea 是 整数 , 则 b 1 c. 


(2) 设 是 素数 ,p+ a,b 是 最 小 的 下 整数 使 各 是 一 个 束 
数 , 则 = p. 


证 明 ”由 带 余 除法 
c=tbg+rr Oxsreb 
故 rm = (ec- bqje = co - bga 
是 -个 整数 ,如 果 r = 0, 与 5 的 选择 邢 盾 , 故 r = 0, 即 1c, 这 就 
证 明了 (1). 
由 十 P “也 是 一 个 整数 ,由 结果 (1) 知 6 1p;: 克 上 8 =p 或 1， 


由 于 pa, 故 局 术 是 整数 ,所 以 5 zz 1, 于 是 推 得 5 = p, 这 就 证 明 


Tt{2). 
注 “利用 此 题 的 结果 可 证 素数 的 唯一 分 解 定 理 . 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 1 章 整除 与 带 余 除法 
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心得 体会 拓 广 疑问 
1.128 设 n25,2<bsn, 则 


sl 


证 明 如 果 < n, 则 5 -1)1(tn- 1!, 即 
-和 名 二 由, 但 外 二 是 整数 , 故 式 中 成 立 . 
如 果 5 = n,n 是 一 个 复合 数 且 不 是 一 个 素数 的 平方 ,可 设 


b=n= rns,l<r<s<n 
由 (n,n-1)=1 知 s<n-1, 教 
bb-1)-= rtn-i}yl(n- 151 


趟 中 成 立 ， 

如 果 中 = n= 严 ,p 是 一 个 素数 ,由 n= 产 守 5 知 

l<p<2p<pP-l1=n-l1 
玖 p,2p,n -1 是 小 于 的 三 个 不 同 的 数 . 故 
p*2p: (Rn-1)= 2 -1)1(n -1)! 

式 中 成 立 ， 

如 果 占 = na = p,p 是 一 个 素数 ,由 (p -1)1 + 1 = 0(mod p} 
知 

[人 =- [D+ 1]: 
Pp p p 


外-DI+i /i-Dl-(p-L 
p p 
即 p22] - -DID 


由 于 (p -1P) = 4 故 p 一 二 [外 二 二] , 式 四 成 立 , 


1.129 设 n>0,m > 1, 则 


| cm - miy 


证 明 ”因为 

[om my = Cm mm mm -中 = 
mr: me2 。 站 ml -1 一 
mm IIom -mn 


n = 1 时 ,结论 是 成 立 的 ;n = 2 时 ,21(mz - 1)(m? - m), 结 
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人 必得 休会 拓 广 暖 右 

论 也 是 成 立 的 . 现 设 n > 3 且 严 1 a!, 则 a = [J[ 切 ] ,如 果 人 
Fal 

Pp 1 总 ,此 时 因 

好 改 7 i | 

故 

如 果 p 直 mm, 则 (p,m) = 1， ee. 1 = 1(mod p) ,从 而 对 任何 ; > 

0 有 

所 1 mp-D _ 1 
而 1,2,…,n 中 为 stp - 1 形式 也 即 是 p - 1 的 倍数 的 个 数 是 
二] ,这 个 个 数 


| [> > ly]=« 
所 以 mm Dm DCm 1) = Hm _1) 


即 得 


把 n! 作 素 因 数 分 解 ， 并 考生 一 基数 ， 就 证 明了 | 社 Gm - 


mi). 


1.130 设 a >0,5 > 0,n > 0, 满 足 n1ar 一 矿 , 则 


gob 
“| 


证 明 设 到 | 2, 是 一 个 素数 ,a -b= t, 如 果 p 赴 1, 则 由 
lm 


(pt)=1 


ni 


第 1 章 ”整除 与 带 余 除 法 
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> 人 jw 和 心得 体会 拓 广 疑问 
iml 


因为 


| jb! _ n(n 一 Dn — + aiit - 
-1 
nn- Dn -i+t Db oD 

在 i = 1 ,ma 时 ,ii 中 含 六 的 最 高 方 等 是 

Sl i 
又 因 产 -11 6 | ns 所 以 从 式 趾 可知 

n 。 ， 
p™ | (Dani, = 1 


Qa" -后 


即 Pp" a-b 
把 a 作 素 因数 分 解 并 考察 每 一 紊 因数 ,就 证 明了 n| 全 二 六 


1.131 任 给 7 个 整数 aij 二 az 和 gg 所 四 所 上 5 反 上 6 去 g， 


可 在 其 中 选 出 4 个 整数 其 和 被 4 整除 . 


证 明 ”对 模 4 有 轨 个 剩余 类 
{10}, 11} ,121 ,13} D 
如 有 困 7 个 数 分 布 在 四 个 类 中 ,不 失 一 般 性 , 设 a 在 I0| 中 ,as 在 il 
中 ,oy 在 {2i 中 ,在 13| 中 ,如 果 a; 在 和 或 121 或 13| 中 ,分 别 由 
al+t+ oat oat+am0+l+2+1 = O(mod4) 
或 dro aatoaml+2+3+2 = 0(mod4) 
或 ar+ea+ad+6 二 0+2+3+3 二 Oomod4) 
知 结论 成 立 . 如 果 as 在 10} 中 ,再 对 ak 或 ar 作 同 样 的 讨论 ,如 果 
as: 956: 97 都 在 10| 中 ,由 
gt+ oest+at+as0+0+0+0 = Omod 4) 
知 结论 成 立 ， 
如 果 了 个 数 在 中 的 三 类 且 仅 在 三 类 中 , 共 分 四 种 情形 :分 布 


在 

101 ,11} ,12 © 
中 ,或 分 布 在 

101 ,111 ,13! (0 
中 ,或 分 布 在 


101 ,121 ,131 地 


官厅 数论 淮 是 集 ( 第 一 捧 ) 
The Colioction of Diffioult Problem of Elementary Function Theory( The Firat Volume} 


8 


中 ,或 分 布 在 心 舞 体会 拓 广 疑问 
和 上 12} ,13} @ 
中 . 先 讨论 第 一 种 分 布 , 有 一 类 含 给 定 的 数 如 果 比 3 大 , 则 至 少 有 4 
个 数 在 同一 类 中 , 设 为 a1,a2;63;a4; 则 
Ql + 2 + 4 + 04 mm eal s OC(mod 4) 
所 以 可 设 每 一 类 不 超过 三 个 数 , 设 maa,as 分 别 属于 10} , {1|， 
[21 ,如果 a4 在 11| 中 ,由 
Qtatoaotaa=0+l+2+1 = Omodd) 
得 证 ;如 果 as 不 在 11 中 ,对 as 或 oe 或 a7 可 作 同 样 的 讨论 ,最 后 ， 
如 果 a4, 4s;a6; 07 都 不 在 1} 中 ,可 设 m4 在 {0i 中 ,ay 在 {21 中 ,由 
Qt ataatao=0+2+0+2 = Omod4) 
得 证 .对 于 国 . 由 .加 三 种 分 布 情况 ,分 别 有 
O04+0+1+3=11+3+1+35 0(mod 4) 


和 0+2+3+3=0+2+2+0 = 0(mod 4) 
和 1+2+2+3=1+1+3+3 = 0(mod 4) 
得 证 . 


对 于 7 个 数 分别 仅 分 布 在 一 类 或 仅 分 布 在 两 类 中 的 情形 , 因 
为 至 少 有 一 个 类 会 4 个 数 , 故 结论 成 立 ， 

注 ” 题 中 数 7 不 能 再 改 小 了 ,因为 6 个 数 0,0,0,1,1,1 中 不 存 
在 这 样 的 四 个 数 , 设 n 3 2, 是 否 对 于 任意 给 定 的 2x - 1 个 整数 ， 
都 能 从 中 选 出 个 整数 ,其 和 被 n 整除 ?由 于 2n -2 个 数 m = 0， 
al = Ti = 1,…,n 一 1) 中 不 能 选 出 n 个 数 其 和 被 4 整除 ,所 
以 2n -1 不 能 再 小 . 


1.132 设 0<ka 又, 且 上 & 的 任 一 素 因 数 p < n, 则 


Eln! 全 


证 明 设 p|k, 由 于 p < n, 故 pl ml. 
现 设 p* | k,s > 1, 由 于 上 < 全 , 故 n 2 天 ,如 果 产 | n!, 则 


有 
<> | > [2] = 2p > 2 
因此 p* i nm1， 
最 后 , 设 p2+1 1 上, 如果 4m < n,p* jn1, 则 
e > [有 > 4p > 2s+1 


故 p2t na 如 果 4P > n, 则 有 


第 1 章 整除 与 带 半 除法 
Chapter 1 Divide Exactly and Diviaion with Remainder 


4p' 3 nr 2VPp ,2p2P pnp 心得 体会 折 广 缮 问 
于 是 在 pn! 时 
n pr +] 
e> [请 “+ [全 2]> 2 + + [5 ] - 
14+ 关 + 下 1+2+2 = 2 23+1 
故 p>*11 8 .因此 , 式 人 名 成 立 ， 


1.133 设 p > 3 是 一 个 素数 , 且 


[地 


号 = > Dn 十 
则 P 整除 5 的 分 子 . 


证 明 ”由 于 可 以 把 级 数 $ 中 的 偶 次 项 之 和 写成 


人 

p 2 

旺 << 量 ktp &) 
由 于 p> 3 是 素数 ,号 < 大 < 三 时 ,p 下 到 pp -下 ), 故 上 式 分 子 中 
因数 p 不 公约 去 , 即 革除 8 的 分 子 . 


1.134 证明, 任意 堆 个 连续 的 且 小 于 或 等 于 2 005 的 正 整数 


中 ,至 少 存 在 一 个 整数 能 被 其 各 位 数字 之 和 整除 ， 


证 明 “证 明 这 连续 的 18 个 数 中 一 定 有 两 个 数 是 9 的 倍数 , 且 
它们 的 各 位 数字 之 和 能 被 9 整除 ， 

由 于 小 于 或 等 于 2 005 的 正 整数 的 各 位 数字 之 和 最 大 是 28， 
所 以 ,这 两 个 数 的 各 位 数字 之 和 只 可 能 是 9,18 或 27， 

若 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 9, 命题 显然 成 立 . 

若 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 27, 则 只 可 能 是 999 
或 1 998 或 1 989 或 1899, 前 两 数 均 可 以 被 名 整除 ;着 为 1989, 则 
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1 980 或 1 998 满足 条 件 ; 若 为 1 899, 则 1 890 或 1 908 满足 条 件 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
车 这 两 个 数 各 位 数字 之 和 均 为 18, 则 这 两 个 数 一 定 有 一 个 是 
偶数 ,这 个 数 能 被 18 整除 ， 


1.135 用 nt! 表示 [(n1)1] 1 等 等 ,n(1)? = ,延明 ;对 于 
契 守 2 有 


五 人 


(nl Yin a 1 "21]! 


是 一 个 正 整数 ， 


证 明 ”我 们 知道 任何 几 个 相继 整数 的 积 可 被 =1 除 尽 . 
现在 nm( 094 是 na(12 个 相继 整数 的 积 . 我 们 将 这 些 数 分 成 mn 
个 相继 整数 组 , 则 有 
[na -II[a-IITaC2 -111…[aCly2-2 1]! 
n 守 2 
个 组 ,因为 
nl = nC) R22 11 = 
RD [ma In( R21]! = … = 
ntno Dla!t -la -1]! 
于 是, n{1)* 可 被 


Cn ty- nt a 


1.136 ” 求 一 对 正 整数 za,5, 满 足 
(labta +z) 不 能 被 了 整除; 


(2)ta + 565)”- a -如 能 被 刀 整除 ,验证 你 的 答案 ， 
(第 25 届 国 际 教 学 身 补 匹克 ,1984 年 ) 


解法 1 设 正 整数 ,2 满足 题目 要 求 ,并 令 上 = 1, 由 于 
at) -a = Taba +t ba + ab + BY 

因为 7 十 abla + 4b), 则 应 及 | a? + ab + 上 ， 

为 此 我 们 寻找 a, 使 Pla? + e+1. 

设 m= ?krr =0,+1,+2,4+4. 

外 7 了 efa+1), 则 rx¥0,-1. 
a+a+l= 4 +7k2r+1})+r+rrtl 

易 知 r=-3 时 ,71 忆 +r+l 从 而 71@2+a+1, 此 时 
q+a+rl= T7762 Sk+1),a = 7k-3 

皇 没 亡 = 7h +rmr=0,+ 上 l,+2 +3, 则 


第 1 装束 除 与 带 侨 陈 法 
Chapter 1 Diside Exaotly end Division with Remainder | OI 
TR SkE+1 = TA9h? + 14hr) — 35h + 7r? -Sri+t 心得 体会 拓 广 疑问 
易 知 rn = 3 时 ,7 了 1- Sr + 1, 从 而 7 147 局 - 55+1. 此 时 
TR -SE+1 = Th + 3h + Tk = Th+3 
为 使 7 了 1 天 局 37 +7, 具 须 7 |, 令 玉 = 71, 则 必 有 
7 FR +r +rIPIIR -SE+1 Flara+l 
此 时 a = Ft+18,8 =1. 
特别 地 取 : = 0 时 ,a = 18,68 = 1 是 所 求 的 一 组 解 ， 


解法 2 由 

TI(a+tb) -oe -b= 7ab(a + bla + ob + bY) 
及 Ttabla+ b) 
可 知 ,应 有 Pla+trab+t+h 

下 面 我 们 求 满足 方程 o + ob + 闻 = = 343 的 正 整 数 对 .由 
于 

(arby -ab= or+raob+bh 3 

则 3 四 < 343,0 < 114 
于 是 有 343 < +t be M3+114 = 457 
解 得 19<a+s2i 


令 a+ = 19, 此 时 可 得 a6 = 18, 解 得 a = 18,b = 1, 容 易 
验证 这 是 一 对 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 . 


1.137” 求 一 对 正 整 数 ,5 ,满足 
(1)}ab(a + 4b) 不 被 7 整除 ; 


(2)(a+5) -a -如 被 整除 . 
验证 你 的 答案 . 


证 明 ”我 们 试图 寻求 形 如 a 和 8 等 于 1 的 正 整数 对 ,此 时 
gta =7a0+ra+ly 
可 和 见 由 7ala+l1) 知 a = 7k+r, 上 是 整数 ,而 rr = 1, 2, +3. 
这 样子 1 (Ca + 5) - a -的 必要 充分 条 忻 是 玉 1 a2 4 a+1. 容 
易 验 证 当 r =-3 时 ,7| a2 + a + 1. 并 和 且 
att+at+l= CGO- 323+(7-3)+1s= 
T0782 Sk + 1) 
下 面 是 确定 ,使 闫 17 忆 -5k+1. 设 = 7h + 9, 其 中 及 和 4 为 
整数 ,并 且 D < g < 7. 易 知 g = 3 时 717 妃 - 55 +1, 并 且 
TR Sk+1 = 7007h + 3 -5h -2) 
类 似 地 确定 ,使 71 (7h + 3》 -54 一 2. 可 验证 = 7m(m 非 负 
整数 ) ,进而 
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k= Fn+3, a= Pm+18 
特别 地 , 设 m = 0, 可 得 a = 18, 即 a = 18 和 5 = 1 就 是 符合 要 求 
的 一 对 正 整 数 . 


1.138 试 找 出 不 能 表示 为 和 一 2 的 形式 的 最 小 正 整数 ,其 


中 ga,5,c,d 都 是 正 整 数 . 
(性 罗斯 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”符合 题 意 的 最 小 正 整数 是 11. 
我 们 有 


假设 11 = 2 2 
不 失 一 般 性 ,可 设 a > b,c > di 记 m=a-b,n=e-d, 
& = 5 - .于 是 得 到 
11(2" -1) = 24(2m ~ 1) 
该 式 无 端 为 奇数 ,因此 上 = 0. 易 知 n = 上 不 能 使 该 式 成 立 . 市 
如 果 m> rn > 1, 则 2" -1 与 2" -1 被 4 除 的 余数 都 是 3, 从 而 该 
式 堪 端 被 4 除 的 余数 为 1 , 右 端 却 为 3, 此 为 涵 盾 . 


1.139 ” 求 使 表达 式 


人 -je 


的 值 为 整数 的 所 有 正 整 数 ,5,e. 
{斯 党 交 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ” 由 于 问题 的 对 称 性 ,我 们 考虑 a .6 < e 的 情形 ， 
注意 到 表达 式 的 值 是 整数 , 则 有 
abc 1 [Cab ~ D(be ~- (ca - 1)] 

即 abe ll (arbie qbe -二 ?ce -ap + bh +ac+ie-1) 
则 abc | (obp+oao+be—1) 
克 ebcaab+tratbe-l<abtraticascltarat+68) 
从 而 ab <2a+b3b 

于 是 < 3. 

如 果 a = 1, 则 


第 1 闪 整 陈 与 带 余 除法 
Chapiay 1 Divide Exactly and Division with Remainder 


obltb+e-1) 心得 体会 拓 广 疑问 
且 be-b-et+l= (bt-D(e-l)<0 
这 必然 导致 = 1( 或 < = 1, 但 & < ec). 
如 果 a = 2, 则 
2 | (be +26+2c-1) 
于 是 bees2b+2c-1<2b+2cede 
从 而 Bb < 4. 
若 取 8 = 2, 则 有 4e | (4e + 3), 从 而 4c 13. 这 是 不 可 能 的 . 
车 取 5 = 3, 则 有 6c | (5e + 纹 , 从 而 ce 志 5. 
检验 所 有 情形 ,可 知 只 有 。 = 5 是 可 能 的 ， 
因此 ,所 有 的 解 ( 按 设 定 的 排列 ) 是 (1,1,c) 和 (2,3,5) ,其 中 
是 任 章 的 . 由 于 问题 的 对 称 性 ,s,5,e 的 顺序 是 任意 的 , 故 所 求解 
为 
(1,1,ce), C1,e,1), Ce,1,1),(2,3,5), (2,5,3) 
(3,2,5),(3,5,2),{5,2,3),(5,3,2) 


1.140 ” 求 正 整 数 n, 使 得 1 + py 二 二 二 是 一 个 整数 ， 


【斯洛伐克 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 当 ns 1,2,3 时 ,和 式 分 别 为 1,3,5, 是 整数 ， 
当 n > 3 时 


站 了 .0 n 互 ~ 
11 + 21+ (naltn- Ditat™ 


村 使 其 为 整数 , 分子 一 定 能 被 - 1 整除 ,于 是 ,mn + 1 能 被 
n -1 整除 , 即 2 能 被 -1 整除 . 故 n ~ 1E 11, 外 ,不 可 能 . 
所 以 和 式 为 整数 当 且 仅 当 m € 和 ,2,34. 


1.141 求 满足 方程 
Prt 2 7) = r+ (x7) 
的 所 有 整数 解 (*,y)， 


( 白 便 罗 斯 教学 奥 宁 匹克 ,2004 年 ) 


解 ” (0,0),(24,12),(27,9). 

易 知 , 若 y = 0, 则 x = 0. 

设 y 0, 则 已 知 方程 

Pty = (+YyIY -yes 


了 


所 以 ,好 = 1, 即 5=+1. 
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yr yr = x ys 

Fx ty) = x+) 

Fry) = (xr) [rr + le 
ys) = (x + ye 

记 d= (zy7) >0, 则 x = gd,y = 妇 , 其 中 (a,b) = 1. 于 是 ， 


dola ~ bY = (a + b)o? oD 
显然 ,(e2, 要 ) = 1,(a+b,b) = 1, 且 
bla+t ba? 
因为 a + 6 否则 ,由 式 吕 得 a -58=0, 则 a = 8 = 中 ， 


车 5 = 1, 由 式 中 得 
da-1)?= (a+1)e 二 
显然 ,a -1 00. 
a-1)l(ta+l)e, 有 (ea,a -1) = 1, 则 有 
(a-12lfe+1l) 


因此 ta-lD)l(ta+1) 
六 (a+l1)-(a-1)=2 
所 以 (a -1)12 

故 有 以 下 四 种 可 能 ; 


当 g--1= 1 时 ,a = 2; 

当 a-1=-1 时 ,aa = 0; 

当 g -1=2 时 ,a = 3; 

当 g -1=-2 时 ,gag =-1. 

代入 式 加 可知,a = 2,a = 3 满足 条 件 . 

当 a = 2 时 ,2 = 12, 有 (x,y) = (24,12); 

当 @ = 3 时 ,gd = 9, 有 (x,y) = (27,9). 

车 8 = -1, 由 式 中 得 

da+1) = (0-1)e [ey 

则 (at+l ta -1a 

但 (a,a + 1) = 1, 则 有 

(a+1)1(a-1) 


因此 (a+l)}lta-1) 

严 (al1)-(a+i = 一 2 

所 以 (a +1)1(-2) 
故 又 有 下 面 四 种 可 能 : 


当 a+1=1 时 ,a = 0; 
当 a +1=-1 时 ,a =-2; 
当 g +1=2 时 ,ag = 1; 
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当 g +1=-2 时 ,a =-3. 心得 体会 拓 广 疑问 
代 人 式 图 ,由 a > 0, 没 有 符合 条 件 的 解 . 
所 以 要 求 的 实数 对 为 


(0,0),(24,12), (27,9) 


1.142 设 a,b,c 是 正 整数 ,上 且 
ab | efter e+1),c +1) ia+b) 


证 明 ;a,& 中 有 一 个 数 等 于 c, 另 一 个 数 等 于 co ~- e + 1 
( 悍 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 : 如 果 x 和 7 是 正 整 数 ,= 是非 负 整 数 ,日 满 
足下 > n, 则 
2 1 
x+y n+ 
实际 上 ,了 > RR 可 以 改写 成 
(x—- nly—-n)}>n 
于 是 有 %* > ny > nn. 
设 %=n+t+ 由 ,YY = n+ 届 , 则 
dd = (x -ny-n)= n+tr 
这 里 di 全 d2, rm 均 是 正 整 数 ， 


因为 
(四 -1 有 -1 
所 以 d+del+dd=l+n+t+r 
叉 因 为 对 于 任意 的 4 > 0,r 宕 1, 有 不 等 式 


r 1 
+r 字 A+1 


2 
XY La + didz + nltdi + d2) 国 r 

则 = 2n+t+ di+d, Raat+d+d 
rr __ ~ JJ 
Rmtltr> tnr2n+2 


当 且 仅 当 * = Rt+t1y = 并 +n+1 或 y= n+1,x= 克 椒 
n+ 1 时 ,上 式 等 号 成 立 ， 
根据 已 知 条 件 ,存在 正 整 数 p 和 49, 使 得 
cfecz-e+1l) = pob,o+b = gqg(e +1) 


列 ceo-etlD) mob wy 
ce2+1 a+t+b x+ry 


其 中 x = pgasy = pgb; 且 
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YY 


= 一 E+ 五 >c-1 
T+ ec 十] 
因此 由 前 面 证 明 的 结论 可 得 
ay 1 _ cele -c+1) 
T+ (ece-1l2+2tc-1)+2 一 ci+l 


等 号 成 立 的 条 件 是 yx = cy = (cc-1?+(c-1)}+1=ce- 
c+1l 或 x = co-c+tly= ce， 

由 于 c 与 -e+1 和 芋 质 ,由 x = pga:y = pgb, 可 知 p=g= 
1. 

靶 a= cb=c--e+l 或 w= ci_ece+rl,b= ee， 


1.143” 求 最 大 的 整数 上 ,使 得 满足 下 列 条 件 ; 对 于 所 有 的 


整数 x,y ,如果 xy + 1 能 被 上 整除 , 则 x + y 也 能 被 整除， 


解 ”只 须 考虑 = | [pk(p; 是 质数 ,a > 0) 


取 (x,k) = 1, 则 存在 mEZ,;, 半 1<m 声 上 -1, 使 得 
mx = - l(mod £) 

令 y = mr, 则 上 1 (xy + 1). 

由 条 件 有 天 1 + YY) ,BPEl m+ Dx (m+ 1)w?, 

Ei {m+1),WEI Cx- 1), 

故 x? = 1{mod pi) ,对 任意 p; 和 x(pi 直 x) 均 成 立 . 

因此 p; 三 2 或 3 大 = 2° 38. 

又 对 任意 x*,2 直 x, 有 x? = 1(mod 2°). 

故 a < 3( 注 意 到 任意 奇数 的 平方 模 8 余 1, 而 机 16 则 没有 这 
样 的 性 质 ). 

同 理 ,8 < 1. 

所 以 大生 8x3 = 24. 

下 看 证明,24 满足 要 求 . 

若 存在 *,y 和 Z; 使 24 | (xy + 1), 则 

(x,24) = 1,(y,24) = 1 
xy¥ = 1,5,7,11,13,17,19,23(mod 24) 

由 于 对 固定 的 a,ax = - 1(mod 24) 在 模 24 下 有 且 仅 有 一 解 ， 
且 xy 三 -1{meod 24), 寺 是 
= (mod 24),Y = 23tmod 24) 
5fmod 24),Y = 19(mod 24) 
Fmod 24),Y = 17(mod 24) 
lltmod 24),y = 13(mod 24) 


x 
x 
i 
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无 论 取 哪 种 情况 , 均 有 24 1 (x + 7). 心得 体会 拓 广 疑问 
故 & = 24 即 为 所 求 . 


1.144 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 a1,a2,…,an,n > 2， 
于 (9 - ) 能 被 1L (j ~ i) 整除 . 


Jei<jun Isicjen 


(土耳其 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 ” 设 mxz ,xm 和 yy2，… ,Ym 是 两 组 非 零 整数 . 如 
果 对 任意 大 于 1 的 正 整 数 记 ,都 有 x ,22 中 能 被 整除 的 数 
的 个 数 不 包 于 yy2,… ,Ym 中 能 被 整除 的 个 数 , 则 

1X2… Kn | FLY2 Ym 

引 理 的 证 明 “” 设 乓 本 表示 x1,%2，… 中 能 被 大 整除 的 数 
的 个 数 ,g() 表示 y 和 2 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 . 对 质数 
p 和 非特 整数 *, 定 义 册 (xz) 为 | x | 的 质 因数 分 解 式 中 p 的 筹 次 . 

对 任意 的 质数 p 


Vwiw2""" wn) = Ds) = > | {kgIAE Dp lx)l l= 
TH, DREZL up 1 xi 1= 
Tie 有 1 区 | 1= > on 


同 理 WY) = 2 8p) 


而 所 六) 和 g(p*), 教 
Vo rim Nn) EE VY Ym) 
又 因为 可 取 任 意 质数 ,所 以 


XEN Wn | FY Ym 


下 面 证 明 原 题 ， 
著 Qs 21" On 中 有 两 个 数 相等 , 则 
lI Co 一 di) 三 
故 I G-a (wm 


【二 < 


车 a1, 02 ,on 两 两 不 等 ， 下 面 证 明 ， 对 性 意 正 整 数 &,(j - 
让 ai<j<n) 这 避 个 数 中 能 被 £ 整除 的 数 的 个 数 不 多 于 
(0 - a0(l 二 i<j 了 <n) 这 局 个 数 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 . 

对 n 用 数学 归纳 法 ， 

当 nn = 2 时 , 命 三 显然 成 立 . 
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假设 命题 对 n - ! 成 立 ,证 明 命题 对 = 也 成 立 . 

着 天 2 nm-DDI<Si< < 4) 这 个 数 都 不 能 被 x 整 
除 ,所 以 ,命题 成 立 - 

车 < n, 由 抽 展 原理 ,在 ol, aa，%…an 这 5 个 数 中 一 定 存在 


[1] + 1 个 数 模 上 的 余数 相同 ,不 妨 设 其 中 一 个 是 a. 于 是 ， 
(os - a)(1 < i n) 这 -1 个 数 中 至 少 有 [一] 个 能 被 整 


除 ,而 (n - 门 (1 < i < n) 这 wn -1 个 数 中 恰 有 [三 个 能 被 
整除 . 

由 归纳 假设 ,(o -aj)(i<i<jsgsn-1) 这 已 .个 数 中 能 
被 下 整除 的 数 的 个 数 不 少 于 (7 -站 (1 i<j<n-1 这 位 .个 
数 中 能 被 整除 的 数 的 个 数 . 

所 以 ,(o - a) (1 < i < 了 < 1) 这 已 个 数 中 能 被 8 整除 的 数 
的 个 数 不 少 于 - 站 (1 < <js<n) 这 人 忆 个 数 中 能 被 上 整除 的 
数 的 个 数 . 

因此 命题 对 n 也 成 立 . 


由 引 理 得 
[!{ G- 引 | i 《% — oi) 


1i<jn 


1.145 ”已 知 正 整数 x 和 y 满 足 2x? - 1 = vy . 


证 明 : 如 果 x* > 1, 则 yx 可 被 5 整除 . 
(人 虱 轩 斯 教学 奥林匹克 ,2005 年 )》 


证 明 ”本 解答 中 的 字母 均 表 示 整 数 . 
令 1 = ,由 等 式 2x: -1 = ys5 推 知 
H+1l= (t+ 1+1) = 2x 
由 于 避 -1+ 1 恒 为 奇数 ,所 以 或 者 
f+ = 2 +1= 
或 者 t+1 = 6u,0 -t+1= 3 
这 是 由 于 ,如 果 e = (i+1, 忆 -t+ 让 ), 则 a = 1 或 a = 3. 事 实 上 ， 
我 们 有 
+l= {tt-2)(t+1)+3 
由 此 可 见 , 如 果 g 是 这- t+1 和 1 +1 的 公约 数 , 那 么 d 必 是 3 的 
约 数 ,由 于 x > 1, 所 以 1 > 1, 故 有 
(12< -+L< 
这 表明 等 式 一 :+ 1 = 过 林 可 能 成 立 ,所 以 只 能 有 
t+l= y+1= 6o3 
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另 一 方面 ,由 于 心得 体会 拓 广 疑问 
(y+ +) = Fy- (y+1) 
所 以 (+ 1) - (y+ 1) 可 被 3 整除 ,因而 y? + 1 可 被 3 整除 , 亦 

即 y¥ = 3m-1. 
再 记 z = y= 3m -1; 风 可 由 题 中 等 式 2x? - 1 = 7y5 推 知 
+l= (e+li +2 2+1) = 2x 
如 果 ##- 有 + 式 -z+1 可 被 5 整除 , 则 立 知 题 中 结论 成 立 . 
否则 , 必 有 
(+1 oz-2+22-z+l = 
事实 上 ,由 太一 好 + 有 -+1=( 妇 一 2 和 ++3z 一 4ifz+1)+5 
可 知 ; 如 果 
B= (zz+lz-3+22-z+l) 
则 8 = 1 或 b = 5. 购 热 b 关 5, 所 以 8 = 1. 于 是 再 由 -+ 
于 ~ z+1 为 奇数 可 知 
z+l1= 2 -7+2-7+1=r 
但 是 由 于 z+ 1 = 3m, 所 以 等 式 浪 -有 + 于 -z+1 = 矿 的 左 端 
被 3 除 余 2, 而 其 右 端 被 3 除 的 余数 却 是 0 或 1, 此 为 不 可 能 . 
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第 2 章 因子 与 倍数 


定理 ” 设 = 的 标准 分 解 式 为 上 = 本 辽 … 了 , 则 其 因子 个 数 
为 (al + D(az + Dlar + 1). 


2.1 用 5 表示 数列 1,2,3,…,2" 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 之 


和 ,求证 ;38 = 4" + 2. 
联邦 德国 数学 竞赛 ,1982 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 1 时 ,数列 1,2 中 各 项 的 最 大 奇 因子 分 别 为 1,1, 其 和 
SS=1+l1=2 
又 4+2=6=35 
所 以 n = 1 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 数列 1,2,3,…,2"-! 中 各 项 的 最 大 奇 因 子 之 和 为 
4"-1 十 了 


3 
下 面 讨论 数列 
1,2,3,.…,2" ~ 1,2" 

中 各 项 的 最 大 奇 因子 之 和 5， 

由 于 奇数 的 最 大 奇 因子 就 是 本 身 ,所 以 

S=1+3+5+.+(2" 1)+3 

其 中 ,$ 为 12,4,6,8,…,2"| 中 各 项 的 最 大 奇 因子 之 和 . 

由 于 |2,4,6,8,… ,2"| 中 各 项 的 最 大 奇 因子 之 和 等 于 11,2,3， 
4,… ,2"!} 中 各 项 的 最 大 奇 因子 之 和 ,所 以 由 归纳 假设 有 


+ 4"-! +2 
9 = 3 
而 1+3+5+…+(2 1) = (2"-1)2 
及 一 4 和 -1! 2 4n" 十 了 
于 是 有 3 = {2 D+ = 
因此 命题 对 n 也 成 立 . 


由 以 上 ,对 所 有 自然 数 a ,总 有 38 = 和 +2. 


2.2 “小明 在 计算 前 mn 个 正 整 数 的 莱 积 ,小 华 在 计算 前 m 个 


偶数 的 彝 积 ,m,n > 2, 两 个 人 的 计算 结果 相同 .证 明 ; 他 们 中 
肯定 有 一 个 人 算 错 了 ， 


证 明 “如 果 两 个 人 都 算 对 了 , 即 存在 正 整 数 m,n 使 得 
nl = 2"™m! OD 

显然 > mm, 如 果 nn 坟 m+3; 由 于 m+1,m+2,m+3 中 至 少 有 
一 个 是 3 的 倍数 ,因此 等 号 右边 3 的 因子 肯定 少 于 左边 ,矛盾 ,所 
以 只 能 有 mm 过关 +2, 即 上 = m+l,m+2. 

| 车 rn = m+1,; 代 人 人 外 可 得 m+1= 2 ,而 用 数学 归纳 法 
很 容易 证 明 ;m 2 时 , 必 有 m+1 < 2m ,了 矛盾 . 

让 车 n= m+2, 代 人 总 可 得 (m+2)Cm+1) = 2", 而 m 产 
2 时 ,m+ lm+2 中 必 有 一 个 是 奇数 , 故 等 号 左边 必 会 奇 素数 因 
子 , 而 右边 没有 奇 素 数 因子 ,矛盾 . 

因此 他 们 中 肯定 有 一 个 人 算 错 了 . 


2.3 ”假设 可 以 用 两 种 完全 不 同 的 方式 表示 成 为 两 个 整数 
的 平方 和 ,也 就 是 说 n = 0 


5 20, 且 ss > 4, 证 明 :(n,sw - 如 ) 是 n 的 真 因子 .要 证 明 
(aaa - 册 ) 是 n 的 三 因子 ,实际 上 就 是 要 证 明 nr 不 是 sw -iw 
的 因子 , 自 tn,su - 色 ) > 1. 出 已 知 条 件 易 知 v > +. 


证 明 ”由 于 
n= C4 m+) = Cu + + (sw ti) = 
(su Ww) + sw + tu) 
所 以 nlsw+tvl,n21lsu-tw! 
由 于 (sw + ww} (sw - ty) = 2 -= 
{sg 4 tu (+) = 0(mod n) 

所 以 我 们 只 要 证 明 nn 始 不 是 su + 名 的 因子 ,又 不 是 中 - 色 的 因子 
就 可 以 了 ,如果 这 个 结论 不 成 立 , 则 必 有 以 下 一 种 情况 产生 : 

| 车 sw + ww = 0, 岂 已 知 条 件 ,只 能 有 su = 0, 所 羽 &w = 0,5 
= Yn > ui 矛盾 . 

i 著 天 + 和 = 下 则 和 -二 =0s = 中 ,由 已 知 条 件 只 能 
有 +: >t 或 : = v = 0, 牙 盾 . 

诈 车 sw = nn; 赐 gw + 二 = 0, 因 此 只 能 有 sw = 0,: = 0， 
这 样 : = “了 矛盾 . 

WY 车 su--w =0, 则 sw = 二 ,自已 知 条 件 sw 关 刀 , 现 在 等 导 
成 立 , 所 以 只 能 有 “sg = t,x = 9" 或 者 "4 = 0,v = 0 都 产生 矛盾 . 

综 上 所 述 ,(n,sw - 色 ) 是 的 真 因子 . 


第 2 章 ”因子 与 慷 数 
Chapler 2 Cene and Muliple 
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“根据 假设 只 能 有 h = 14,15,16, 这 样 只 能 有 
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2.4 ”和 鳖 数 上 > 14, pi 宕 示 小 于 上 的 最 大 素数 ,我 们 可 以 假设 
产 > 妆 k. 设 是 一 个 合 数 ,证 明 

(1) 如 果 rn = 2px, 则 不 是 (n - 1! 的 因子 ; 

(2) 如 果 m > 2pi; 风 1 Cn 天) 


证 明 (1) 如 果 m = 2pi; 则 E+ ps > 2p = n, 因 此 p; > 
下 一 下 所 以 下 不 是 (am -六 ! 的 因子 ,因此 不 是 (n -上 1 的 因子 . 

(2) 设 n = gr; 其 中 rf 是 ;的 最 小 素 因 子 .显然 n > 26, 我 们 
分 四 种 情况 讨论 : 


i 当 9 > 3 时 ,n > 2py > hy n> 上 £, 教 
1 亚 


n-k>3n 


因此 9 ,r 是 两 个 小 于 = -点 的 不 同 正 整数 ,因此 
n= gi(n— k)! 
ii 当 nm = 性 时 ,我 们 来 证 明 2r 过 中 -这样 就 有 
rf2r) =2rm1fna- 有 na 一 下 1 


车 
2r>n-k 
2r =n- k+l (2p+1)-k+1l2 
六 -kh+2 = 二 
因此 rz +1 
另 一 方面 


2r2n-k+loskn-2r+1= 


(r - 1)2 > T6482 <16 
pi = 13,n= 7 > 2p, = 26r>6 

而 我 们 刚才 得 到 上 > (r - 1》 > 25, 这 与 天 二 16 矛盾, 综 上 所 述 
内 能 有 2r 过 n 下 

六 > = 2, 也 即 n = 29g, 且 gq 是 察 数 . 则 由 于 pi 表示 小 于 上 的 
最 大 素数 ,只 能 有 ,因此 

Tn-hkanrn-4=9 

由 于 nn = 2g > 26; 所 以 2,9 是 不 大 于 nn -上 拓 的 不 同 正 整 数 , 所 以 
n = 2g 是 (n 上)1 的 因子 ; 


Yn = 29,9 是 合 数 时 ,如 果 9 是 偶数 , 刚 m 可 分 解 为 41, 当 
然 1 二 6; 如果 g = 吧 是 奇数 , 则 我 们 分 解 n = (2a)5 ,无论 蔚 种 
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情况 我 们 都 可 以 把 = 分解 为 m = mi 的 形式 ,其 中 m yx t 且 都 大 于 
等 于 3, 不 妨 设 m > := 3, 和 人 中 完全 一 样 前 可 以 证 明 n = mt 1 {n 
一 天) 


2.5 np 是 一 个 正 整 数 ,pl,p;,… ,ps 是 大 于 3 且 互 不 相等 的 素 
数 ,证 明 :2mm2 + 1 有 至 少 4 个 不 同 的 因子 . 


a,b 是 互 素 正 奇数 , 则 


引 理 的 证 明 由 于 (2 +1) 1 -1),{23 +1)1(22 -1)， 
而 (22s _ 1 22 -1)= 2020.28) _l1= 3, 故 引 理 得 证 . 

原 命 题 证 明 

912 + 1] 二 2 = 1(mod 9)—20°0 ~ 1(mod 9)— 
4 11mod 9)—3| a 

因此 当 (a,3) = 1 时 ,2* + 1 不 可 能 是 9 的 倍数 ， 

| n = 1 时 ,有 以 上 讨论 可 知 2m + 1 是 3 的 倍数 ,但 是 不 是 9 
的 倍数 ,因此 它 至 少 有 以 下 4 个 不 同 的 因子 


1,3, 如 +1 EE 1 :2P + 了 
ii 根 设 (2pp -+ 1) 至 少 有 4"-! 个 不 同 的 因子 ,由 引 表 有 
(Ze 1， 2 1)=1 


因此 (2 + 1) 是 Q = (romc+1[( 殖 二 1 的 信 数 ,根据 归 
纳 假 设 @ 至 少 有 2 x 4"! 个 互 不 相同 的 因子 298m + 1 > 
202P。 > PP P22 > Q2( 这 是 由 于 pi > 5) ,因此 对 于 日 的 每 


一 个 不 同 的 因 于 d, (2 + 直 > 0@ 肯定 是 互 不 相同 的 整数 ， 
因此 224m + 1 至少 有 2 x2 x4"! = 4 个 互 不 相 河 的 因子 . 


2.6 一 个 正 整数 n 正好 有 1l44 个 正 整 数 因 子 ,并且 它 的 正 整 


数 因子 中 有 10 个 连续 正 整 数 , 求 最 小 的 =. 


解 ”假设 上 “有 10 个 连续 的 正 整 数 因子 a,a + 1,a + 2,…， 
aa+9, 由 于 连续 不 个 正 整 数 中 肯定 有 一 个 数 是 天 的 倍数 ,因此 a， 
a+lia+2…aea+9 中 必 有 5,7,8.9 的 倍数 , 故 5x7xgx9l 
3 所 以 我 们 只 要 在 5Sx7x8x9 的 倍数 中 寻找 一 个 有 144 个 因子 
的 最 小 数 就 可 以 了 ,而 mn = 站 x3x5x7xll 为 所 求 . 


第 2 章 因子 与 入 歼 
Chapter 2 Gene and Multipe 
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2.7 “ 正 整 数 合 数 = 的 所 有 真 因子 & 都 满足 a -20 < 了 < 


n -~- 12, 求 所 有 的 n. 


解 当 热 n 不 是 素数 , 设 = 吧 , 其 中 ae 都 是 + 的 真 因子 ， 
册 的 . 
ni-2D0zarn-l2n-D0eben-12 
丰 乘 得 到 
(n-20 ena (no— 12) 
解 不 等 式 得 到 16 < n < 站 ,检验 可 得 n = 21,n = 25 是 符合 要 求 
的 解 . 


2.8 a,b 是 27 000 的 两 个 互 察 的 因子 , 求 所 有 玉 之 和 . 


解 27 000 = 2315 ,所 有 的 都 可 以 表示 战 为 2.3"5" ,其 中 
一 之 + 本， < 3, 因 此 所 有 天 之 和 等 于 
(PDD ED 
下 区 一 入 dr —3 至 荆 一 了 


BPP 


2.9 求 4 个 不 大 于 70000 的 正 整数 ,每 个 数 都 有 超过 100 个 


正 整 数 因子 . 


解 ”这 样 的 数 有 5 个 . 

400= 节 xx 史 x7, 有 6x3x3x2= 108 个 因子 ; 

55 440 =2x3x5x7 了 xl 有 5x3x2x2x2= 120 个 因 
子 ; 

6 多 480 =2x3x5x7, 有 7x4x2x2= 112 个 因子 ; 

65 520 = 人 xx5x7x13, 有 5x3x2x2x2 = 120 个 因 
子 ;. 

69 300 = 2 jxax7Txil 有 3x3x3x2x2-108 个 
因 闻 . 


2.10” 求 最 大 正 整 数 n, 使 得 n? + 100 是 n+ 10 的 倍数 . 


解 由 于 
nm+l0oo0=fn+itioam -lon+ioo) 
所 以 tn + 10) 1900 
最 大 为 n = 890. 


2.11 ”下 整数 正好 有 6 个 正 整数 因子 ,它们 是 1 < di < 


di < ds < dy < nn; 并 且 满 足 n+1 = S(td + d+ d+ ds), 
求 所 有 n. 


解 ”如 果 有 有 3 个 或 3 个 以 上 素 因子 , 则 
pin)>=2x2x2=8 
下 盾 ， 
i aa 有 1 个 素 因 子 , 则 n = p’,p 是 素数 , 故 
pl5tdi+ d+ d+ da) 
但 p 不 是 n+ 1 的 因子 ,矛盾 . 
i mn 有 2 个 素 因 子 , 则 n = p*g,p,g 是 素数 .由 已 知 
pgtl= 0+d+ d+ d) = 
S(p+rq+p+p) = 5(p+1)(p+ 9g) 


所 以 spr +5p-1= gl(p*— 5p-5) 
因此 9 > 5. 

a. 若 9 = 7, 代 人 可 得 P = 31; 

b, 若 9 > 11, 则 


11(p2 -Sp 5S) Sp +Sp- lop -10p -9<0— 
{p-90(p-1)s<18 


因此 p<7. 而 9 = 到 十 -1 将 p = 3,5,7 代 人 ,都 不 符合 ， 


pi-5p—5 
综 上 所 述 ,n = 7 x 38 是 唯一 的 解 . 


2.12 假设 4 > 1, 册 < dz < … < 出 都 是 a 的 所 有 因子 , 当 
的 二) 二 1 , 内 二 n. 令 d 三 dida 十 ddsy + *** + 遍 .| 届 ,证 朋 : 


@ < 由 ,并 求 出 所 有 5n 使 得 d | nn. 
(第 43 届 数 学 奥林匹克 问题 4) 


第 2 章 ” 因 于 与 慷 数 
Chapter 2 Gene and Multiple 
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和 解 ”(1) 因 为 dg < dz < < 出 ;所 以 nd > n/dy > "> 
nv ds 都 是 正 整数 ,因此 我 们 有 
nA/di ln/dl 2 nA 上 
所 以 d= (drn2 +…+ 由 出 /na + didy/n) < 
2 l,l ll. 2 
(+ n 

(2) 如 果 n 是 素数 , 则 它 的 全 部 因子 为 1 和 ,所 以 4d = nn, 当 
然 dd 是 芭 的 因子 . 

(3) 如 果 n 是 一 个 合 数 , 则 上 = 3. 设 p 是 n 的 最 小 京 因子 , 当 
然 它 也 是 rw 的 最 小 素 因 子 , 如 果 & | 要, 则 必 有 mxd 站 PP, 故 
Rp 2 四 但 是 起 = nm, 起 -= np, 所 以 

d= d+ bt td > np 
矛盾 . 
所 以 当 且 仅 当 m 是 素数 时 ,ad | n?. 


2.13 正 整 数 ”的 所 有 正 整数 因子 为 1 = 本 < 由 < … < 


上 = mn 22, 并 且 胡 + 后 = (是 ) , 求 所 有 的 


证 明 引 理 ” 木 定 方程 x2+y = 对 的 通 解 为 x = co - 至， 
y = 2ab,7 = ol+ ,41x 误 41y, 且 601 xyz. 
由 引 理 ,601 didwn,41 山 或 41 dw, 由 于 dy, dw 都 是 的 因 
子 , 因 此 的 1w. 所 以 ,di = 1 = 2,d3 = 3,ds= 41d5 = 5, ds = 
6. 由 于 1015, 故 dr < 10, 且 者 + h = 巩 , zz， 
(由 ) 若 di = 7, 由 引 理 只 能 有 7= 如 - 引 = 玉芝 ,所 以 
do = 2x3x4 = 24, 因 此 10,12,14 痢 是 n 的 因子 ,因此 do 志 
14, 矛 慎 ; 
(2) 车 山 = 8, 由 引 理 只 能 有 + 营 = ] 地 或 及 + 1 有 = 1 
故 只 能 有 dio = 15, 届 -a = 17, 因 此 
下 -21 < 104+(17 - 15) 一 下 二 33 
并 且 n 是 加 x3x5x17 的 售 数 ,然而 吕 x3x5x17 已 经 有 了 32 
个 因子 ,所 以 只 能 有 mn = 2 x 3 x5x 17, 检 验 可 知 它 的 确 是 一 个 
解 ; 
《3) 若 中 = 9 由 引 理 只 能 有 赃 + 122 = ] 孚 或 史 + 4 = 412. 
| 车 dio = 了 2, 风 di_” = 15, 因 此 
k-21<10+(1s-12) ks 
然而 9=d<d<d< do= 12 
所 以 do = 11, 故 2 xx5x1ll nok = 8, 玫 盾 ; 


心得 体会 拓 广 疑问 


i 车 do = 和, 则 1,2,3.4,5,6,9,10,12,15 都 是 nm 的 因子 ,所 
以 dio a 15, 示 盾 ， 

(4)》 若 由 = 10, 由 引 理 只 能 有 2 下 + 10 = 闻 , 故 dio = 24， 
di = 26,; 因 此 1,2,3,4,5,6,10,12,15,20 都 是 rn 的 因子 ,所 以 
an 声 20, 矛 盾 . 

因此 n=2x3x5x17 是 唯一 的 解 . 


2.14 下 整数 ;正好 有 16 个 正 整 数 因子 ,并 有 旦 满足 < a < 


di < dd = 18,dg -de = 17, 求 所 有 这 样 的 n、 


解 ” 由 于 gln) = 16 =2,18 = 2x3, 若 | n=(2+1)1 
p(n), 牙 盾 , 因 此 入 1 n. 如果 n 有 4 个 或 更 多 不 同 的 素 因 子 , 则 
p(n) >>4x2x2x2= 32, 六 盾 . 因 此 nr 最 密 有 3 个 不 同 的 素 因 
子 . 

(1) 车 nn 只 有 2 个 不 同 的 素 因 子 , 则 只 能 有 m = 2 x 了 或 者 
ia = 2 x 37, 容 易 检验 n = 2 x 3 满足 要 求 . 

(2) 车 nn 有 3 个 不 同 的 素 因子 , 则 只 能 有 nn = 2x3》 了 xp, 其 中 
P 是 一 个 大 于 3 的 素数 . 

由 于 2x3 了 已 经 有 LI<2<3<6<9<18 这 6 个 因子 , 且 
ds = 18, 所 以 n 不 再 有 其 他 小 于 18 的 因子 ,所 以 p 关 19. 因此 
di = 1,dy=2,.d3=3,d = 6,d=9,d = 18, 由 于 n = ddy_;, 
因此 au = am = $4p,dis = 27p, da = l8p, dis = 9p,di = 6p， 
Ql = 3p. 还 有 4 个 因子 27,54,p,2p 应 该 等 于 dy, dg; ds, dw; 但 是 
还 不 能 准确 定位 ,因此 p > 19. 

| 如 果 P < 27, 则 d7 = ps ds = 27, ds = 2p, dio = 弛 ,由 
dy - ds = 17, 解 得 p = 2, 不 符 ; 

i 旭 果 2 «Pp 54, 则 ds 二 27, ds = 六 ,as = $54, dio = 2p, 
由 dg- ds = 17, 解 得 p = 37; 

机 如果 54 < p,qdr = 27,ds = 54,dy = p,dio = 2p; 由 dy 一 
dg 三 17, 解 得 p 三 71. 

综 上 所 述 ,n 有 三 个 解 n = 2x3,2x3x37,2x23x1. 


2.15 设 间 ,mn 为 正 整 数 ,满足 上 > 1 生 m zn. 证 明 : 阁 


刀 -1 和 姑 - 1 的 素 约 数 相同 , 则 +1 是 2 的 大. 
(第 38 局 国际 数学 奥林匹克 预选 二 ,1997 年 ) 


证 明 ”对 任意 正 整 数 x 和 7, 我 们 用 符号 x ~ y 表示 它们 的 
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由 已 知 (加 1) ~【《 品 -1 因此 ,对 任何 能 够 整除 如 -1 的 
素数 也 能 整除 bh* - 1, 因 而 也 能 整除 它们 的 最 大 公约 数 (i" - 1， 
Br - 1), 于 是 

(Bl) ~ m1) ~ (1) 
男 一 方面 , 设 4d = {m,n), 则 
(br lb -1)= -1 
故 设 a = 六 ,= 号 ,有 a-1~a-l. 
先 证 明 原 命题 的 一 个 特殊 情况 , 即 证 明 
oa-l1~a-1l-a+1 是 2 的 先 方 

为 此 证 明 一 个 引 理 : 设 a, 为 正 整数 ,p 为 奇 素数 , 若 严 | 
ag~-1 且 下 |, 则 pr 上 at -1, 其 中 a 1,8 20. 

对 有 施行 数学 归纳 法 . 

若 甩 = 0, 由 于 

ol= ae-1)(al+ta ?+*+a+1) 
又 &g 三 1(mod p), 可 以 推出 ,对 所 有 j > 0,e = 1(mod p), 则 
at + a+ a+li= kimod p) 

由 于 四 1 大 及 8 = 0; 刚 pt, 因此 疡 -1. 

8 = 0 时 , 引 理 成 立 . 

现在 假设 结论 对 某 个 8 成 立 , 并 令 上 = J"1, 其 (1,p) = 1. 由 
归纳 假设 

pn+P | a _1 
于 是 存在 某 个 与 p 互 素 的 严 , 使 得 
al = mprte + 
则 有 a 一 1 = (Car) -1= (mpere+lp-1l= 
Cmp"*A)P 二 二 CC mperp)2 + mp"*8+! 

p 是 奇数 ,p | 他 , 则 在 上 式 中 倒数 第 二 项 的 紊 因 数 分 解 中 p 
的 指数 为 2a + 28 + 1, 由 于 它 大 于 最 后 一 项 p 的 指数 a + B+1, 于 
是 由 上 式 ,a* - 1 的 分 解 式 中 的 最 高 次 若是 a + 8 + 1, 即 


| 
由 此 , 引 理 得 证 . 
下 面 证 明 : 若 es > 1, 且 对 于 某 个 大 > 1, 生 a-1~a-1i, 则 
a+ 1 是 2 的 乘 方 . 


首先 注意 到 ,车 8 是 上 的 约 数 , 则 由 ot -1 ~ a -1 可 以 推出 
要 -1-e-1. 

事实 上 ,05 - 1 的 任意 素 约 数 都 能 整除 at - 1 因而 也 甬 整 除 
a - 1. 假设 有 一 个 奇 案 约 数 p, 且 令 = 下 ,其 中 四 外 上 .由 于 
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设 9 是 4 = -1+ me2+…+a+l 的 一 个 素 约 数 , 则 由 9 能 
整除 吧 - 1, 因 而 能 整除 a - 1 

由 此 可 知 ,对 所 有 的 ) = 0,1,2,… ,of = 1(mod 9), 于 是 

4 = (mod 9) 

9 能 整除 6 = 开 , 表 明 4 = p ;由 此 知 4 是 p 的 乘 方 . 

我 们 同时 证 明了 p 能 整除 a - 1. 

令 产 上 a -也 则 由 引 理 可 知 呈 雪 | 喷 - 1 

于 是 ,由 ef - 1 的 分 解 式 可 知 p 在 4 的 察 约 数 分 解 式 中 的 次 
数 为 (a + 8) - a = B. 另 一 方面 ,p 是 4 的 唯一 的 素 约 数 ,因此 ， 
4 = 玉 = 5, 但 这 是 不 可 能 的 .因为 册 a > 1 可 得 4 > 5. 

这 样 ,我 们 证 明了 上 是 2 的 乘 方 ,特别 地 因为 天 > 1, 所 以 是 
偶数 ,得 到 


a-l-~-o-l=(a-la+1l) 

这 表明 a + 1 的 任 一 素 约 数 g 也 是 a - 1 的 约 数 , 即 意味 着 9 
能 整除 (a + 1) - (6 -1 = 2, 于 是 4 = 2, 由 此 可 知 ,a + 1 也 是 
2 的 习 方 . 

再 回 到 a = 太 的 情况 . 

车 4 为 偶数 , 因 4 是 奇数 , 则 有 

a+l= +l=2(mod4) 
因为 a + 1 是 2 的 悦 方 , 则 只 有 a + 1 = 2, 这 与 条 件 a > 1 矛 


所 以 4 必 为 奇数 , 则 b+11 +1. 
由 于 好 + 1 为 2 的 乘 方 ,所 以 5 + 也 是 2 的 乘 方 . 


2.16 车 n 为 小 于 50 的 自然 数 , 求 使 代数 式 4n +5 和 ?3n +6 


的 值 有 大 于 1 的 公约 数 的 所 有 的 = 的 值 . 
(中 国 天 津 市 初 二 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


解 ” 设 (4n + 5,7n+6)=d>1. 风 
dldn+5,d1l7nr+6 
从 而 dl (n+ (4n+5)= 3n+1 
d| (4n+5)- (3n+1)= n+4 
dl(3rn+tl)-2(n+4)=n-7 
dl(n+4)- (rn-7)=11 
因为 11 是 素数 , 则 4 = 11. 
设 m 上 -7 = 11%, 则 
Oc<n= llk+7<D 
解 得 k = 0,1,2,3 
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于 是 n = 7,18,29,40 心得 体会 拓 广 疑问 


2.17 ”假设 m 和 是 两 个 不 同 的 正 整 数 . 证 明 :了 + 1 和 


2 ”+ 1 不 可 能 有 大 于 1 的 公 因子 . 
(向 牙 利 数学 殉 宁 匹克 ,1940 年 ) 


证 法 1 设 a=Z. 
首先 证 明 :在 数列 
a 一 ,ay 一 1 0 一 1 a — 1a- 1,. 

中 ,从 第 二 项 起 ,每 一 项 都 能 被 前 一 项 整除 . 

这 是 因为 

al-1=2” 1= 21 
qs—1= (a 1)(o,+1) 

于 是 4r 一 | an 一 1 

由 此 可 推 得 , 当 P < 9+1 时 ,al -1 能 被 a, -1 整除 ,并 且 
由 于 a, + 1 是 ml ~ 1 的 约 数 ,于 是 也 是 e+ - 1 的 约 数 . 


于 是 , 当 w < 站 时 
n+l-2=0-1= tito,+1) 
即 ant+l= tan+1)+2 
其 中 ,i 是 整数 . 


由 此 式 可 推 得 a + 1 与 a + 1 的 公约 数 一 定 是 2 的 约 数 . 
然而 ,an + 1 与 a + 1 都 是 奇数 ,所 以 on + 1 与 m + 1 的 最 


大 公约 数 只 能 是 1, 即 22 + 1 和 2 + 1 的 最 大 公约 数 是 1. 


证 法 2 ”我们 计算 
(1 4 D+ EL B+ = 
(2- D2+r D+ D+ 1 22 +1)= 
(2 DE DE +P +1) = 
(2 DD 1) = = 
2 -1 
于 是 有 
P41 = (2+1(22+ 1)(244+1)(22 + 1) +2 
显然 , 当 m < na 时 ,2 +1 与 22 + 1 的 最 大 公约 数 是 2 的 约 


数 ,又 2 + 1 与 交 + 1 都 是 奇数 ,于 是 2 +4 1 与 22 + 1 的 最 大 公 
约 数 是 1. 


第 2 之 ”因子 与 倍数 


Chapter 2 Gene ad Multiglel 2! 


心得 体会 拓 广 疑问 


2.18 证明 ,对 任意 自然 数 ,分 数 半 +4 不 可 约 . 


14n +3 
(第 1 局 国际 数学 奥 林 苞 克 ,1959 年 ) 


21 4 
证 法 1 假设 2 妆 + 和 可 约 , 则 由 


2ln+4 _ + n+l 
ld4n +3 l4n + 3 


21m + 站 ldr + 3 
可 知 ,车 千 + 扫 可 约 , 则 基地 可 约 , 即 


lI4n +3 
pal =- 2+ 7 
于 是 元 上 可 约 . 
然而 = 对 所 有 自然 数 a 都 不 可 约 . 
因此 ,44 十 3 对 任意 自然 数 =, 都 不 可 约 . 


证 法 2 假设 着 + 可 约 , 且 设 21n + 4 与 14n + 3 有 大 于 


1 的 公约 数 4. 由 于 

2Ln+4= (ld4n +3)+ (7n+1) 
则 由 21n + 4 与 4n +3 能 被 4 整除 ,可 得 7n + 1 也 能 被 # 整除 . 
又 因为 


14n +3= 2(7n+1}+1 
则 由 14n + 3 和 7n + 1 能 被 4 整除 ,可 得 1 也 能 被 4 整除 ,这 与 
4d > 1 闷 盾 . 


21 4 
因此 ,对 任意 自然 数 =, 公 于 十 不 可 约 、 


证 法 3 设 21n + 4 与 14n + 3 的 最 大 公约 数 为 4, 则 有 


他 "4 kd OD 
14n+3= 杞 © 
其 中 ,,t 为 自然 数 , 且 (k,1) = 1. 
从 四 ,四 中 消去 n, 得 
d{3t -28) = 1 


因此 了 zz 1 及 31 - 26 为 整数 , 则 由 式 龟 得 d = 1. 
于 是 21n + 4 与 14n + 3 互 素 . 


21 4 
因此 ,也 2 二。 对 任意 自然 数 n 都 不 可 约 . 


了 2 
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2.19 ” 求 所 有 的 正 整数 ,满足 n 为 合 数 , 且 其 所 有 的 大 于 1 


的 因数 可 以 放 在 一 个 加 上 ,使 得 任意 两 个 相 邻 的 因数 都 不 是 
互 质 的 . 


解 ” 若 n= pg, 其 中 p,g 为 不 同 的 质数 , 则 其 大 于 1 的 因数 
为 p,q,pg ;无 论 怎 样 放 在 加 局 上 ,yp 和 9 总 会 相 邻 ,县 p 和 4 下 质 ， 
不 满足 要 求 . 

车 n= pm ,其 中 5 为 质数 , 正 整 数 m > 2, 则 无 论 怎 样 将 的 
大 于 1 的 因数 放 在 一 个 网 上 ,性 意 两 个 相 邻 的 因数 都 不 互 质 . 

车 n= pp 各 …p 如 ,其 中 质数 pi < py < < 下:miyma2 
my 为 正 整数 , 旦 下 > 2 或 上 = 2 时 ,max| mi,mzl > 1. 

设 D,= ldlidln, 且 d > 1|. 

首先 ,将 # ,pip2;p2p3;…… ;peiPi 按 须 时 和 儿 放 在 加 上 ,在 rn 和 和 
pipz 之 间 依 性 意 的 次 序 放 入 DD, 中 所 有 以 pi 为 最 小 质 因数 的 正 整 
数 ( 不 包括 pyp2); 在 pipy 和 pzps 之 间 , 依 任意 的 次 序 放 人 DD, 中 所 
有 以 pz 为 最 小 质 因数 的 正 整 数 (不 包括 psp,); 继 续 以 这 种 方法 放 
置 , 最 后 ,在 py_jpe 和 之 间 , 依 任意 的 次 序 放 人 pi ,六 ,… ;pe. 于 
是 ,已 , 中 的 所 有 元 素 恰 被 放 在 圆周 上 一 次 , 且 任 意 相 邻 的 两 个 数 
有 一 个 公共 的 质 因数 . 

因此 ,这 样 安排 满足 要 求 . 


2,20 有 多 少 1001 的 倍数 可 以 被 表示 成 为 10 - 10i ,0 i < 


ij < 9. 


解 107 -10 = 10i(10"i — 1) 
而 10 ==- i{mdo 1 001),10 = 1(mod 1 001) 
所 以 10 关 于 1 001 的 阶 为 6, 因 此 1001110 -10icy -i = 6n. 而 
0,1,…,99 中 0,1,2,3,4,5(mod 6) 的 数 分 别 有 17,17,17,17,16,16 
个 ,因此 共有 4C$ + 20is = 784 个 数 满足 要 求 . 


2.21 求 所 有 正 整 数 m, 使 得 im 怡 好 等 于 它 的 正 整 数 因子 个 


数 的 4 次 方 . 


解 ”m 是 一 个 整数 的 4 次 方 ,不 妨 设 mm = 2%34%540.… 其 中 
2 为 非 负 整数 ， 因此 它们 正 整 数 因 子 的 个 数 为 


心得 体会 拓 广 暴 问 


(4a2 + 1)(da3 + 1)(4as + 1).": 
所 以 m 为 奇数 ,ay = 0. 由 已 知 条 件 
4a3 +1 4as + 4a7 + 1 
3 与 53 了 9 


、 4 
注意 到 "a > 1,x > 0 时 ,(1+ x) "1+ax, 设 = et 则 
p 


1 = xaxjx3X11… ， 当 ap = 0 时 ,xn = 1. 我 们 来 讨论 | 的 情况 : 
i pp=3 时 , 若 m = 1, 则 x3 = ;车 mm = 2, 则 x3 = 1; 若 
I 守 3 


_ 4a3+ 1 4eatl 
"37 8+ D3 d+rl1” 
i p =5 时 ,着 as =1, 则 xs = 1 若 as 22 时 
_ 4as + | 4as+l 9 
“5 (M41 12as+1 25 


机关?7 时 ,车 a, = 1, 则 x = 了 <14 若 mm > 1 时 


4m + 1 4 +1 9 


< 
pr 5 25 
综 上 所 述 ,车 mm x 1, 则 所 有 的 x < 1, 这样 如 果 要 求 1 = 
zxsx7%1 ;必须 要 所 有 的 Xp 三 1 ,因此 如 3 二 0 或 2,as 一 0 或 1， 
其 他 的 都 有 a，= 0, 对 应 的 m = 1,(32)*, 人 9,(3，5)4; 若 as = 1， 
则 31 mm = das + 1}(4a7 + 1)4…, 所 以 必 有 某 个 p 芋 5, 使 
得 31(4a + 1 一 全 演 2 因此 x, 去 马 , 因 此 


二 三 ,也 
TTSTIXL 所 3 * 25 妇 1 


矛盾 ,因此 m = 1,38 ,3 ( 玉 ， 邓 ) 为 全 部 解 ， 


Np 二 


2.22 证明: 任意 小 于 ”4 的 正 整数 都 可 以 表示 成 为 不 超过 n 


个 n! 的 因子 之 和 ， 


证 明 令 a -四则 ml = > > 0 > > 0-1 


对 整数 过 下 < a; 令 d= A ;我 们 有 Dm-d < a， 


n! 
[和 ] < 人! = 上 因此 号 = 和 是 整数 ,所 以 41 nl ,也 就 是 


涪 我 们 可 以 反 mm 减 去 一 个 n! 的 因子 ,得 到 一 个 小 于 必 的 整数 ， 
我 们 从 任意 一 个 小 于 a = n! 的 整数 m 开始 ,根据 上 面 的 讨 


第 2 章 ”因子 与 情 数 
Chapter 2 Gene and Muluple 
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论 ,可 以 减 去 一 个 n! 的 因子 ,得 到 一 个 小 于 oa 的 整数 ;再 可 以 减 心得 体会 拓 广 颖 问 
去 一 个 n! 的 因子 ,得 到 一 个 小 于 as 的 整数 ;… ;最 后 得 到 0, 这 样 
就 可 以 把 m 表示 成 为 不 超过 个 n! 的 因子 之 和 . 


2.23 计算 2006,2 007,…,4 012 的 最 大 奇数 因子 之 和 . 


解 ”我 们 用 pln) 表示 的 最 大 奇数 因子 ,这 样 上 都 可 以 表 
示 成 为 25p(n) 这 样 的 形式 ,所 以 如 果 两 个 整数 a ,8 满足 pfa) = 
Bt)，, 则 其 中 一 个 肯定 是 舅 外 一 个 的 倍数 . 而 2 007,…,4 012 这 
2006 个 数 中 没有 一 个 是 另外 一 个 的 倍数 , 所 以 p(2 007)， 
p(2 008),…,p(4 012) 是 2 006 个 不 同 的 奇数 .但 是 小 于 4 012 的 
奇数 正好 是 2 006 个 ,所 所 p(2 007) ,pf2 008),…,p(4 012) 恰好 
取 遍 小 于 4 012 的 所 有 奇数 ,因此 
p{2 007) + p(2 008) +… + pl4 012) = 2 006 
故 2 006,2 007,…,4 012 的 最 大 奇数 因子 之 和 等 于 
1 003 + 2 006 = 1 003 x 4 013 = 4025039 


2.24 已 知 n = 221'3”, 有 和 包 少 怠 的 小 于 的 因子 不 能 整除 


n? 


解法 1 mw = 22388 共 有 的 x39 = 2457 个 因子 ,其 中 除了 
以 外 正好 有 一 半 小 于 =, 也 就 是 说 有 1 228 个 小 于 nm, 而 的 除 n 本 
身 以 外 的 32x20-1=640-1= 639 个 因子 也 包含 其 中 ,所 以 让 
的 小 于 但 不 能 整除 n 的 因子 共 1 228 - 639 = 589, 正 是 31 x 89. 


解法 2 双 的 因子 a 当 且 仅 当 满足 如 下 条 件 时 ,正好 是 小 于 
n 且 不 能 整除 n. 

d= Biro 7° < 3 或 者 = pl 29 » 33{ 其 中 1 过 
4 志 31,1 志 6 <<19). 由 于 2* 与 和 不 可 能 相等 ,所 以 任何 一 对 (a,5) 
都 恰好 对 应 一 个 4, 所 以 这 样 的 因子 正好 有 31 x 19 = 589 个 . 


2.25 证明; 正 整数 ”的 正 约 数 的 个 数 不 超过 2v mn， 


〈 第 23 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 


证 明 ” 设 山 是 n 的 一 个 正 约 数 , 则 d, = 六 也 是 的 一 个 正 
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约 数 .于 是 心得 体会 拓 广 疑问 
minj di,d2| evn 
把 = 的 所 有 正 约 数 两 两 配对 ( 当 n 为 完全 平方 数 时 ,Yn 除 
外 ) ,从 而 正 约 煞 的 总 个 数 不 超 过 yn + Yn = 2vm. 


2.26 mm 是 一 个 正 整 数 , 求 所 有 有 序 正 整 数 对 (a,b), 使 得 


a+5 是 em + im 的 一 个 因数 ， 


解 ” 记 dg = (a,8)(eo,b 的 最 大 公 因 数 ), 那 么 ,存在 正 整 数 
A,B 使 得 
a= di4,b = dB DD 
这 里 A,B 互 质 . 
因为 4+ 8B 是 42* - Bm 的 因数 (利用 4 + 是 起 记 的 因 
数 ,4 - 型 是 4m - 2"m 的 因数 ). 那 么 ,有 
A™ + Bi™ =242 + (Bm -Am) = 2A:"(mod(A + B)) 
dm + Ba™ = 《42m — Bm) + 2B2:™ = 2B"(mod(A + 8)) 四 
因而 a + 上 整除 ez + Bb2" 当 且 仅 当 a(A + 8) 整除 d2"(CA2" + 
B82”"), 基 等 价 于 4 + B 整除 a2"-1(A2" + 2) .利用 四 可 以 知道 ， 
e+ 上 整除 am + Bb2* 当日 仅 当 4 + 百 整 除 本 "10242 ,2B2m). 由 
于 (4.8) = 1, 则 (A2",B2"m) = 1,(24",28B**) = 2. 那 么 ,我 们 有 
以 下 结论 :a + 5 整除 a2" + 62 当 且 仅 当 4 + 8 整除 2d2"-!, 
那么 4 如 何 来 确定 呢 ? 我 们 从 互 质 的 正 整 数 4,8 着 手 ， 
任 取 两 个 互 质 的 正 整 数 4,B, 利 用 4 + B 的 质 因 子 分 解 ,一 
定 能 找到 最 小 的 正 整数 D, 使 得 4 + 8 整除 2P9" ,一 个 正 整 数 了 
满足 4 + 8 整除 292"-!, 则 容易 明白 D 一 定 是 4 的 鸭 数 .因此 , 满 
足 题目 要 求 的 所 有 有 序 正 整数 对 
(a,6) = (EDA, EDB) | 
这 里 4,8 是 任意 志 质 的 正 整 数 ,上 是 任意 一 个 正 整 数 ,D 是 满足 
4 + B 整除 2D2"-! 的 最 小 的 正 整 数 . 


2.27 设 n > 1,m = 2"1(2r 1, 证 明 ; 尾 和 何 一 个 (1 志 


上 筷 m) 都 可 以 表示 成 m 的 (部 分 或 全 部 ) 不 同 因数 的 和 . 


证 明 当 1 冯 上 过 2 -工时 ,由 于 
Qo a 2+…+ea2al = 0 或 1 =01 ,nn-1 


正好 给 出 了 0,1,2,…,22" - 1, 所 以 此 时 上 是 2"-! 的 不 同 因数 1， 
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2,… ,2"1 的 部 分 或 全 部 的 和 . 心得 体会 拓 广 虎 问 
再 设 2 ~1 < 二 过 本 ,有 
EE= (2 Dt+rrOar< -1,1e2"! OD 


由 于 r 和 + 都 是 1,2,…,2"1 中 一 些 数 的 和 ,可 设 
让 二 有 二 
Fr= FI 
代 人 中 得 
KE= (2 t+ + (2D +rrt + @ 
(2 Dil mi = ,uw 
因 > 1, 所 以 
(2" — Ds 1 > 2-1 
名 表明 下 表 成 了 rm 的 部 分 或 全 部 不 同 因数 的 和 . 


2.28 (1) 对 于 每 一 个 整数 上 = 1,2,3, 求 一 个 整数 ,使 n? - 
上 的 正 因 数 的 个 数 为 10. 


(2) 证 明 : 对 于 所 有 整数 n,n? - 4 的 正 因数 的 个 数 不 是 
10. 


(第 12 呈 土 耳 其 国家 数学 奥林匹克 ,2004) 


证 明 《1) 下 = 12x3+1= 天 
k= 2,7 x23+2 = 235 
k= 3,374 x13+3= .46 
(2) 假设 存在 # ,使 m2 - 4 有 10 个 因数 ， 
| 车 并 -4 = pp 为 质数 ), 即 (n -2)(n +2) = 下, 令 
n-2= pn+2= mi< 门 , 则 
P~-p=4 
a. 当 i = 0 时 ,p? = 5 无 解 . 
b. 当 ;21 时 ,p14, 帮 p = 2. 又 和 -24 > 4, 所 以 ,无 解 . 
i 著 吧 -4= pipz(pi, pz 为 质数 ,日 pl z p2), 即 
(n— 2)(n +2) = pips 
当 (n -2,n+2) = 工时 
gn-2=1, 则 n+ 2 =5, 无 解 . 
b.n-2= pi,n+2= ps 则 ps- pt = 4. 
如 果 pl = 5, 则 ps = 629 = 17 x 37, 了 矛盾 ， 
如 果 pl x 5, 则 
pi = l(mod 5),p2 = pt + 4 = 0(mod 5) 
故 ps = 5,p1 = 1, 无 解 . 
ch-2= pon+2= p+, 


pi pz = Hestpi - 2) (pi + 2) = pa 
所 以 ,p? 一 衬 三 1,p? 三 3,; 无 解 . 
(rn -2,n+2) > 1 时 , 义 (n + 2) - (nz -2) = 4, 则 
pi = 2 一 pa 为 奇数 . 故 到 = 16p2 + 4. 所 以 ,214n. 
设 m= 2m; 则 mm? = 4p+1= 5(mod 8), 蔬 盾 . 
因此 ,不 存在 n E ,使 -4 有 茧 个 正 因数 . 


2.29 证 明 :对 任意 的 正 整 数 n ,有 不 等 式 ]p n > klg 2, 其 中 
lg nm 是 数 n 的 以 10 为 底 的 对 数 , 是 = 的 不 同 的 素 因 子 的 个 


数 ， 
(向 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1896 年 ) 


证 明 (1) 当 n = 1 时 ,k = 10. 
lgn= lsl>0:lg2= klg2 

显然 成 立 . 

(2) 当 m > 1 时 , 设 n 的 标准 分 解 式 为 

n = phpy'" ph 

其 中 产 是 素数 ,ai 是 正 整数 ,i = 1,2,…,k, 

由 于 下 2,i = 1,2,… ,kk, 则 

Rn 01 人 22- -2 二 221++at 十 礁 pA 


即 Ig n> klg2 


2.30 一 个 大 于 1 的 自然 数 ,如 果 它 恰好 等 于 其 不 间 真 因子 
( 除 1 及 其 本 身 的 因子 ) 的 积 ,那么 称 它 为 “好 的 ". 求 前 十 个 
“好 的 ”自然 数 的 和 . 


(第 5 届 美 国 数学 递 请 赛 ,1987 年 ) 


解 。” 设 上 是 一 个 正 整数 , 令 
1 
为 站 的 所 有 的 因子 , 且 按 递增 顺序 排列 ， 
由 此 可 得 
lk= did, = dr d= 二 
若是 * 好 的 ", 则 上 等 于 它 的 所 有 不 同 真 因子 之 积 , 即 有 上 = 
ti da dd 
又 由 式 中 
k= dd 
则 did, = did2"* dn_1da 


第 2 章 因 于 与 情 救 
Chapter 2 Gene and Multiple 
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即 ds = da ds_1dn 
于 是 n=s2 

即 上 的 全 部 真 因子 为 di - dds. 

显然 ,d 为 素数 .否则 , 若 由 是 合 数 , 则 qi 的 寄 因 子 p 必 在 上 
面 的 因数 递增 数列 中 出 现 , 且 应 有 1 < p < di, 这 是 不 可 能 的 ， 

同 理 , d; 也 必须 为 素数 或 者 a 的 平方 ， 否则 ,车 da 为 合 数 且 
不 为 di 的 平方 , 则 在 1 和 ds 之 间 不 可 能 只 有 一 个 素数 由. 

所 以 上 或 是 两 个 不 同 素数 dj 和 ad; 的 积 dd; ,或 是 一 个 素数 的 
立方 研 ， 

这 样 ,我 们 很 容易 列 出 前 10 个 "好 数 ” 

5.8,10,14,15,21.,22,26,27,33 
它们 的 和 为 182. 


2.31 设想, 吕 , 林 为 正 整 数 n 的 全 部 因数 


l=d<d < da < <d=n 


求 出 使 所幸 4, 并 且 看 + 各 + 攻 + 莉 = n 的 所 有 n. 
(第 6 届 巴 尔 干 数 学 竞赛 ,1989 年 ) 


解 如 时 为 奇数 , 则 它 的 因数 四 ,da ,二 全 为 奇数 ,而 
四 个 奇数 的 平方 各 十 噶 + 寿 + 者 为 偶数 不 可 能 等 于 奇数 .所 
以 ma 为 偶数 ,于 是 
di=1,d;=2 
如 果 = 是 4 的 倍数 ,由 
4E 1d;,dal 
这 样 ,在 前 四 个 因数 下, 必 , 帮 ,如 的 平方 中 ,已 有 两 个 ( 兰 和 
4) 为 4 的 倍数 ,1 个 为 东 .如 果 另 一 个 因数 为 奇数 , 则 它 的 平方 被 4 
除 余 1, 这 时 ,中 + 吕 + 时 + 可 为 4k+2 型 的 数 ,n 不 是 4 的 悦 数 ; 
如 果 另 一 个 因数 为 偶数 , 则 它 的 平方 能 被 4 整除 ,这 时 噶 + 由 + 
中 + 看 为 4 +1 型 的 数 ,m 也 不 是 4 的 倍数 . 
所 以 m 是 偶数 ,但 不 是 4 的 倍数 . 
设 n= 2m,m 为 奇数 ， 
dd; 应 是 mm 的 最 小 质 因数 ,因此 由 为 奇数 ,这 时 ,中 = 1,d2 = 
2,g3 为 奇数 , ds 为 偶数 ,从 而 由 题 设 有 
da = 2d; 
于 是 mm=1+2+ 二 +4 归 =5S+5 肯 
从 而 5 是 x 的 约 数 . 
由 于 地 4, 所 以 ds 36 


心得 体会 拓 广 疑问 
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从 而 中 = 5,d4 = 10, 则 心得 体会 拓 广 疑问 
如 三 ++ 全 +1 = 130 


2.32 ”对 于 怎样 的 ,可 以 找到 这 样 的 自然 数 , 使 其 等 于 自己 


的 天 个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 ? 
【前 菏 联 教育 部 推荐 试题 ,1988 年 ) 


解 ” 最 然 ,hk = 1 是 可 以 的 . 
当 上 = 2 时 , 令 
n=a+t+balnbln 

于 是 必 有 #1aalb 

从 而 a = 习 8, 与 题 上 月 条 件 相 康 盾 . 

所 以 天 二 2. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 让 > 3, 都 可 以 找到 
自然 数 ,使 其 等 于 自己 的 在 个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 , 

对 = 3, 我 们 有 

=3+2+1 
假设 上 = :时 ,结论 成 立 , 妈 存在 这 样 的 自然 数 n, 当 
m> m2 > > m, 
有 mi | nt = 1,2,,8 
R=Mm+m+t :+m 
令 n = am,; 则 
(l+an = (1+ a)m +i(i+t ae)m++ 
《1 + oa)m_1 + ams + m, 

于 是 (1 + a)n 表示 成 自己 的 s + 1 个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 . 

从 而 证 明了 > 3 时 结论 成 立 . 

综 土 可 得 ,不 可 以 是 除了 2 以 外 的 所 有 上 自然数. 


2.33 如 果 一 个 正 整数 具有 21 个 正 因 数 , 问 这 个 正 整数 最 小 


是 什么 ? 


解 ”这 个 问题 分 两 步 解决 . 
首先 设 正 整数 N 的 素 因 数 分 解 式 为 
N = phps.*pk 
其 中 所 Ti = 1,2,…, 下 ,plp2 ,Ps 是 互 异 素数 ,我 们 来 计算 
点 的 正 因数 的 个 数 . 显然 ,六 的 正 因 数 是 4 = php…p 人 ,其 中 
Osmel0esmsel "0s med. 当 mn 取 遍 0,1,2,…, 
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1 诸 数 时 ,d 取 谢 NN 的 正 因 数 ,因此 ,NN 的 正 因数 的 个 数 是 


TOs) = C+ D+ Dh +1) 


ia 
其 次 , 设 正 整数 N 有 21 个 正 因数 .如 仍 设 
N = phpg'*iph 
那么 就 有 
(ht + (+1)= 2 -3x7T7xlx-…xl 
所 以 +l=3b+1=7,B+1l=1 "hh+l=1 


得 hh=2 = = = = 人 0 
因此 ,具有 21 个 正 因数 的 正 整数 N 必 具 如 下 形式 
N= pt: 六 


若 取 pi = 3,Pp2 = 2, 则 
N=2.F = 576 
是 满足 条 忻 的 最 小 正 整 数 . 


2.34 ”假设 n = 27-1(2? - 1), 这 里 2? -1 是 率 数 .证 明 : 数 


的 所 有 不 等 于 n 本 身 的 约 数 之 和 恰好 等 于 ， 
(向 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1903 年 ) 


证 明 设 g =2 -1 为 素数 . 
数 n = 27-!19 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 为 
1 .2 .22 ,7,2 gg ,2 2g 
由 于 
1+2+4+PT+ + +2 1 =2-1=9g 
g+29+ P94 + tg = (2 -有 9 
则 rm 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 之 和 为 
2 1+ P12 -1 = 
2p-1(22 -1) = P 


2 .3 求 N = 1 名 -1 的 所 有 形 如 d = 2 .3(a, 上 为 自然 数 ) 


的 因子 4 之 和 . 
(奥地利 教学 竞赛 ,1988 年 ) 


解 N=19%8-1=(2D0-1)m-1=(4.5- 1 -1= 
-Ch4.5+ (CRP 了 子 - 
CP AS + 
CAs =m— 2. 55 42M = 


B55 +2NM) 


心得 体会 拓 广 疑问 


章 2 章 因子 与 信和 数 
Chapter 2 Gene and Multiple 


了 31 
其 中 ,对 为 整数 . 心得 体会 拓 广 疑问 

所 以 ,VN 的 标准 分 解 式 中 ,2 的 最 高 次 苦 是 5. 

另 一 方面 

N= (2.9+1)8 -1 = C2:9+ C2 :+…+ 
CR2 .0 P2888 + T= (2.88+37) 

其 中 了 为 整数 . 

所 以 ,在 A 的 标准 分 解 式 中 ,3 的 最 高 次 复 是 2, 即 

下 = 入, 和 了 

其 中 上 上 中 没有 因数 2 和 3. 

于 是 ,NW 中 所 有 形 如 d = 2* :33 的 因子 之 和 为 

(2+ 旦 + 和 + 站 + 站 (3 +P) = 744 


2.36 已 给 一 个 正 整数 的 所 有 正 因 数 的 飞 积 ,是 否 总 能 唯一 
确定 这 个 正 整 数 . 


《加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 


解 ” 设 2 为 # 的 因数 , 则 地 也 是 = 的 因数 . 
叉 设 PLn) 为 的 所 有 正 因数 的 习 积 , 即 
Pta) = [a 


dln 


又 有 Pn) = Tla: II 号 rm 


din din 


其 中 ,rln) 是 m 的 正 因数 的 个 数 ,从 而 


Pln) = nn 


车 有 m,n 满足 m3 区 = mr 各 , 即 
mem™) = nn™) OD 

这 表明 ,m 和 nr 的 素 因 数 完全 相同 ,并 且 每 个 素 因 数 p 在 普 的 
分 解 式 中 出 现 的 次 数 与 n 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 的 比 是 (ny : 
fm 

若 rf(n) > r(m), 则 每 一 个 率 因 数 p 在 m 的 分 解 式 中 出 现 的 
次 数 大 于 在 = 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 ,从 而 mm 的 因数 个 数 r(m) 
大 于 n 的 因数 个 数 rfa) ,出 现 矛 盾 , 所 以 rtn) < rtm). 同 理 


rn) rtm) 
于 是 rn) = r(m) 
从 而 由 式 外 得 m=n 


因此 由 因数 的 情 积 PC(n) = rm 时 可 以 唯一 确定 n. 
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2.37 ” 求 出 所 有 的 正 整 数 4, 使 得 " 能 被 所 有 不 大 于 VE 的 正 
整数 整除 . 


解法 1 易 见 ,对 于 每 个 正 整数 ,存在 唯一 的 正 整数 9, 使 得 | 


ven<(g+1) 
于 是 ,每 个 正 整数 n 能 唯一 地 表示 成 形式 
n=q+r0sre<2g OD 
g 过 Vma, 故 依 题 设 g 1n, 结 合 四 即 知 g1r, 于 是 r = 0,9 或 
29 ,部 n 具有 形式 : 
R= +99 +29 
车 gg = 1, 则 = 1,2,3. 
若 gg 宕 2, 则 妈 已 知 (g - 1) 1n. 故 当 m = 用 时 ,由 
gq = {q+D)(o-1)+1 
可 知 (g ~ 1 11, 即 gq = 2. 类 似 地 , 当 n = y+g 时 ,有 gq = 2 或 


3; 当 j= g++29 时 ,有 #4 = 2 或 4. 
综 上 所 述 ,= 的 值 只 可 能 是 1,2,3,4,6,8,12,24. 经 检验 ,它们 
都 是 本 题 的 解 ， 


解法 2 设 4 为 不 大 于 va 的 最 大 整数 ， 
若 9 > 2, 则 恢 题 设 (q - 1) 1 n,g1n. 由 于 (gq -1,9) = 工 , 故 
(gq 1g1n. 又 注意 到 (gqg - 1)9 < Ff 二 ,于 是 有 
2g- Dasn= (Wn? < (q+I} 
解 得 gq < 4. 
于 是 4 只 可 能 是 1,2,3,4, 亦 即 n < 25. 最 后 我 们 对 小 于 25 的 
正 整 数 进 行 检验 , 即 可 得 到 本 题 的 8 个 解 :1,2,3,4,6,8,12,24， 


2.38 ”证 明 : 任 何不 大 于 n! 的 正 整数 都 可 以 表示 成 不 多 于 nn 


个 数 的 和 ,在 这 些 加 数 中 ,没有 两 个 是 相同 的 ,而 且 每 一 个 都 
是 n! 的 因数 . 


证 明 对 = 用 归纳 法 .ns = 1 时 ,显然 . 设 命题 对 于 n 成立. 设 
正 整数 a < (nr + 1)1, 作 带 余 除法 ,a = gn+1)+r,g 志 nt!， 
0< < n+1, 依 归纳 假设 ,gq 可 表达 gqg = gi + 有 十 + 入 其 中 
1 < nsgi 为 #1 的 不 同 因 数 .于 是 
a = qn+l)+t gtn+t+l)+ + gln+t+l}+r 
这 个 和 中 加 数 不 多 于 n + 1 个 ,每 一 个 都 是 (n + 1)! 的 因数 , 且 互 
不 相 赔 . 


心得 体会 拓 广 疑问 
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心得 体会 拓 广 疑问 
2.39 设 rfn) 表示 正 整数 n 的 正 因数 的 个 数 .证 明 : 存 在 无 


穷 多 个 正 整 数 a ,使 得 方程 r(an) = n 成立. 
【国际 堵 学 臭 林 匹克 预选 题 ,2004 年 ) 


证 明 ”如 果 对 于 某 个 正 整数 ,有 r(an) = n, 则 


_ 
< =rfon) 


于 是 关于 正 整数 上 的 方程 - 启 ] = = 有 解 . 

因此 只 须 证 明 若 质数 p > 5, 则 方程 (5 = pP”! 没有 正 整数 
解 

设 4 在 区 间 [1,Y5] 内 用 个 因数 , 则 在 区 间 (Ya,n] 内 至 多 
有 卡 个 因数 .事实 上 ,如 果 d 是 一 个 比 / 大 的 的 因数 , 则 地 就 是 
一 个 LYa 小 的 n 的 因数 , 故 

rn) <2k 2Yn 

假设 对 于 某 个 质数 p > 5 方程 -在 ] = -+ 有 正 整数 解 , 则 

能 被 严 -! 整除 . 设 上 = ,其 中 gp- 1,p 不 能 整除 .于 是 ， 


有 
gs 四 
(a+l)r(s) 严 
车 a =p-1, 则 s = (5s), 所 以 ,整除 *, 了 矛盾 - 
若 a 守 p+1, 则 
PPHa 1 # _s fs 
严 = rfsj 兰 2 2 
因为 对 于 所 有 p Seap+L 有 200+1) < py?+tl( 对 a 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 ) 
所 以 可 得 < 1 ,矛盾 . 
车 a = P, 则 


ps = (p+1)r(s) 
特别 地 ,p 整除 rts), 所 以 


per(s) 二 2Ys 


5 2: 2p+1) 
于 是 =< p 
从 而 p <2Vs < A 


对 于 p 5 而 言 ,这 是 不 可 能 的 . 
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第 3 章 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 


此 处 字母 均 表 示 整 数 . 
定理 设 n = ppph(t = 1,2,.,t). 
则 Rs 下 2 ,Re 的 最 大 公约 数 为 
(mly 2 Me) = TT py eee) 
j=l 
最 小 公 倍 数 为 
[ ni, mazy- -ee zj va) 


特别 地 ,有 {a,b)La, 全 = 
(条 为 与， 二 凑 ( 开 妆 家 》 
定理 (a,8) = le 存在 m,n, 使 am + bn = 1. 


3.1 设 m > 0,n > 0, 且 m 是 奇数 , 则 


(2" 1,2*+1)=1 


证 明 设 (2” -1,2* + 1) = d, 于 是 可 设 


2 = 与 +tk >nD 中 
和 
= 上 -17>0 名 
Dm OA 
mo d+"= +1lt>0 名 
和 
2 = (dl)"sud-lu>0 由 
由 二 和 团 得 {ux-t d=2 
故 d12 


td = 1 或 2, 而 2* -1 和 2" + 1 都 是 奇数 ,因此 4 = 1. 


3.2 n 取 所 有 正 整 数 , 求 集合 116* + 10n - 1| 所 有 元 素 的 最 


大 公 因 数 . 


解 ” 设 dd 是 所 有 元 素 的 最 大 公 因 数 ,n = 1 时 ,161+10-1= 
25, 因 此 d 125. 由 于 16" = (15 + 1)" = 1+ 15n(mod 25), 所 以 


心得 体会 拓 广 疑问 
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16" + 10n - 1 二 25r 二 0(mod 25), 故 d = 25. 心得 体会 拓 广 疑问 


3.3 pm 个 不 同 的 正 整数 中 ,4 分 别 是 其 中 最 小 数 ,最 大 数 . 
c,C 分别 是 他 们 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 售 数 ,证 明 :C > na 


4 


n° 


证 明 ”很 设 这 个 正 整 数 为 


a=a<a<a<o= A > "> 
上 大 于 m - 1 个 不 同 的 正 整 数 , 因 此 
上 > nC na 
和 


和 大 于 n - 1 个 不 同 的 正 整数 ,因此 


A 4 
cnn 


3.4 求 三 个 不 同 正 整数 1, m,n ,使 得 (m,n)? = m+n,{(n， 


nti,(l,m) = i+m. 


解 m,n) = d= dm = dm,n = dn 
ds 三 (Lm ), dnn 三 {m,n1), da 三 (Cnr) 


代 人 已 知 条 件 我 们 有 
dl + dm = dd + mi 三 dd 
同 理 m+ n= dd ni + b= dd 


因此 2(1 + mi+ PT) 三 d(h + 由 十 五) 
结合 请 + mi = di ,我 们 得 到 d 12n1. 同 理 可 得 4 12m,d 124， 
由 于 (ma) = 1, 故 4d = 1 或 2. 注 意 到 di, dm, dw 两 两 互 素 ， 
我 们 不 妨 设 i 二 bdmdaus mi 二 了 = nodmndn , 代 人 上 
式 可 得 ma + ma = ddm，, 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 加， = 
min+ di , dmn: dul ,此 时 有 

2 > = adm + md + 
因此 等 号 成 立 ,所 以 

d=2,dn = dw = di = ll = m= na 二 

因此 只 能 有 五 = ml = nl = 1 一 1 = m = n= 2, 蔬 盾 .因此 ,此 问 
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题 无 解 . 心得 体会 拓 广 疑问 


3.5 设 elyaz,…，en 为 正 整 数 , 均 不 超过 2n,n zz 4. 证 明 


用 
Min [a ey] < 6([ 全] + 1) 


记号 [ a;, a 表示 a; 和 a 的 最 小 公 倍 数 . 
{中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 


证 明 (1) 若 a1,0s,… ,a 中 有 一 个 是 另 一 个 的 司 数 , 则 


,min La oy] 之 2 过 6([ 纯 ] +1) 
{2) 若 a1, az,… ,as 中 每 一 个 均 不 是 其 他 数 的 信和 数 . 

若 如 ;| 时 nz, 则 用 2 代 赫 ti; 于 是 总 可 以 假定 
araas sadn| = n+ln+22n = 4 


i 苦 21n+1, 则 
3(n+1)EA 


min [ase] 过 [na + ln +1)] = 
Ifej 和 i 


3Cn+1) = 6([31+1) 
i 若 21m+2. 
当 m >4 时 


3(n+2) EA 


min [ai 的 ] 和 [na + 2,.3(n +2)] = 


3(n+2) = 6( [32]+1) 
当 n = 2 时 ,4 = 13,4|, 则 
[3,4] = 12 = 6([2]+1) 
出 以 上 , 命 必得 证 ， 


第 3 章 ”最 大 公约 数 与 最 小 公 售 吉 
Chapter 3 “Greatest Common Divisor gnd Lease Common Multiple 137 


心得 体会 拓 广 疑问 


3.6 若 malaa… 嘴 是 整数 ,mo > 0 > … > a > 
0, 且 对 于 所 有 的 i 和 j,a; 和 & 的 最 小 公 和 人数 不 超过 ,证 明 : 


对 于 1 二 二 天 ii 二 下 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 


证 明 ”我 们 对 i 用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 i 让 = 1 时 ,由 题 设 a < ,所 以 i= 1 时 结论 正确 . 
{2) 假设 结论 对 小 于 等 于 i - 1 的 正 整 数 都 成 立 . 
若 对 于 某 些 整 数 p 和 4g 
[ei 6] = 4gei-l = qo; 
因为 qi > i; 则 4g > pp. 如果 g < 记 则 
il(g- pi>g 


即 (i -Daq > 部, 卫 < 二 
由 归纳 假设 可 推出 
ji = imi < io = 


(i-l)alsn 
如 果 9 = i, 则 由 归纳 假设 有 
ii < ga = [dm] en 
于 是 结论 对 i 成 立 . 
由 (1)(2), 对 所 有 的 1 < is 下 zi 过 成 立 ， 


3.7 《1 对 什么 样 的 自然 数 n > 2, 有 一 个 由 个 相继 自然 数 
组 成 的 集合, 使 得 集合 中 最 大 一 个 数 是 其 余 =- 工 个 数 的 最 小 
全 倍数 的 约 数 . 


(2) 对 什么 样 的 自然 数 n > 2, 恰 有 一 个 集合 具有 上 述 性 
质 ? 


{第 22 员 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


解法 1 (1) 首先 ,我 们 证 明 n zx 3. 
否则 , 设 3 个 相继 自然 教 的 集合 为 1r,r+l,r+2 共有 题 中 要 


求 的 性 质 
r+21rtr+1) 
由 于 (r+lr+2)=1 
所 以 r 十 之 | 
这 是 不 可 能 的 . 


下 栈 分 n 为 奇偶 数 讨 论 4 的 情形 . 
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i 若 m = 28, 则 rn -1 是 奇数 ,此 时 个 数 的 集合 ln - 1,n， 
n +1,…,2n -2| 满足 题目 训 求 . 

让 落 m = 站 +1, 则 nm -2 是 奇数 ,此 时 m 个 数 的 集合 |n - 3， 
n -2,n -1,…,2n -4| 满足 题目 要 求 . 

由 i, 计 可 知 , 当 nn 4 时 ,总 有 一 个 由 个 相继 自 热 数组 成 的 
集合 满足 题目 要 求 . 

(2) 首先 证 明 : 当 me 5 时 ,满足 题目 要 求 的 个 相继 自然 数 
的 集合 至 少 有 两 个 . 

当 n = 5 时 ,集合 12,3,4,5,6] 和 18,9,10,11,12} 都 满足 题目 
要 求 ; 

当 n = 了 时 ,集合 14,5,6,7,8,9,10| 和 16,7,8,9,10,11,12} 都 
满足 题目 要 求 ; 

当 = 为 大 于 等 于 9 的 奇数 时 , 除 也 中 指出 的 1 -3,m -2,n - 1， 
…2n - 引 之 外 ,ln -7 -6n -5…2n -8 也 满足 题目 要 求 . 

当 为 36 的 偶数 时 , 除 (1) 中 指出 的 | ma - 1, 二 2m 
-2| 之 外 ,jn -5,n -4,n -3,…,2n -6| 也 满足 题 日 要 求 . 

因此 ,rn = 5 时 ,至 少 有 商 个 满足 题目 要 求 的 个 相继 自然 数 
的 集合 . 

下 面 证 明 ; 当 nm” = 4 时 ,只 有 唯一 的 集合 13,4,5,6} 满足 题目 
要 求 . 

设 和 ,上 + 1 +25+33 满足 题目 要 求 , 则 + 3 能 整除 上 ， 
+ 1 下 +2 的 最 小 公 售 数 ， 

因为 人 + 2,& +3) = 1 所 以 又 有 天 + 3 能 整除 上 和 大 + 1 的 
最 小 公 慷 数 ,注意 到 (上 ,5 + 1) = 1, 所 以 (& + 3) jkCk + 1). 

由 于 上 为 偶数 时 ,人 +1, +3) = 1, 此 时 由 (++3) 1 中环 十 
1) 导致 (£ + 3) 1 上 ,这 是 不 可 能 的 ， 

k 为 奇数 时 , 设 天 + 3 = 2m, 则 有 

2m | {2m ~ 3){(2m — 2) 

即 m | Cm — 1)(2m — 3) 

名 由 (mm 1) = 1, 则 m12m -3, 从 而 有 mm 13. 

由 于 m 产 1, 所 以 上 只 能 有 m = 3, 此 时 愉 好 为 集合 |3,4,5,6| 

即 13,4,5,6| 是 满足 题目 的 要 求 的 唯一 集合 ,因此 m = 4 时 ， 
只 有 唯一 集合 满足 要 求 ， 


解法 2 设 和 集合 | + 1, 上 + 2,…, 太 + mi 满足 题目 要 求 , 即 
k++ni[lk+lk+2 E+n—1] 
对 非 负 整 数 ,由 于 
([K + lk+2, k++no1]),k+n) = 
[R41R+n), k++ An) (k++n-lk+n)]= 


心得 体会 拓 广 里 后 
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[fm ik+n}y no 2,k+ nT, (lk+n)] = 
{[noln- 2, 1] ,k++n) 
则 站 +mi+l+2…k+a-1] 的 充 间 条 件 是 


k+nl[l,2,..,n—1] OD 
| 当 m =3 时 ,对 任何 0,k +3[1,2] = 2, 所 以 n =3 
不 具有 题目 要 求 的 性 质 . 


i 当 靖 =4 时 ,由 下 + 条 1[1,2,3] = 6 可 得 疡 =2, 即 n=4 
时 ,只 有 一 个 集合 即 13,4,5,6} 满足 题目 要 求 , 这 时 51[3,4,5]. 

入 当 m 关 5 时 ,我 们 证 明 至 少 有 两 个 集合 具有 题目 要 求 的 性 
质 . 

为 此 ,只 须 证 明 对 于 ,至 少 存 在 两 个 直 值 使 呈 式 成 立 ， 

由 于 (rm - 1,n -2) = 1, 而 

nl1l[l,2, ,no1l,n—-21[1,2,.,m—1] 

所 议 Cn- ln -2)1[1,2,.…,rn—1] 

同样 ,由 (na - 2,n -3) = 1, 及 

n-21[1,2, ,nn -1],n-31[1,2,..…,n—1] 

得 (aa -20na-3)1f12 mn -1 

今 F+nftn-ln-2) 得 

b=n-4n+2= mn-4)+2>0 
令 i+rmr=f(ta-oafn-3) 得 
k= mn-6n+65= 人 tn-3 -3>0 

所 以 当 n 关 5 时 ,至 少 存 在 两 个 不 同 的 正 整 数 点 和 总 ,使 全 
式 成 立 ， 

即 5 时 , 芭 少 有 两 个 集合 满足 题 自 要 求 . 

例如 ,n = 5 时 ,后 = 7,k2 = 1, 则 集合 18,9,10,11,12| 满足 
121[8,9,10,11] 及 12,3,4,5,6| 满足 61[2,3,4,5]. 

至 此 ,(1),{2) 均 得 以 解决 . 


3.8 《x,Y) 表示 正 整数 x 和 y 的 最 大 公约 数 , 设 a 和 8 是 两 


个 正 整 数 ,(a,6) = 1,p 守 3 为 一 素数 ,a = (ay 5, 全 + 世 )， 


a+t+b 
试 证 ， 
(1)(a,a) = 1; 
(2)a = 1 或 a = p. 


《新 加 坡 数 学 竞赛 ,1985 年 ) 


证 明 出 a = (a + 于 土 区 ) 知 


+b 


必得 体会 拓 广 颖 问 
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TI0 


at+b=at OD 心得 体会 拓 广 疑问 
和 二 三 00s @ 
其 中 ,s,: 为 正 整 数 . 
由 中, 名 得 


ap + 吏 = alst 

a arth= or+ta- a)r = 
anip - paap IP + + pan lat 
gs = ap-ltpr-l1 aa 二 par-! 

从 而 有 a | pap 
现在 证 (a,a) = 1. 
若 ta,a) = 下 > 1. 令 gq 是 上 的 一 个 素 因 子 , 则 
glk,yglagqglea 


又 因为 ala+b 
所 以 ga+b 
进而 有 中 | 让 
与 {a,b) = 1 逆 盾 .所 以 
(aal) = 1 
因为 a lpar!,Hta,a) = 1 
则 ralp 


叉 由 于 p 是 大 于 等 于 3 的 素数 ,所 以 a = 1 或 a = p. 


3.9” 设 有 10 个 自然 数 el < a; < … < ao 证明: 它们 的 最 
小 公信 数 不 小 于 10a1. 


《第 44 届 匡 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


证 明 ” 设 eaz，…ano 的 最 小 公信 和 数 为 4, 则 


A = [al,a2,., am] 
从 而 存在 正 整 数 如 (ii = 1,2,… ,10) 使 
4 = ka = kms = = koaw 
由 于 Gl < 6 人 
所 以 kl > ky > >» kio 


因为 丘 是 正 整 数 , 则 必 有 = 10, 于 是 
凡 = 天 1G1 之 10ai 


第 3 车 ”最 大 公约 数 与 最 小 公信 数 


Chapter 3 {Greatest Common Divisor and Lease Common Mnple | 


心得 体会 拓 广 瞻 何 
3.10 ”最 小 公 倍 数 的 两 个 性 质 
(1) 对 于 正 整 数 gao < el < qz < … < qm; 证明， 


1 
] <1- 3 


1 1 
[ao,oij] + [ a, az] t+ [Larisa 
(2) 对 于 一 个 给 定 正 整数 m 以 及 着 干 个 不 大 于 m 的 正 整 
数 , 证 明 :如 果 任 意 不 大 于 m 的 正 整数 都 不 能 同时 被 给 定 的 
数 中 任意 两 个 数 整 除 , 则 这 些 给 定 整数 的 倒数 和 小 于 372. 


证 明 (1)n = 1 时 ,由 于 [ ao,a1] > [1,2] = 2, 故 结论 成 立 ; 
假设 n = 天 时 结论 成 立 ,我 们 来 看 = 天 + 工时 的 情况 , 设 ao < 
a 我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

i 车 EE#l 沪 2 , 则 [astst] 六 和 :1, 由 假设 


[aoej tt Toa,asl t+ Tao,ocl + Toes, ar] < 
1 ll 

2 Torram] ee 2 2 9] 
ii 着 a < 24+1, 由 于 对 于 所 有 的 1 i 上 +1， 


1 站 (mm) Wl _ 1 1 
| i -1G i fi 
' 1 ol 
所 以 [ao,at] + [ a1, a2] + + | a. | + 
— -1 1- -1 
[ as, arrt] 所 do {+1 和 2 
综 上 所 述 ,结论 成 立 . 


(2) 由 已 知 条 件 , 给 定 的 这 些 数 中 任意 两 个 数 的 最 小 公 倍数 
都 大 于 m. 设 这 些 给 定 的 数 为 za 各 ,对 于 主 关 疡 1.2，，mm 
中 恰好 有 [ 至] 个 数 是 的 倍数 , [至] 个 数 是 帮 的 信 数 ,由 已 知 条 
件 这 两 组 数 不 相 交 ,因此 

[中 + [2]: + [a] em- 
(1 不 是 它们 中 任意 一 个 的 倍数 ) 
因此 于 + 于 + + 间 <m-l+n= 


1 1l 1 n-l 
一 + 
Xr m 


又 由 于 x1 ,x2，… ,sn 中 任何 一 个 数 都 不 是 另外 一 个 数 的 因子 , 因 
此 = 个 数 的 最 大 奇数 因子 都 互 不 相间 ,1,2,…, 普 中 奇数 小 于 等 于 


+1 
一 ,因此 
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下 + n-l L 。 工 
ms 2 nm < 2m 2 


3.11 是 一 个 正 整 数 
(1) 求 (nl +1,(n + 1)1+1). 
《2)G 是 两 个 正 整数 ,证 明 :(m 一 1 一 1) 学 ns) 一 


(3)e ,小 是 两 个 正 整数 ,证 明 ;(2e + 1,2* + 1) 1 (Xe 二 
1). 


(4) 正 整 数 mm,m 互 素 , 请 把 (5"” + 7",5" +7) 用 于 ,来 
表示 . 


解 (Usl+i(n+l)I+1l1) = (n+l- mh = 1 

(2) 不 失 一 般 性 ,我们 设 a > 了, 轰 转 相 除 法 求 最 大 公 因 数 
(a,5) = (a -60) ,而 正好 对 应 

(mn) = (nn) 一 1) = 

(ns lm-1) 

所 以 得 到 我 们 的 答案 . 

(3) 设 d= (2 +1,23 +1), 则 

22 2 一 1{mod do EE 228 却 1fmod a) 


由 于 存在 整数 x,y 使 得 
2ax + 2by = 2(0,6) 
所 以 2 = 22m229 1(mod d) 


放 dd (2 和 中 革 1)(245 由 1) 对 于 dd 的 任 一 个 素 因 子 p, 由 于 4 是 
奇数 ,所 以 p 是 一 个 奇 率 数 ,如 果 p 1 (2 -1), 则 p 1 (2° -11)， 
而 我 们 还 有 p 1 (2° + 由), 所 以 p 12, 子 盾 , 因 此 a 的 每 个 这 因 子 都 
与 (2 1) 互 素 ,从 而 (42 -1) = 1, 因 此 
(m+lm+l) = dl(n™t + 1) 
{4) 设 5s = 5*4+7, 车 nn 二 2m, 则 有 
go = Sn_m SS 2m 
因此 (gn 5) = Com dnam) 
当 m < rn < 2mn 了 时 
sh = Sinm — SM 
此 时 有 (sm 35) = Cans 52m_n) 
由 于 (m,n》= 1, 所 以 根据 驾 转 相 除 法 ,上 面 的 过 程 会 一 直 延 
续 下 去 ,直到 (5 ,9 ) 或 (52,51), 故 当 m,n 都 是 琳 数 时 , (sm, ss) = 
(651) = 12; 当 m,n 一 个 是 偶数 时 ,C50, 6) = (52,41) = 2. 


心得 体会 拓 广 疑问 
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3.12 ”对 所 有 正 整 数 m > n, 证 其; 


2mn 


[m,n]+[m+1l,n+1] > 万 


证 明 设 m = n+ 上 上, 则 
m+ I) tn+1) 


nn 
(mn)t (m+l,n+l 


[mn]+fim+l,n+1]= > 


mn mn 
hm) + (k,n+ 1) 
由 于 (n,n +1) = 1, 所 以 
(Ckn), (k,n+1)) = l= (hn) k,n + 1) | 大 一 
(kn)(k n+ 1) 


因此 


[mn}j+[m+l,n+1]> (Kn) tt (k,n+1) > 


2mn 2 mn 


本 vm-n 


3.13 设 ai < or < < 世 nn; 其 任意 两 个 a; 的 最 小 公信 
数 大 于 =. 证 明 


证 明 ” 若 al = 1 问题 显然 为 真 . 取 cl > 2, 设 6b 是 满足 条 
件 


n n 
和 
m “mo-l 中 


a 的 个 数 ,因此 从 有 5 是 ci ,每 一 个 ai 的 (mm - 1) 售 都 在 前 ”个 
整数 1,2,…,n 中 ,并 且 在 这 = 个 整数 中 的 没有 两 个 as 有 公 售 数 ， 
所 以 
bz + 285+35844+ + = rr ® 
对 任意 给 定 的 ai 的 集合 oj < aa < … < ai, 不 失 一 般 性 ,我 
们 可 选择 n 等 于 mx, 那么 ,由 全 得 出 


n+l 


上 
二 | 1 2 3 4 
2 | 


i oi n 也 


(1+26, + 3b3 4+464 + + (n+ 1)b,.) 


心得 体会 拓 广 疑 间 


了 43 


了 3 
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以 由 例 解 出 的 &; 的 值 代入 ,得 到 心得 体会 扰 广 疑问 
了 >) 1 < 2- 二 -到 -TCby+2ba+ 3bs+ .+ Cn — 1) Bb.2) 
i=l 1 
@ 
便 证 明了 提出 的 结果 . 


为 了 改进 这 咎 计 , 考 虑 整数 1,2,3,…,[ nx2] .这样 ,55 十 了 个 
有 一 倍 , 每 个 都 在 这 些 整 数 中 ;5s + be 个 si 有 两 倍 , 每 个 也 都 在 
这 些 整 数 中 ,以 此 类 推 , 则 


bs+ ba+26s +2b6+ 367+3bs + = [3)- mr>0@ 


进而 ,如 果 p > | 二] 不 能 被 任 一 个 w 整除 ,我 们 可 以 把 p 包 
含 在 mi 中 ,因为 除 p 本 身 外 ,p 的 任何 倍数 是 大 于 = 的 (把 这 样 的 
一 个 加 到 a; 的 集合 中 ,只 不 过 增 大 了) 二 ). 然 而 rn ~ rs 是 大 于 


[号 ] ,而 小 于 的 整数 的 个 数 ,并 且 它们 不 是 a 的 倍数 . 若 所 有 这 
样 p 都 已 包含 ,从 而 , 便 有 ri - r= 0. 将 由 名 得 到 53 的 值 代 人 人 @ 
并 利用 r -~ r= 0, 有 


D121-n .1 @ 


n 


-TCBb+ bs+2be+2b+3bs+.) < 1 池 


更 进一步 ,考虑 整数 1,2,3,…,[n/3].54+ bs+ bs 个 a; 有 一 
们 ,每 一 个 都 在 这 些 整数 中 ;5 + bs + B59 个 a, 有 两 们 ,每 一 个 也 都 
在 这 些 整 数 中 ;以 此 类 推 ,因此 
bat bs+ be + 2b7 + 2bs + 2by+ 
3b0 +3bu + = [3)- n,n 20 @ 
由 图 求 出 中 + 旺 , 并 代 人 加 ,得 


内 二 < 二- 全- 二 到- 下 + 人- 
(8 + bs + bo 十 bio + b11 + bla + ‘1 ) 


上 式 中 插 导 内 的 所 有 项 是 正 的 .因为 
1 「 lin 1 lin linrn 2 
[3 ]> 中 (本 - 立 ) ,x[ 引 ]>= 当 ( 鱼 - 凶 ) 


则 有 D2 二 ~- 工 + 十 + 之 


用 nn 2 3 +2nt3n 
因为 nm < 5, 它 表示 不 是 任意 a; 的 倍数 的 整数 的 个 数 ,ry < [mz3] 
也 具有 同样 的 性 质 . 显然 7 之 衬 ;因此 


第 3 齐 最 大 公约 数 与 最 小 公司 数 
Chapter 3 Greatest Common Divisor and Lease Common Multiple 1%6 


3 1 7 1 心得 体会 拓 广 疑问 


3.14 自然数 = 和 上 互 素 .证 明 ;:a + 加 与 o2 + 吕 的 最 大 公约 


数 等 于 1 或 2. 
【第 3 局 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 


证 明 设 g 是 + 如 及 a + 的 最 大 公约 数 , 则 有 
dlartrbdla+t+b 


于 是 dl(la+6) -ta +6) = 2a6 
进而 dl2a{(e + 6) -20hb = 207 
dl2b(a+ 6) -20b = 2282 
因此 ,d 是 2a? 和 2 的 公约 数 . 
由 题 设 ,(a,5) = 1, 则 
{a2,62) = 1 
所 以 2a? 和 28 不 可 能 被 大 于 2 的 数 整 除 . 因 而 
de<2 


即 o 4+ 辽 与 a + 5 的 最 大 公约 数 是 1 或 2. 


3.15 设 思 = 3 (下 + 训 ) , 求 5 与 53, 的 最 大 公约 数 . 
Fal 


(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


解 ”由 于 
S =E+T=2 
S = (E+ri)+r(s+27)=2.8=2.(1+2) 
3 =2 .3+( 和 +3) =-2: 人 =2.01+2+3)4 
S4 =2 665+ 和 =25.5=-2. (014+24+3+4) 
由 此 猜想 
Se = 2(1 +24+.… +n) OD 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 
n = 1 时 ,显然 成 立 . 
假设 nn = 大 时, 式 串 成立, 那么 m = +1 时 
Si = 2 +2+ + Erk+ 1 + (E+1) = 


Ck + +4 (kr1) + (E+) = 


Bk + 1)4[ E44 Bk 1) + SKF + 1)3] = 


杞 等 数论 难题 集 ( 利 一 性 } 
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Tp 1 + Bh + 3b + 32k + 16) = 心得 体会 拓 广 疑问 
8 


2 + (E42) = 


2[1 4+24++k+ Ck+1)] 

所 以 nn = +1 时 ; 式 外 成 立 . 
于 是 对 所 有 自然 数 n, 式 由 成 立 ,因此 
网 -2. [+0 tl ] 


S， = 2- [an + Dy 


(1) 当 n = 2 时 
过 = (Sn, Sas) 二 
a 组 
(2: [2 D0] 2， [Ses D] ) 


(284(025 + 1)4,2 806E + 1)*) 
因为 (2k + 1,6k +1) = 1, 所 以 
d = 2K((2k + 1)*,81) 


当天 = 3 + 工时 
(2k +1) = (6r4+3)4 = 8128+1)4 
Fl 
二 i 本 .了 81 4 
所 以 了 = 2*:8k =2*8 HB 
当 Ek¥ 3:+1 时 
了 = 214 = 下 
8 


(2) 当 n=2k4+1 时 
S$, = 2[(28 + 了 (十 人] 
San = 2[3(2k + 1)(3k + 2) 站 

钙 为 (3 4 2,2k +1) = 1 +2,k+1)=1 
所 以 d = 2(2k + 1) (3,Ck + 1)*) 

当 = 3:4+2 轩 

k+li= 3+1) 

所 以 d = 2nt- 3 = 162n4 

当天 35+2 时 

d = 2nm4 


第 3 着 ”最 大 公约 数 与 量 小 公 悦 数 
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心得 体会 拓 广 疑问 


3.16 nn 为 大 于 1 的 整数 ,确定 形 如 pg 的 数 的 倒数 和 ,这 里 p， 
4 为 整数 ,满足 条 件 0 < p < g 志 np + > 2 并且 p,g 的 


最 大 公约 数 为 1. 


(加 富 大 数学 奥林匹克 训 头 题 ,1989 年 ) 


解 ” 设 满足 条 件 的 倒数 和 为 


1 
$= 2 一 
ocpeoun 的 
[| 
则 ss = 闷 , 并 且 
1 1 
Si,+1 = Sh + 之 Cn + Typ ,2 轩 由 
o "计生 
1 1 1 1 
由 于 一 = (一 + 一) = 
四 记忆 远 富 mm 在 +1 了 <P< 9 1 p 他 
rip P21 
1 y， 1 1 3 1 
一 + 一 -一 二 = 
i 9 n+tli Msp P 
Ug) en fp,n+1l] = m 
1 5 1 @ 
1 四 n+l 
tl ge ea "+ DP 
由 D,® 可 得 S41 on 


3.17 求 正 整 数 nin 闻 3) ,使 得 存在 nn 个 正 整 数 &1, a2,…， 
an ;满足 性 意 两 个 数 的 最 大 公 因 数 大 于 1, 任意 三 个 数 的 最 大 


公 因 数 等 于 1. 若 所 有 的 整数 ai(i = 1,2,…,n) 均 小 于 5 000， 
求 满足 如 上 条 件 的 mn 的 最 大 值 . 


解 ”对 于 任意 大 于 或 等 于 3 的 正 整数 n, 都 存在 满足 条 件 的 
正 整数 a1 ,a2,… ,a,. 对 于 任意 两 个 整数 ;i,j 满足 1 <i< jan，, 
定义 一 个 质数 p;. 使 得 对 于 任意 的 与 i,j 不 全 相同 的 六 ,站 ,有 
ps 关 Pe: 设 
Qi = lLp;: Hero,1 < ien 
即 满足 要 求 ， 
当 m = 4 时 , 设 
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0 =2x3x5,ar =2x7x1l 
a = 3x7x13,g =S5x1lx13 
当时 , 取 qj ;92,43194, 645 是 满足 条 件 的 5 个 正 整数 . 对 
于 每 一 对 整数 ai, a, 不妨 假设 i < 广 存 在 质数 p; 整除 a; 和 a, 且 
所 有 的 这 些 质数 互 不 相同 . 所 以 ,每 个 数 m 能 被 4 个 不 同 的 质数 
整除 ,每 个 质数 py 最 多 能 整除 两 个 ai, 于 是, 至少 有 一 个 a 不 能 被 
2 或 3 整除 .因此 ,这 个 数 大 于 或 等 于 
Sx7xllx13 = 5005 
综 上 所 述 ,n 的 最 大 值 为 4. 


3.18 了 ,为 1,2,…*,n 的 最 小 公 倍 数 ( 如 ML = 1,M; = 2， 
有 3 = 五， NM, = 12， Ns 二 的 ， Ms 二 的 ) ,对 什么 样 的 正 整数 见 ， 


再 ,| = 撒 成 立 ,证 明 你 的 结论 . 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


解 ”若是 某 个 质数 的 容 , 即 


n = ,Pp 是 质数 
则 型 = [1,2, nn- ln]= [对 nm] = 
[M1sp*] 二 pM 
此 时 帅 ， 天 NM, 


车 n 不 是 某 个 质数 的 帘 , 设 


n=ob,l<a< nl<b<n 


则 axzn-l,b<n-l 
再 令 (a,5) = 1, 则 
| Mb | 1 
所 以 Rn = ab | MY) 
于 是 M, = Ma 


因此 ,M1 = WW, 的 充 要 条 件 是 :自然 数 "不 是 某 个 质数 的 
天. 


3.19 ”确定 所 有 的 三 元 正 整 数组 (a ,b,c), 使 得 a+ b+c 是 


az 的 最 小 公 倍 数 ， 


解 如 果 三 个 数 相 等 , 则 有 [ma,5,c] = ay, 与 [eec] = 站 + 
5 + 政 盾 ， 
不 失 一 般 性 ,假设 a 过 由 过 ec, 则 


加 十 上 ec 
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因此 ec<atb+te<eie 心得 体会 拓 广 疑问 
因为 [a,6,e] 是 。 的 信 数 ,所 以 ,[a,8,e] = 2e. 
于 是 ,有 a+tb= cla,b,c] = 2a + 25. 
及 上 了 1 (2a + 25), 所 以 ,5 | 24a. 
从 a 三 5 可 以 推 知 5 = a 或 = 24. 
如 果 上 58 = a, 则 ce = a+ 5 = 26. 因 此 
[ayb,e] = [a,n,2a] = 2e 
但 是 e+z+e=a+a+2e=4cz, 和 矛盾 . 
如 果 = 2a, 则 


c=a+=a+20 = 3a 


[a,b,e] 三 [a,2a,3a] =6a= a + 上 +c 
所 以 ,满足 题 上 月 要 求 的 三 元 正 整 数 形式 为 
(a,2a,3a)(a » 1) 


3.20 设 r 与 ;是 正 整 数 , 试 推 导 满 足下 列 条 件 的 有 序 正 整 数 
四 元 组 (a ,b,c,d) 的 个 数 公式 
3"7* = La;,&8,e] 三 [a,b,d] 三 [a,e,a] 二 [8,c,a] 


要 求 案 是 7 与 ; 的 函数 ， 
记 导 [x,y,z] 表示 xyys 的 最 小 公 售 数 ， 
| (第 41 局 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1980 年 } 


解 ”因为 3 与 7 是 素数 , 则 e,s,c,d 中 每 一 个 都 具有 3m7* 的 
形式 ,其 中 mE€ 10,1,2,… ,rl,n EE 和 0,1,2,-…,s}. 

首先 征明,a,5,c,d 中 至 少 有 二 个 m = 了, 至 少 有 二 个 mn = 5. 

否则 , 背 至 多 有 一 个 m = r, 不 失 一 般 性 , 令 @ = 3"7", 有 $6， 
cc; 中 的 mw < Fr 那么 

[b,ce,d] #3°7" 

与 已 知 [5,c,d] = 3'7: 矛盾 . 

所 以 至 少 有 二 个 m = r， 

同 理 至 少 有 二 个 hn = s， 

下 面 守 找 符合 条 件 的 (a ,5,ec,d) 的 个 数 . 

若 (e,5,c,d) 中 有 二 个 的 因数 3 的 指数 为 7, 另 二 个 的 m € 
10,1,2,…,r -11, 即 每 一 个 有 r 种 选择 ,所 以 共有 GCLiC!( 个 }. 

车 (a,58,c,4) 中 有 三 个 因数 3 的 指数 为 m = r, 则 另 一 个 严 
在 10,1,…,r - 1| 中 选择 有 r 种 可 能 ,所 以 共有 Ci( 个 ). 

若 (a ,8,z,d) 中 有 下 个 因数 3 的 指数 为 m = +, 则 只 有 一 种 
可 能 , 即 有 


1 + GC + GCCl 
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种 方法 可 决定 r. 心得 体会 拓 广 疑问 
同 理 有 
1 + GCt + CCLC! 
种 方法 可 决定 *. 
于 是 共有 


(1 + Gc! + GCCO( + Cc! + GCIC) = 
(1 + 4r + Gr)(l + 4 + 637) 
组 满足 条 件 的 有 序 四 元 数组 (a ,8, c,d). 


3.21 ”如 果 a,58,c 都 是 正 整数 ,使 得 


0<a+ 了 也 -aicsc+l 


那么 + 好- abc = (ep)2, 这 里 (a,5) 为 a,b 的 最 大 公约 
数 . 


证 明 ”不 妨 设 a 了, 对 a + 上 & 进行 月 纳 . 
(1) 当 5 a 时 , 设 a = 串 ,kk 筷 N, 于 是 从 条 件 知 
Oc<a+- eb = (WY + (wb)be = 
(K+1- he) ec+l 
这 样 就 有 OR+l-kkec+l 
由 此 得 到 kl1<iEi<e<k+tt 
注意 到 c 是 正 整 数 ,c = 上 ,因而 
or = (+1- k= = (0,b) 
(2) 当 85a 时 , 令 琶 + 如 -abe = 1 EN, 则 a 是 如 下 关于 
x 的 一 元 二 次 方程 2 - bex + 《好 一 +) =0 的 一 个 根 . 设 此 方程 的 
另 一 个 根 为 a', 即 
42 -bear + (BB-1)=0 
此 时 亦 有 0< 记 +aez- io =t<ce+l 
由 韦 达 定理 ,得 到 下 面 两 式 
a+a = OD 
ara = 说- 名 
根据 中 ,am = be - a 为 整数 ,又 从 上 十 a 知 a' 0. 我 们 断言 
a > 0. 事 实 上 ,假设 af < 0, 那 么 从 人 站 易 知 a > te, 进一步 地 得 
到 


ar-abc=a'(ta- b+ 
g++b> +c+l 
即 a+ -a >c+l 
这 与 题 设 秒 盾 ,由 此 我 们 得 到 了 a > 0. 
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再 根据 得 到 | 必得 体例 拓 广 绪 问 
(asb) = (be a.b) = (8,0') 
根据 加 可 得 
Oa = La < 5 <h 
车 0 1 45, 则 根 (1) 得 


5= + a= ra bar = 
@ = (b,0) = (a, by 

车 oa, 记 br = ee- 5, 则 根据 以 上 的 推理 可 得 0 < 六 < 
a', 且 有 如 下 的 两 式 

|] = ae 

a,b) = (Bb,0) = (0, 4). 

这 样 ,根据 覃 转 相 除法 ,我 们 总 可 以 把 一 般 情形 化 归 到 情形 
{1). 于 是 从 B+ a < a + 上 & 可 归纳 地 假设 


it = 8 bac = 《er )2 


从 而 得 到 所 需 证 明 的 结论 
上 三 (bo = (a, bY 
即 or+b- ob = (a.b) 


3.2 自然 数 41 ,42,…, aw 的 和 为 999, 令 为 6] ,42,'…, aw 


的 最 大 公约 数 ,d 的 最 大 值 为 儿 少 ? 
(基辅 戏 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


解 由 于 可 = 《ely 692", G0); 则 
d|at+ oat + a = 999 
即 4 是 999 = 扩 . 37 的 约 数 ,又 因为 
dl aoa,k = 1,2,..…,49 


则 .0 
于 是 必 有 999 = ol+at+an 4 
d a 内 < 21 
又 由 了 是 999 的 约 数 可 知 二 只 能 为 1,3,9. 
又 因为 999 能 写成 49 个 数 的 和 . : 


9+9+ "+04+ 7 = 999 
一 一 一 一 
其 中 每 一 个 数 都 能 被 9 整除 ,所 以 d 的 最 大 值 为 9. 
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3.23 ” 设 rn 个 穆 数 


lea ddc < a 2n 


= 


中 任意 两 个 整数 ai, a 的 最 小 公 犀 数 [ai,a] > 2n, 则 a > 


[9] 


证 明 ”用 反 证 法 .如 果 el < [ 妾 
题 ,在 不 大 十 2n 的 n + 1 个 数 
Dori Tos Ge 


中 ,如 果 2a1,3a 不 与 a2,…,an 中 的 任 一 个 相等 , 则 至 少 有 一 个 
数 除 庶 另 一 个 ,由 TT 2a1t3al,3a 小 2al , 故 可 设 


] < 符 , 则 3a: <2n. 由 上 


2a11an2 和 jn OD 
或 

3ai | 本 2 过 六 昌 人 
或 

gl2a12 二 了 二 天 二 
或 

由 13ai2 六 二 @ 
或 

arta2ei<jen (8 


若 2a 或 341 和 某 一 gj 相等 , 则 可 归 为 中 或 名 . 


由 中 得 
[ei, ea] 芝 [2a1,@;] = Qa2n 
由 避 得 [Lai, ey] 所 [3a;,@;] = a 2n 
由 全 得 [aa]s[2aa] = Za < 2n 
由 人 多 得 [ea] se [3a1,0;] = 3al & 2n 
由 人 鲍 得 [eye] = a <2n 


都 与 [a.,4] > 24 矛盾 , 故 a > [ 气 ] . 


3.24 100 个 正 整数 之 和 为 101 101, 则 它 科 的 最 大 公约 数 的 


最 大 可 能 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 ， 
(中 国 上 海 市 初中 教学 竞赛 ,1986 年 ) 


解 ” 设 100 个 正 整数 a,as,…, am 的 最 大 公约 数 为 4d, 并 令 
= do sj s100 
由 于 aj+ arr -+aw = 三 ad+ea+…+Glo) = 

“ 101101 = 101 . 1001 


心得 体会 扼 广 疑问 
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于 是 ea ,a om 不 可 能 都 是 1, 从 而 
Qtaz+t tam 人 1l19+2= 101 

从 而 d 1001 

另 一 方面 , 取 a = gz = = aw = 1001;wim = 2002, 这 时 
满足 

G1+ G2+ "+ om = 101 101 

而 (1 001,1 001,.… ,1 001,2 002) = 1 001 

所 以 qj; a2，… aim 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 为 1 001. 


3.25” 设 n 是 自然 数 .我 们 研究 以 为 最 小 公信 数 的 自然 数 
对 (u,v)( 如 果 居 #w, 那 么 我 们 认为 数 对 (u,v) 和 数 对 Lv, 2) 
是 不 同 的 ). 


证 明 : 对 给 定 的 数值 n ,这 种 数 对 的 个 数 等 于 数 a 的 正 
约 数 的 个 数 . 


(向 于 利 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 


证 法 1 设 数 * 的 标准 分 解 式 为 


i=1] 
其 中 ,p; 是 未 则 的 素数 ,a; 是 正 整 数 ,i 三 1 ,2 
用 记号 [ww,v] 表示 二 和 = 的 最 小 公 倍 数 ， 


| 
由 于 [u,v] = nm, 则 数 上 和 > 的 标准 分 解 式 中 只 能 包含 素数 


PirP2r Pr 
现在 我 们 来 确定 在 数 w 和 = 的 标准 分 解 式 中 ,素数 piti = 1， 
2,…,s) 的 指数 . 


玛 为 pj 在 [u,v] = = 的 标准 分 解 式 中 的 指数 为 w ,所 以 在 “| 


和 ，* 的 标准 分 解 式 中 ,上 的 指数 都 不 大 于 ai. 

在 数 w 和 v 中 ,素数 户 的 所 有 可 能 的 指数 分 配 可 分 成 如 下 二 
种 情形 : 

(1) 在 4 和 4 的 标准 分 解 式 中 ,素数 疡 的 指数 都 为 «;, 这 时 只 
有 1 种 可 能 ; 

(2) 在 4 的 标准 分 解 式 中 ,素数 挛 的 指数 为 em ,而 在 "的 标准 
分 解 式 中 ,pi 的 指数 小 于 a;, 即 描 数 可 为 0,1,2,…,ar 一 1 ,这 时 有 
ai 种 可 能 ; 


(3) 在 "的 标准 分 解 式 中 ,素数 p; 的 指数 为 i, 而 在 的 标准 | 


分 解 式 中 ,p; 的 指数 小 于 ai, 这 时 也 有 ww 种 可 能 . 
于 是 ,素数 p， 的 指数 分 配 共有 a; + as + ] = 2ai + 1 种 可 能 . 
对 1 取 1,2,…,s, 则 在 uw 和 + 的 标准 分 解 式 中 , 素数 pi 


心得 体会 拓 广 疑问 
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1p2""… sp 的 指数 可 能 取 的 方法 的 总 数 等 于 (2a + 1)(2as + 心得 体会 拓 广 疑问 
1)…(f2a， + 1). 
于 是 满足 [u,v] = nm 的 数 对 (u,v) 的 个 数 为 


TT G20, + 1) 
[a 
另 一 方面 n= | pi 


其 所 有 正 约 数 的 个 数 也 为 ][ (2a + 1). 


从 而 ,满足 [u,v] = 的 数 对 (&， v) 的 个 数 等 于 于 的 正 约 数 
的 个 数 . 


证 法 2 ”如 果 能 够 建立 量 小 公 倍 数 为 n 的 数 对 (u,9) 与 吧 
的 约 数 之 间 的 一 一 映射 ,那么 本 题 就 可 得 证 ， 
我 们 令 每 一 数 对 (w,v) 与 数 4 对 应 ,d 满足 


三 
= 9 
显然 数 a 是 整数 . 
这 基因 为 
=u 卫 
vw 
而 vin 
另 一 方面 到 = (ue)(v 2) = d. (v2) 
因而 4 是 不 的 约 数 . 
下 面 我 们 再 证 明 :如 果 兴 = 如 ,都 么 
wv [ao] 
so ~ [wa, va] ® 


事实 上 ,为 了 求 得 给 定 的 数 的 最 小 公 倍 数 , 只 须 求 出 两 个 尽 
可 能 小 的 数 , 这 两 个 数 具 有 这 样 的 性 质 , 其 中 一 个 数 乘 上 给 定 一 
个 数 的 滋 积 等 于 另 一 个 数 飞 上 另 一 个 给 定 的 数 的 乘积 ,因此 这 两 
个 数 的 选取 只 与 给 定 的 两 个 数 的 比 有 关 . 这 样 一 来 ,如 果 我 们 将 


一 个 数 对 (u,v1) 变 到 另 一 个 具有 相同 比例 的 数 对 (wa, 52)( 宫 = 
这 ) 时 ,最 小 公 倍 数 成 比例 地 变化 .从 而 式 加 成 立 . 
因为 [fu ,z] = n, 那 么 由 四 ,加 可 得 


E_n 四 
dn [an [dmj 
这 样 ,如 果 知 道 了 数 4 ,就 可 求 出 wx,p, 即 


第 3 章 最 大 公约 数 与 最 小 公司 数 
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_ dh 图 | 六 得 体会 打 广 时间 

“= Td,n]j'” 7 [ad,n] 

于 是 ,re 的 每 一 个 约 数 4 对 应 于 不 多 于 一 个 的 数 对 (u,v). 

扬 时 ,如 果 d 是 的 约 数 , 那 么 由 关系 式 呈 所 确定 的 u 和 sv 都 
是 整数 ,这 是 因为 dn 和 及 都 是 4 和 za 的 公司 数 ,因而 

[d,snjl dn,ld,nl ln 

即 ww 和 ? 是 整数 . 

因此 ,选取 数 吧 的 任 一 约 数 d 之 后 ,由 关系 式 可 得 整数 wx,w， 
它们 满足 关系 式 @@, 于 是 由 命 推出 [u,v] = nm. 

于 是 , 数 2 的 每 一 个 约 数 对 应 于 一 个 且 公 奴 一 个 有 序数 
(ab) ,从 而 满足 [u,v] = n 的 数 对 (u,v) 的 个 数 等 于 nm? 的 约 数 
的 个 数 ， 


3.26 ”两 数 之 和 为 667 ,它们 的 最 小 公 倍 数 除 以 最 天 公约 数 
所 得 的 商 等 于 120, 求 这 两 数 . 


(基辅 数学 奥 补 匹克 ,1954 年 ) 


解 ” 设 所 求 的 数 为 x 和 y, 且 4d = (x,Y),; 则 
x = dr = dyi,tx1s71) = 1 
于 是 [x,y] = 人 = dx 
由 题 意 ,有 
他 + Yi = 667 


2 = 120 


S68 


由 xiyL = 120=B.3.5 
及 667 =1.23.29 
因此 由 中, 名 可 得 
xl = 8,y1 = 15 
或 x3 = 24,Y2 = 5 
相应 的 di = 29,d; = 23 
因此 ,所 求 的 数 有 两 组 
xi = 232,y1 = 435 
或 x2 = 552,y2 = 115 
3.27 ”已 知 两 数 中 ,每 一 个 除 以 它们 的 最 大 公约 数 所 得 的 商 


之 和 等 于 18, 它 们 的 最 小 公 倍 数 等 于 975, 求 这 两 个 正 整 数 . 
《基辅 教学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
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解 ” 设 两 个 正 整 数 为 x,y, 且 & = (x,y). 则 心得 体会 拓 广 疑问 
T= ty = 四 (zl = 1 
于 是 [x,y] = 学 = dxiy! 
由 题 意 ,有 
XI +TYI= 一 褒 
{2 = 975 


显然 si 二 17,yl 过 17, 及 
975 =1.3.5.5.13 
艾 由 xz, 一定 是 975 的 约 数 , 则 只 能 有 
zl = Sy1 = 13,d = 15 
因此 X= 7 = 195 


3.28 设 记号 (a,6,*…,g) 和 [a,b,…,g] 分 别 表示 不 整数 
qb ,… 8 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 和 倍数 ,例如 (3,6,9) = 3， 
[65,15] = 30. 


[a,b,el]’ (a,b,c) 


abllbellesa] Casb)tb,c)te,a)’ 
(第 1 届 美 国教 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


证 法 1 设 
& = pip pa 
b= 让 
o = phpb-ps 
其 中 Di 蚌 索 数 ,a;, 有 B， yi 是 非 负 整数 ， 1 = 12 
由 最 太 会 倍数 和 最 小 公 倍 数 的 定义 可 得 


[a,b] = Il phenp) 


(ga,b) = TT pr"ee 
其 中 max( a; ,PB;) 表示 Qi PB 中 较 大 者 ,min(e;, 8) 表示 ais BB 中 较 
小 者. 
二 基本 题 相 当 于 证 明 
2maxtai: 启 ，yi) — maxt ais bi) - max( Bi, Yi) -maxf yiyar) = 
2min( ei Bi Yi) — min( es, Be) — min( Bi, Yi) ~ min( ys ai) 
不 失 一 般 性 , 令 a < B 志 ,对 任 党 的 者 成立 (i = 1],2,-…， 
#), 则 
2maxt oi Bis Yi) — maxt is Pi) - max( 房 ,7i) - max( yi, or) = 
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27;: -PB-N-h=-B 
2min( ais Bs Yi) 一 min{ ai. Pi) — min(B., YY;) 一 minf yi ,ai) = 
2a -mi 并 -oa= 一 后 

于 是 从 这 的 等 式 成 立 . 

从 而 本 题 得 证 . 


证 法 2 ”利用 数论 中 的 结果 
[a,58] 三 Ce 


) 
_ bla,be) 
[ae ,5,e] = Ca,b)(b, ce a) 


[ape | _ 
可 得 Top Te -ob be "om = 


[1 
(asb)(b, ce)le,a) 


3.29 ”假设 a 是 正 整 数 a 和 上 的 最 大 公约 数 ,d' 是 正 整 数 a' 
和 六 的 最 大 公约 数 .证 明 : 数 gaa' ,ab' ,ba' ,下 的 最 大 公约 数 
等 于 dd'. 


【向 牙 利 数学 偶 林 匹克 ,1913 年 ) 


证 法 1 由 题 设 ,可 设 
d= ad,b = bd 
a = od,b = bd 
其 中 {a1,b1) 三 1 (ae 人) | 
于 是 aa' = ae ab = dd'ab'l 
ba’ = dd'bia'i,bb' = dd'bib'l 

因此 ,dd' 是 数 aa' ,ab' ,ba' ,站 ' 的 公约 数 . 

车 变 证 明 dd 是 aa ,ab' ,Ba’' ,部 ' 的 最 大 公约 数 , 则 只 要 证 明 
qian gb' i; 5b1o'1,b1b') 没有 公共 素 约 数 即 可 . 

假设 ajya'i,ar1, ba.b1b': 有 公共 素 约 数 p， 

因为 a 和 bi 互 素 , 则 el 和 中 至 少 有 一 个 不 能 被 p 整除 ， 
假设 ci 不 能 被 p 整除 ,这样 , 飞 积 a1a'1 能 被 p 整除 ,因为 ”能 
被 p 整除 . 

同样 ,由 数 az 能 被 p 整除 可 知 5'| 能 被 p 整除 . 

但 是 oa 与" 互 察 ,因此 a 和 "1 不 能 同时 被 p 整除 ,从 而 
导致 矛盾 . 
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于 是 ata'y at Ba bb 没有 公共 素 约 数 , 即 dd 基数 心得 体会 拓 广 疑问 
ad ,0b' ,ba' , bb’ 的 最 大 公约 数 . 


证 法 2 由 最 大 公约 数 性 质 可 得 
【aa ,ab', ba’ ,bb') = ({a0' ,0b'),( ba’ , bb’)) 
但 是 {wa' ab) = far 六) = ad 
(ba' ,bb') = bla',b') = bd 
因此 Coo’ ,本 ba' ,Bb8') = Cad’ , bd) = (a,b)d = dd' 
即 dd' 是 数 ao' ,ab' ,ba' , bb 的 最 大 公约 数 . 


3.30 设 qj,9z,…; a 为 下 整数 ,al < az < …< aw. 将 a 


的 不 等 于 自身 的 最 大 约 数 记 为 轴 . 已 知 B) > by > …… > 0， 
证 明 ; a > 500. 


证 明 令 机 三 a 是 a 最 小 素 因 数 . 因为 by > bo; 得 
bo > 1, bs 学 c9. 和 由 此 ,a > 人 9 之 号 . 由 不 等 式 i G b; > 
Bil; 得 ei < G4. 喜 c > 202 这 3,53 这 5 ,09 之 3. 这 样 ,就 
推出 ao > 5 车 守 529 > 500， | 


3. 31 设 alyaayaa yan 都 是 大 于 等 于 4 的 下 整数 ,对 于 和 任 
意 的 ij,1 < ism 有 (wa 5) < 了 ,证明 


[aaa] > mar AsBEN 
2 


isisn pp 


记号 (gi, aj) 表示 i} 和 和 a 的 最 大 公约 数 ,[al 3 aa 表示 
a1s 422, ,an 的 最 小 公 倍数 ， 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
(Da = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 
(2) 假设 n = 时 结论 成 立 , 即 
Fal a 3 max 起 
lesisnB 2 
那么 , 当 m = 上 上 +1 时 ,由 oryi 守 4, 有 


[ery a saps ort] = EL as G2 G4) G421] = 


[ai,ez， ,tt] aksl 
([ays ta ols ol) 


A 。 | > 而 D 
twist BSL 《[ ega 0 G8) ieiet pSL 
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这 里 ,最 后 一 步 用 到 心得 体会 拓 广 疑问 
+1 汪 (La, G2 ay) 
另 - :方面 ,由 
请 
([ ai, 0 Gar], Aur1) 所 1l (Coir G441) 所 Br | 
i=1 
出 有 


_ [era a] ol 
Cars grap), ofr) 天 


[aaz… Gss ois] 


A k+l ~ 
BS (Lor, G2 ,a8] ,apn1) 和 
的 _ 31 四 
0 .有 
由 中, 名 得 
[a ear, Gs earl] 2 ma 


于 是 nn = 上 + 工时 ,结论 成 立 ， 
有 从 而 对 所 有 自然 数 n ,结论 成 立 . 


3.32 设 [r,s] 表示 正 整 数 r 和;s 的 最 小 公 倍 数 , 求 有 序 三 元 
正 整 数组 Ca,8,c) 的 个 数 , 其 中 [a,8] = ] 


Do0, [5,e] = 


2 000,{c,a| = 2 000. 
{第 5 员 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 


解 由 [a,8) = 1000,[&8,c] = 2 000,[c,al] = 2 000 可知 
a :由 ,ec 艾 为 2"5" 型 的 数 ， 

不 妨 设 we = 2m59 ,b= 2m5mc = 2p35"、 

由 fa,5] = 253 15,ce] = [eae] = 25 及 最 小 公 倍 数 的 性 质 
可 得 


i 
taxt mi ml 上 = 


max | mz: ma 三 


3 
4 
max| ma m1} = 4 
max| ni n2| = 3 
3 


max | n2, nal 

maxi na, nl = 3 

由 此 可 知 , ms = 4, ml 和 ms 中 必 有 一 个 是 3, 此 时 另 一 个 可 取 
0,1,2 或 3, 不 计 重复 ,一 共有 7 种 不 同情 况 . 
naiy n2;R3 中 必 有 2 个 是 3, 此 时 第 3 个 数 可 取 0,1,2 或 3, 不 计 
重复 ,一 共有 10 种 不 同情 况 . 
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了 60 


从 而 满足 本 是 条 件 的 数组 (a,5,c) 共有 
7.10 = 70( 个 ) 


3.33 设 大 个 束 数 1< @< ee<c…< qn 中 ,任意 两 个 
数 gis 的 最 小 全 倍数 [wm ,aj] > nn. 


上 


证 明 ; >) 工 < 这 


i=l 人 


证 明 ”我 们 先 证 明 上 < [4]. 


将 集合 11,2,…,n| 作 如 下 的 划分 
4 三 {1,2,2,.…| ,A> 三 13,3 x 2 
4 = j= (2 1)2,s EN e nl ,es 
4 时] = 和 2 于- 
可 见 如 果 > [于 二 !] , 必 存 在 两 个 元 素 ,a; 同 在 某 一 个 集 
合 机 中 ,于 是 必 有 wa 1 c 上 或 和 上 六 ,页 
[ ai 加 ] = max| mo < n 
与 [ww] > n 相 矛 盾 , 从 而 < [于 二 ] 得 证 . 


作 点 个 集 人 台 吕 = jdlald,2< dani(t = 1,2,…, 丰 ). 由 
B, 的 定义 和 题 设 条 件 即 知 在 i 冯 7 时 ,Bi 门 B = 后 ,从 于 
上 


也 即 是 
Tn 
> alse-1 
k 
则 DE-_1lecn-l 
1 名 
于 是 
Dn-ltisn-1+[# |]< 
现 1+ il < 
£1 3 
从 而 2 
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3.34 ”下 整数 m,n 满足 (m,n) + [m,n] = m +, 证明: 其 


中 一 个 数 是 另外 一 个 数 的 因子 . 


证 法 1 ， 令 (m,n) = d,m = ad,n = bd,(a,8) = 1. 这 样 
[m,n]」 = abd ,由 已 知 条 件 
d+abd = oad+ bdosta -1)(b-1)}=0 
不 失 一 般 性 我 们 设 ec = 1, 则 有 m 1 na. 


证 法 2 ”由 于 
(mn)[m,nl = mm a) + [mn] = m+n 
所 以 (mn) [m,n] 与 m,n 都 是 一 元 二 次 方程 x (m+ n)x+ 
mn = 0, 因 此 (m,n) [站 = {m,n) ,而 (m,n)1 [m,n], 所 
以 命题 成 立 . 


3.35 设 m,n 是正 整数 . 
(1) 证明: {2% 1,2* -1) = 2 1]; 


(2) 计算 :(2"” -1,2° + 1)， 


证 明 ” (1) 不妨 设 m > n, 作 带 余 除法 
m= 名 +7r; gr 是 整数 ,0 过 Fr< mn 


于 是 2m_1=2(2m_-13+2 -1 
及 (2"™ ~ 1) | (2m -. 1) 
故 (2m 12 1) = (21,2 -1) 


对 于 n,r, 依 照 上 询 的 方法 可 得 rn ,满足 n= grtn0sa 
r < rr 及 
(2* 112 1 = 21,2 -1) = (2 120 -1 
如 此 进行 下 去 ,最 后 得 到 r | xr.1, 并 且 
(2% — 1,2 -1) = (2 -1,2 -1) = … = 
{2% 12 -1)=2%-1 OD 
显然 这 样 得 到 的 = (m,n) , 故 命 题 得 证 . 
{2) 由 (2 - 1,2" + 1) = 1 可 得 
[和 
利用 (1) 便 知 ,四 即 
(2 12 + 1) x (XD -1) = 2 1 
设 非 负 整数 a,P 使 得 和 | m2 上 rn, 则 当 a < 8 时 ,有 
(m,n) =(m,2n); 当 a > 月 时 ,有 2 mn) = (m,2n). 于 是 
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Lash 有 心得 体会 拓 广 峰 问 


2 -1,2"+1 -| 
+ 1) 2 la > 8 


dl 


3.36 证 明 :(n,a” - 名 ) = (a, a-b 


证 上 明 ” 设 p 是 质数 ,m 是 正 整 数 ,日 p" | n,p"| or -- 从 ,我 
们 证 明 一 定 有 关 | 全 三公 | , 设 a。- 5 = 。, 风 
eb" 一 br" =- + b" = DO" bp"-i 


ar-b 


若 pa -58, 则 显然 有 到 二 六 ,以 下 假定 pa- 站 = 
.此 时 关中 因子 p 的 个 数 为 
> [#] < > fe / 六 = ji 
即 六 中 国 子 p 的 个 地 小 于 等 了 / -1 而 六 -1 1 #1 ,那么 一 定 有 
了 | 及 1C = 全 于， 


从 而 六 < 


利用 这 个 命题 就 不 难 证 明 (n,a* - 名 ) = {n, 所 = 六 ) 了 . 


3.37 ” 设 正 整数 m > 65. 求证 :全 体 不 大于 有 的 合 数 可 以 恰当 


地 排 成 一 行 ,使 得 任何 两 个 相 邻 的 数 均 有 大 于 1 的 公约 数 . 


证 明 设 m < ps < < py 为 所 有 不 大 于 vn 的 质数 ,容易 
检验 如 下 的 排 法 符合 题 设 要 求 
BDIP2 ，P2pa… _ Ph-ipk 


I 4 南 _] 二 . 
其 中 ,在 空 档 机 内 放置 其 余 的 合 数 中 最 小 质 因 子 为 p; 的 数 . 


3,38 证 明 :从 任意 6 个 互 质 的 四 位 数 中 能 选 出 5 个 数 是 互 质 
的 . 


(俄罗斯 数学 奥 宁 匹克 ,2003 年 ) 


证 明 设 这 6 个 数 为 1 2 3 4 HS TE: 
若 题 设 不 成 立 , 则 可 设 
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(a1, 02, 3 C4 05) = di 心得 体会 拓 广 疑问 
《aiy aay 037 04 06) = 中 
{a2 93y O47 25706) = ds 
其 中 ,四 ,加 ， 人 ad4， dds, de 两 两 互 质 , 且 乓 关 1 三 1,2,.…,6). 
不 妨 设 d > 由 > 出 > 出 > 邮 > i; 那么 
ay = bdidadsdasds = bi x3x5xT7x1lx13= 
15 015。 8 > 10 000 
赴 盾 ， 
因此 假设 不 真 . 
大 中 下 ,直到 ,省 中 必 有 一 个 为 1. 


3.39 。 求 正 整数 a,5, 使 得 对 任意 的 +,y [a,6], 有 站 + 


二 和 [aa 人， 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 ” 若 x = y = 5, 则 有 也 >。 因此 ,ab < 2. 


车 * = Y= a, 则 有 之 三 上 .因此 ,ab >= 2. 
套 a86 =2,a = 1,8 = 2. 
又 因为 xz,y EE [1,2], 则 


3.40 ”假设 正 吏 数 a1,02,… ,ow 满嘴 
+ 2+ "+ 40 = 2002 

如 果 是 a1,02,… ,aw 的 最 大 公 因 数 , 求 z 的 最 大 值 . 

{新加坡 数 学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 设 a = bd,b = 1, 则 
各 

2002 = > bd 3 304 
一 人 
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3.41 ”确定 所 有 的 二 元 正 整 数组 (a,4,c), 合 得 a+5+c 是 


ab,e 的 最 小 公 倍 数 ， 


(奥地利 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”如 果 三 个 数 相等 , 则 有 [a,b,c] = a, 与 [a， 6, c]=a+ 
+c 并 盾 . 
不 失 一 般 性 ,假设 2 < 5c, 则 a + 56 < 2ce. 凤 此 
ex 本 + 由 Tce<e3e 
因为 [ep,e]l 是 ec 的 倍数 ,所 以 [ae,p,c] = 2c. 于 是 有 
a+b= ca,b,c] = 2a+28 
bl a+ 20), Bb 1 20. 
四 a 志 上 可 以 扒 知 5 = & 或 5 = 2a. 
如 果 问 = a, 则 cc = a+ 上 8 = 24. 因 此 
[abc = [a,a,2a] = 24 
但 是 a+5+tc=a+a+2a =4a, 艺 盾 . 
如 果 6 = 2a4, 则 
c=a+b=a+24= 3a 
[asb,ce] = [a,2a,3a] =6a = ga+b+e 
所 以 满足 题 日 要 求 的 二 元 于 整数 形式 为 (a,2a,3a)(a = 1). 


3.42 求 正 整数 n(n > 3) ,使 得 存在 个 正 整 数 a1, a2,…， 
ax 满足 任意 两 个 数 的 最 天 会 因数 大 于 1, 任意 三 个 数 的 最 大 


公 因 数 等 于 1. 若 所 有 的 整数 afi = 1,2,… ,nn) 均 小 于 5 000， 
求 满足 如 上 条 件 的 m 的 最 大 值 ， 
{意大利 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”对 于 任意 大 于 或 等 于 3 的 正 整 数 ,都 存在 满足 条 件 的 
正和 整 数 &1 ,a2,…,a,. 对 于 任意 两 个 整数 i 和 /满足 1 < i < sm， 
定义 一 个 质数 pj. 使 得 对 于 任 意 的 与 i 和 j 不 全 相同 的 和 六, 有 
Dy 尖 pay . 设 

i 二 Hp; lp < E= 和 要 一 扫 0 
即 满足 要 求 ， 
当 m = 时 , 设 
a1 = 2x3x5,a =2x7x!l 
as =3x7x13,a0 = 5x11lx 13 

当 n 演 5 时 , 取 at,aa,as,as,as 是 满 幢 条 件 的 5 个 正 整数 .对 

于 每 一 对 整数 a, 和 ,不 妨 假 设 i < 了 存在 质数 py 整除 ai 和 a， 
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且 所 有 的 这 些 质数 互 不 相同 .所 以 ,每 个 数 a; 能 被 4 个 不 同 的 质 

数 整 除 , 每 个 质数 p; 最 多 能 整除 两 个 a;. 于 是 ,至 少 有 一 个 & 不 能 

被 2 或 3 整除 ,因此 ,这 个 数 大 于 或 等 于 5x7 x11 x13 = 5 005. 
综 上 所 述 ,n 的 最 大 值 为 4. 


3.43 设 c 和 4 是 整数 .证 明 : 存 在 无 穷 多 个 不 同 的 整数 对 
《wn yan 三 1,2,…) ,使 得 zx, 是 cy。 + 的 一 个 约 数 , 且 7 是 


ex + 有 的 一 个 约 数 的 充分 必要 条 件 为 c 是 #2 的 一 个 约 数 . 
《向 牙 利 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 (1) 充分 性 . 
因为 ce 1 ad, 记 dd = kctk € 多) ,所 以 
Xi 三 Ey 二 一 {i + ki 二 1 ,23 
即 为 满足 条 件 的 无 穷 多 个 整数 对 . 
(2) 必要 性 . 
假设 c 直 4d, 则 d x 0. 
若 c = 0, 由 于 a 有 限 大 ,显然 ,不 存在 无 限 多 个 整数 整除 +， 
若 c ¥ 0, 存在 无 穷 多 个 不 赔 的 整数 对 (x ,y(n = 1,2,…)， 
使 得 
ya | Cexs + d) ,x | Ccy, + d) 
由 于 整数 对 的 无 限 性 ,因此 , 其 中 必然 存在 一 个 数 的 绝对 什 
太 于 ctad*. 
不 芒 设 | si | > etd, 因为 x | (eyj + d), 所 以 
leyvyt+adlz|lx|> co 
故 lernl cd -dl 
又 1ce1> 1, 所 以 
1 er ls20d -ldl, Inl> cd 
(cyi+ (ceri+ 中 1 cd od a 
= e+ 十 


下 1Y1 更 1 FY! | 
由 cd ; cd + d? 1 + 1 < 
x yy xie el 1esl 
1 1 1 
且 (er + ditcz + 中 二 了 
区 171 
因此 (ey + dcxl + d) 2 


| 
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因为 cd, 故 必然 存在 一 个 质数 p 和 正 整数 e ,使 得 六 1 c 且 
ptd. 

因为 px | 局 ,所 以 ,2 + 两 个 整数 中 必 有 一 个 
会 p 的 符 次 不 小 于 a. 

不 妨 设 pxi | (cyt + dd). 而 pr 1 ce, 喧 直 了 ,矛盾 .因此 ,= | 了. 


3. 科 ”已 知 非 负 整数 a,& 和 


_ (3a)!(4b)! 
2(0,b) = CalytBty 


证 明 :{1) 对 所 有 a < 8,Z(a,48) 是 一 个 非 负 叉 数 ; 


(2) 对 于 任何 非 负 整数 ,存在 无 限 多 个 a, 使 得 Z(a ,8) 
不 是 整数 ， 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 (1) 注意 到 


Za 四 = C3246)! - (341 . Qo)l (45)! . 
ob) ss Coro = al(2a)1 alel “ 81(3671 


(3b)! (26)! . 
54(25)1 (6b -a)lta+b)! 
(et {ba)! = 
Ch CE Ch Ch * CRs Cos* (Bb — oa)! 
这 表明 Z{a,6) 可 表示 为 和 二 项 式 系 数 和 正 整 数 {(b -. a)! 的 乘 
积 . 
因此 , 当 a < 了 时 ,ZCo,b) 是 一 个 非 负 整数 . 
(2) 设 5 是 给 定 的 非 负 整 数 ,p 是 一 个 质数 , 且 P > 45. 令 wa = 
p. 考 虑 2(p,b), 愉 好 存在 三 个 不 大 于 3p 且 能 被 p 整除 的 正 整数 ， 
即 3p,2p,p. 此 外 , (45)! 一定 不 能 被 p 整除 . 易 知 下 是 分 子 
(3p)1(46)! 的 因子 ,而 p' 不 是 分 于 (3p)1(45)1 的 因子 . 
另 一 方面 ,因为 p 1 p1, 所 以 ,pt 一 定 是 分 母 (p1)4(51》 的 因 
子 , 由 此 得 出 Ztp,b) 一 定 不 是 一 个 整数 ， 


3.45 ”确定 由 7 个 不 同 质 数组 成 的 等 差 数列 中 ,最 大 项 的 最 
小 可 能 值 . 


(英国 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ” 设 等 差 数列 为 
pp+ dp+2d,n +3d,p tdd,p+ Sd,p + 6d 
易 知 p > 2. 因 为 车 p = 2, 则 p + 2d 为 偶数 且 非 2, 其 不 是 质数 . 
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因 海 p 必 为 奇数 , 则 a 是 笠 数 .否则 ,p+ 4 是 入 数量 大 寺 2, 其 
不 是 质数 . 

又 P > 3, 因 为 若 p = 3, 则 p +34 是 3 的 倍数 且 非 3, 其 不 是 
质数 . 

所 以 a 必须 是 3 的 倍数 ,否则 ,p + d 和 p + 2a 中 的 一 个 将 会 
是 3 的 倍数 ， 

用 同样 的 方法 ,p > 5, 因 为 若 p = 5, 则 PP+5sd 是 5 的 倍数 且 
非 5. 

类 似 地 ,4 是 5 的 倍数 ,否则 pP+ed;p+a2d,p+3d,p+4d 中 
的 一 个 将 会 是 5 的 倍数 ,其 不 是 质数 . 

综 上 ,有 p77 和 3014d. 

车 p > 7, 当 7+da 时 ,总 有 7 的 倍数 存在 于 等 差 数 列 中 , 故 了 1 
d. 这 表明 210 | 4d .此 时 ,最 后 项 的 最 小 可 能 值 为 11 +6x210 = 
1 271. 

若 p = 7( 同 时 301d), 则 必须 各 免 在 数列 中 有 187 = 11 x 17， 
因此 ,必须 有 4 > 120. 

车 d = 120, 则 数列 为 

7,127,247,367,487,607,727 
但 247 = 13 x 19, 所 以 ,这 不 成 立 ， 
当 g = 150 时 ,数列 为 
7,157,307 ,457,607,757 ,907 

且 所 有 的 数 为 质数 . 

因为 907 < 1 271, 此 即 为 最 大 项 的 最 小 可 能 值 . 


3.46 求 所 有 的 质数 p,q,r, 使 得 等 式 p? = 甩 + 估 + 天 成 


立 . 
(伊朗 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 若 p =2, 代 人 等 式 得 好 + 产 = 4， 

这 个 等 式 没 有 质数 解 , 故 p 是 奇 质数 . 

考虑 gq + r: = 0(mod PpP):; 有 

plgqplr 或 p = 4k+1 

在 第 一 种 情况 中 ,因为 和， 是 质数 ,可 以 得 到 p = 9 = 1, 这 
时 ,等 式 可 以 化 简 为 p? = 3p?. 

解 得 p=g=+=3. 

在 第 二 种 情况 中 ,和 + r? = 0(mod 4). 

所 以 21 gr 由 于 9 和 r 是 质数 ,所 以 9 = r = 2. 

但 p - p* = 8 天 质数 解 . 

最 后 得 到 的 解 为 p = 9 = r=3. 
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3.47 a,b,cyd,e,f 为 正 辖 数 . 设 $=a+b+rcecidtet 
f 既 整除 abe + def 又 整除 ab + be + ca -de -sf- 太 .证 明 : 
3 是 合 数 . 


(数学 奥林匹克 预选 题 ,2005 年 ) 


证 明 fx) = (x+a)(lx + blx+e)- 
(x - d)tx -etx- = 
Sx2 + (ab+bec+cee-de— 
ef — flr + abe + def 
由 已 知 条 忻 得 到 5 整除 dd) = (a + dj)(6 + d)(e + dd). 但 
S=a+tbte+dt+et+/ 大 于 a + d,b + d,e + dd 的 每 一 个 , 故 
不 可 能 整除 其 中 任 一 个 , 即 $ 不 是 素数 .又 8 > 1, 故 3 为 合 数 . 


3.48 设 正 整 数 x,y,zfz > 2,7 > 1) 满 足 等 式 赔 +1= 2 
以 P 表示 * 的 不 同 的 质 约 数 的 数目 ,以 4 表示 y 的 不 同 的 质 约 


数 的 数目 . 
证 明 :p > 4 +2. 


(俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 朋 ”由 题 章 可 知 
(z -1(z+1l) = 季 
当 x 为 奇数 时 ,(z - 1,z + 1) = 1. 面 当 x 为 偶数 时 ,(z - 1.z + 
1) = 2. 在 前 一 种 情况 下 ,有 z-1= 中,z+1l= 风 ,其 中 mp 为 正 
整数 .由 此 可 得 ,” - 避 = 2. 另 一 方面 ,由 于 5 > xy > 1, 所 以 
-Wu 1) 3 

互相 艺 盾 ,所 以 x 为 偶数 .此 时 z -1 与 :+1 中 有 一 个 是 2 的 倍数 ， 
但 不 是 4 的 倍数 ;前 一 个 则 为 27-: 的 倍数 , 却 不 是 27 的 倍数 ,这 样 
一 来 ,我 们 就 有 lz - lz+1 = i2w,27w; = 14, 51, 其 中 心 
和 "为 奇数 (: = 表示 "“ 记 为 ") ,显然 
AB = A A-BI=12w -Dy 231w -2 ?p11=1 
这 就 是 说 ,有 2 = 凡 +1 或 2 人 w= -1. 

我 们 指出 wn > 1. 事 实 上 ,如 果 u = 1, 则 4=2,4=z-1， 
# = 3, 从 而 必 有 x = 2,. 这 与 题 意 相 了 矛盾 .此 外 ,y 必 为 奇数 . 若 不 
然 ,y = 2n ,那么 就 有 于 - x* = 1, 这 是 不 可 能 的 . 

引 理 1 如果 a 为 不 小 于 2 的 整数 ,p 为 奇 质 数 , 则 a? -1 中 
至 少 有 一 个 质 约 数 不 能 整除 a - 1， 

引 理 1 的 证 明 ”我 们 有 

ol= (ae- (ao li+toe ll+"+1):= ta-1)b 

我 们 首先 证 明 a - 1 与 上 不 可 能 有 不 同 于 1 和 的 公共 质 约 
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数 9, 事 实 上 ,如 果 41(a -1), 则 对 任何 正 整数 亚 , 都 有 91t0an - 
1 ;因此 


-| 
5 = oro lttlo Shan l)+p=i+p 
m1 


其 中 ,! 是 某 个 整数 .这 就 说 角 ,只 有 在 9 等 于 1 或 p 时 ,5 才能 被 ? 
整除 .因此 为 完成 引 理 的 证 明 , 只 须 再 考查 $8 = 下, 而 且 a -可 
被 p 整除 的 情形 .下面 证 明 这 是 一 种 不 可 能 出 更 的 情形 . 注意 到 
5 > py 所 以 只 要 证 明 上 不 能 被 瑚 整除 即 可 ， 

如 果 ga = PE + 1, 其 中 不 能 被 p 整除 , 则 有 


o = (p+ = 1+prk +p Ll- 


pk + pr + p+"d 
其 中 ,4a 为 整数 ,于 是 
(oa_ Db=a-l= p(k+ pd) 
既然 不 能 被 p 整除 ,所 以 5 只 能 被 p 整除 ,而 不 能 被 p? 整除 . 

引 理 2 ” 设 & 为 不 小 于 2 的 整数 ,p 为 奇 质 数 .如 果 a x 2 或 
Pp 关 3, 则 qr + 1 至少 有 一 个 质 约 数 不 能 整除 a + 1. 

站 理 2 的 证 明 ”我 们 有 

oat+l= (a+l){a -om 十 二 

(a—1)b 

首先 证 明 ,a + 1 与 8 不 可 能 有 不 同 于 1 和 p 的 公共 质 约 数 r. 
事实 上 ,如 果 r1 (a +1), 则 对 任何 奇数 上 ,都 有 rf 1 (oar + 1). 而 当 
k= 2m 时 , 则 应 有 

(az -1)1fem -1),ri(ta -1) 
所 以 rl (a™—1) 
这 样 一 来 ,就 有 占 = Ir + p, 其 中 | 为 某 个 刺 数 .所 以 只 有 在 7 等 于 
1 或 p 时 ,8 才能 被 + 整除. 

为 完成 引 理 的 证 明 , 只 须 再 考查 8 = p" ,而且 a + 1 可 被 p 整 
除 的 情形 .下 面 证 明 这 是 一 种 不 可 能 出 现 的 情形 .证 法 与 引 理 1 类 
似 , 先 证 8 > p. 事 实 上 ,我 人 有 58 a -at+l> a+1 之 Pp: 而 
由 题 中 条 件 可 知 ,在 这 一 连 串 不 等 号 中 至 少 有 一 个 为 严格 大 于 
号 . 另 一 方面 ,如 同 引 理 1 那样 ,可 以 证 骨 : 不 能 被 p? 整除 ,从 而 
得 出 矛盾 , 引 理 2 证 毕 . 

现在 证 明 题 目 本 身 , 考 察 已 得 的 等 式 w +1 = 2 六 . 由 所 证 
的 引 理 可 知 , 该 式 右 端 有 不 少 于 9 + 1 个 不 同 的 质 约 数 . 既然 
(wy2p) = 1,v > 1, 所 以 题 中 断言 成 立 . 


2_a+1): = 
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第 4 登 ” 平 方 数 与 n 次 方 数 


4.1 ”对 于 任何 给 出 的 固定 整数 m, 求 B 的 值 使 得 B+ m 是 


一 个 完全 平方 . 


解 ” 如 果 记 4 m= 让 , 则 m= 号 ,其 中 r= A+8B8, 且 S = 

太 - 了 . 因 为 昌 = (rr -sr 及 5 必须 均 为 再 数 或 均 为 偶数 . 几 于 
8 的 值 包括 负 整 数 和 零 , 在 7 与 ;的 相对 数值 上 除 它们 是 m 的 余 因 
子 寻 没有 必要 加 以 限制 ,如 果 贡 = 证 Pp… Pw, 其 中 的 这 些 P 蚌 
不 同 的 素数 是 这 些 a 是 正 整 数 , 则 m 的 每 一 个 因子 有 一 次 且 仅 有 
一 次 包含 在 (1 + Pl 4 Pi+… + Pi)(l + Pr+ P+ + Po)… 
《1+ P+ + Pa) 展开 式 的 项 中 , 随 之 如 果 m 是 奇数 ,m 的 因 
子 数 ,因而 所 求 B 的 整数 值 的 个 数 是 

{al + D(a + (a, + 1) 
若 mw 是 斐 数 , 昌 P| = 2, 则 rr 和 ;两 者 必 基 个 的 ,因此 使 B+ 闫 是 
一 个 完全 平方 的 整数 值 B 是 m4 的 因子 的 个 数 , 即 

(a — D(az + ltas + 1) 


4.2 ” 求 所 有 使 得 n!1 + 5 是 立方 数 的 正 整数 n. 


解 nn 7 时 ,nl +5 二 5(mod 7) 不 可 能 是 立方 数 , 检 验 可 知 
n = 5 是 唯一 的 解 . 


4.3 ”如 果 n,p 是 两 个 自然 数 , 记 
忆 


np = 1+2a+" + 


试 确定 自然 数 p, 使 得 对 任何 自然 数 n, 5;,s 都 是 一 个 自然 数 
的 平方 ， 


《法 国 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


解 ”由 于 对 任何 自然 数 ,5,,, 都 是 一 个 完全 平方 数 , 特别 
地 取 = = 2, Sa,， 也 是 一 个 完全 平方 数 , 即 存在 自然 数 > ,满足 下 式 


x =1+2x>1 
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所 以 好 -= 2 
(x— 1)(x +1) = 2P 


_- 全 
1 是 r+*+1= 2 
整数 ,i 满足 
0aes<f,s+t=p 
因此 有 E+ 22 
所 以 x+l>2x—2 
于 是 li<x<3 
当 =2 时 
1l+27=4 
此 时 无 解 . 
当 x = 3 时 
1+25 = 用 
= 


又 因为 CR [| 
为 一 个 完全 平方 数 . 

所 以 ,只 有 唯一 的 自然 数 p = 3, 使 对 于 任何 自然 数 *, 8. 是 
完全 平方 数 . 


4.4” 求 出 最 小 的 正 整数 , 它 的 十 是 个 整数 的 平方 , 它 的 让 


是 一 个 整数 的 三 次 方 , 它 的 5 十 一 个 整数 的 五 次 方 . 


证 明 ”注意 到 “最 小 ” 及 其 他 条 件 ,可 设 N = 2"3457 ,由 于 也 
是 -- 个 整数 的 平方 , 故 有 
站 三 i(mod 2),8 三 Qt mod 2},7 王 Oltmod 2) 
由 于 学 是 一 个 整数 的 三 次 方 , 故 
& = OQ(mod 3},.8 = 1(mod 3) ,7 = O(mod 3} 
由 于 人 是 一 个 整数 的 五 次 方 , 故 
a = Mmod 5),8 = Omod 5),y = 1{mod 5) 
由 孙子 定理 可 求 得 
a = 15(mod 30),8 = 10(mod 30),7 = 6(mod 30) 
故 2 。 3 了 - 人 0 
是 所 求 的 最 小 的 正 整 数 ， 
注 ”让 题 可 不 用 葵 子 定理 . 


第 4 章 平方 数 与 n 次 方 数 
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4.5 ”一 个 具有 相同 的 非 零 数字 的 (有 限 ) 数列 ,能 成 为 一 个 
整数 的 平方 的 尾部 . 试 求 这 种 数列 最 长 的 长 诬 , 并 求 出 尾部 为 


这 种 数列 的 最 小 平方 数 . 
{第 31 届 美 国 普 特 南 才学 竞赛 ,1970 年 ) 


解 ” 设 4 是 一 个 整数 , 则 x? 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4,9,6,5. 
的 个 位 是 0 的 情况 由 题 且 的 假设 已 排除 . 
如 果 x? 的 尾部 有 两 个 相同 的 数字 , 则 只 能 是 11,44,55,66， 
%9. 
然后 ** 的 末 两 位 是 11,55,99 时 
x = 3 (mod 4) 
这 是 不 可 能 的 . 
*? 的 末 两 位 是 大 时 
x = 2 (mod 4) 
这 也 是 不 可 能 的 . 
下 面 讨论 平方 数 的 末 几 位 都 是 4 的 情形 . 
车 的 末 四 位 是 4, 即 
x = 4444 (mod 10 000) 
则 *? = 12 (mod 16) 
此 时 由 


xz = 16k + 12 = 4(4k + 3) 
可 知 , 亦 不 可 能 成 立 . . 
于 是 ,x? 的 尾部 中 最 多 有 三 个 4. 注意 到 
382 = 1 444 
于 是 这 种 数列 最 长 为 3, 即 尾部 有 三 个 4， 
又 1 444 是 符合 要 求 的 最 小 平方 数 . 


4.6 ” 设 正 整数 a, 了 8 使 15& + 1655 和 16a -155 者 是正 整数 的 


平方 . 求 这 两 个 平方 数 中 较 小 的 数 能 够 取 到 的 最 小 值 . 


解 ” 设 正 整 数 a,b 使 15a + 168 和 16a -15 都 是 正 整 数 的 
平方 


lSa + 165 = r,160 -158 = s2,r,s EN 
于 是 
lS + la = 153r2 + 16s7 
16B + 136 = 16r7 - 15s: 


Chapter 4 Square Nombor and m power 


所 以 15r2 + 16s2,16r? - 1522 都 是 481 的 倍数 .下 面 证 明 r,s 都 是 
41 的 倍数 .为 此 , 因 481 = 13 x 37, 只 要 证 明 r,s 都 是 13,37 的 倍 
数 ， 
先 证 r,s 都 是 13 的 倍数 ,用 反 证 法 ,由 于 16r? -15s 是 13 的 倍 
数 , 因 此 13+7,13s. 由 于 167? = 1552 mod 13) ,两 边 乘 上 5 , 故 
16r2s0 = 1$s2 = 15 = 2(mod 13) 
两 边 再 作 六 次 方 ,由 于 左边 是 洛 全 平方 数 ,因而 2 = 1{mod 13)， 
但 着 = 64=- 1{mod 13), 广 盾 ! 
再 证 +,s 都 是 杂 的 倍数 .同样 用 反 证 法 ,由 于 16r? - 15s* 是 


7 的 倍数 ,因此 37 修 r,37 直 5, 由 16r? = 15s*(mod 37) ,两 边 乘 虐 s 1 


得 

16r2s34 = 155% = 15(mod 37) 
表 两 边 作 18 次 方 .由 于 左边 是 完全 平方 数 ,因而 

15® = l{mod 37) 
但 158 二 223= P=27=(-107= 10x(- 10)= 
{11) x (10) = 110=- 1(mod 37) 

矛盾 1 这样 r,s 都 是 481 的 倍数 ,从而 r 481,s 3 481. 所 以 王 > 
4812 ,852 3 481. 又 取 a = 481 x 31,8 = 481 时 ,15e + 168,16a - 
155 都 等 于 4812, 可 名 所 求 的 最 小 值 等 于 4817. 


4.7 证 明 : 如 果 整 数 a 和 满足 关系 式 
2a2 上 + 已 二 362 二 二 中 


那么 -5b 了 和 2a +285 + 1 是 完全 平方 数 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1964 年 } 


证 明 ”如果 e = 0, 则 出 式 中 得 & = 0. 

此 时 a -5 = 0,2a +268+1 = 1 都 是 完全 平方 数 ,问题 得 让 ， 
如 果 g 产 人 0, 则 由 式 人 名 可 知 ,5 0,0g 天 请. 

设 4 是 a 与 5 的 最 大 公约 数 , 基 设 


二 dld,b 三 bd 加 
由 tab)=1Hazdt 
因此 有 
bl 二 好 | 十 地 OD 
其 中 ,r 是 与 ai 互 素 的 非 零落 数 . 
由 中 和 名 得 
2daf + al = 3db? + bi 
将 式 加 代入 得 


2da? + ai = 3d(artr) /tatr 


第 4 童 平方 数 与 次 方 数 
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由 此 得 
do + 6dalr + 3d?* +r=0 @ 
式 钱 左边 前 三 项 能 被 d 整除 ,所 以 
dir 岛 
式 二 左边 后 三 项 能 被 7 整除 ,所 以 
r | dai 
因为 (r,a1) = 1, 所 以 


rld @ 
由 二 ,二 可 知 r = zd 或 者 r = - 4d. | 
如 果 r = 4, 黄 由 式 电 得 
at + 6ar+3r+1=0 二 
由 于 对 任何 整数 el,ai + 1 不 能 被 3 整除 ,因此 式 加 不 成 立 ， 
所 以 r 关于 是 
r=-d 
因为 B11 = a+r= Bl 一 二 
所 以 B= bd= ad-d=a-d 
即 
qa-b= @ 
叉 由 式 中 可 得 
2a7 -2 + (a- b= 
(a -Bb)(2a 4+25+1)= 8 
由 式 加 和 式 辐 得 
di:(2a + 2b +1) = i 


2 +2b+1= 说 @ 
由 国 和 国 可 知 ,a -8 和 2a + 268 + 1 都 是 完全 平方 数 . 


4.8 由 n(n > 了) 个 已 给 索 数 的 积 (每 个 罕 数 可 出 现 几 次 ,也 
可 以 不 出 现 ) 组 成 en + 1 个 正 整 数 . 证 明 ; 在 这 n+ 1 个 数 中 可 


以 取出 几 个 数 , 它 们 的 积 为 完全 平方 数 . 
(第 29 届 国际 数学 碳 林 匹 充 怪 选 题 ,1988 年 ) 


证 明 设 pi,p2,*… ,pn 为 已 知 的 rn 个 宫 数 ,mi mz,… ;ms 
是 由 已 知 = 个 素数 之 积 组 成 的 n + 1 个 正 整数 (其 中 p; 可 出 现 几 
次 ,也 可 不 出 现 ) ,这 样 ,这 n + 1 个 数 可 表示 为 


EL 
m= ll pt 
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其 中 ,ay 为 非 负 整数 ，: = 1,2,… ,nj = 1,2.77 ,n+ 

从 这 n+ 1 个 中 中 任 取 若干 个 相 乘 , 所 得 的 弱 积 对 应 于 | mi， 
mm 的 所 有 非 空子 集 , 因 此 这 种 乘积 共有 2"*! - 1 个 ,其 
中 每 一 个 都 具备 形式 


R= 
车 指数 8 可 能 为 奇数 ,也 可 能 为 偶数 . 
按照 奇偶 性 来 分 ,( 所 ,Ba,…, 启 ) 共有 2* 种 .由 于 
Dn+t _ 1 > 2 
所 以 , 必 有 积 筷 pp… 志 与 呈 于 2 于 的 震 指 数 具有 完全 相 
间 的 奇偶 性 ,因而 羔 积 
php ph ) Cpe pa pln) = Mat OD 
中 的 指数 8 + Pr;(i = 1,2,…;n) 都 是 偶数 . 
于 是 中 是 一 个 完全 平方 数 . 
QD 是 一 些 m 的 乘积 ， 去 挤 那 些 在 ][ 成 Sw 中 均 出 现 的 
mj, 则 剩 下 的 那些 mi 各 出 现 一 次 ， 它们 的 积 仍 为 完全 平方 


4.9 ”如 果 1986 个 自然 数 的 乘积 怡 好 有 1 985 个 不 同 的 泰 因 
数 .证 明 : 在 这 1 986 个 自然 数 中 ,或 者 有 1 个 是 完全 平方 数 ， 


或 着 有 某 几 个 自然 数 的 乘积 是 完全 平方 数 ， 
(第 49 届 匡 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


证 明 ”已 知 的 1 986 个 自然 数 的 集合 记 为 4 . 

考查 4 的 每 一 非 空子 集 . 

4 的 所 有 非 空子 集 共 有 2 富 - 1 个 . 

求 出 4 的 每 一 非 空 子 集 中 所 有 元 素 之 积 , 并 且 将 飞 积 表示 成 
最 大 可 能 的 完全 平方 数 与 一 些 素数 的 积 的 形式 (例如 , 某 一 子 集 
中 所 有 元 素 之 积 为 N, 且 NN = 2 .35， 53 .179, 则 将 表示 为 

N= (3 3 5 17 

若菜 一 子 集 中 所 有 元 紊 之 积 为 并 , 且 上 = 25 130, 则 将 MM 表示 
为 天 = (2 .13)? 等 ) ,再 将 上 述 乘 积 除 以 最 大 可 能 的 完全 平方 
数 ,所 得 的 商 就 是 一 些 率 数 的 乘积 , 以 这 些 素数 为 元 索 可 专 得 到 
一 个 率 数 集合 (例如 ,上 述 的 NN 可 得 到 率 数 集合 13,5,17| ,上 述 的 
虹 可 得 的 集合 为 空 集 如 )， 

这 样 ,我 们 就 可 以 得 到 集合 4 的 每 一 子 集 与 一 个 素数 集合 或 
空 集 儿 的 一 个 对 应 . 

由 于 这 1 986 个 自然 数 的 乘积 愉 有 1 985 个 素 因 数 , 所 以 上 述 
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素数 集合 都 是 这 1 985 个 素数 集合 ( 记 作 集合 8) 的 子 集 ,而 这 种 
子 集 共有 2 号 个 . 
由 于 包 咒 - 1 个 4 的 子 集 对 应 21 牛 个 如 的 子 集 , 且 五 嗓 - 
1 > 2 室 , 所 以 一 定 有 4 的 两 个 不 同 的 子 集 4 和 4 ,对 应 着 下 的 
同一 个 子 集 fpj, pz,… ,Pr| ,也 就 是 说 4) 中 元 素 之 积 mi 与 4; 中 元 
素 之 积 n; 分 别 具 有 形式 
m= eo ppps 
nz = pipa "pk 
其 中 ,a 和 6&8 是 两 个 正 整 数 . 
这 样 一 来 , nma = 《abpip2a'… 训 是 一 个 完全 平方 数 . 
但 是 在 ninz 中 ,将 4 门 4 中 的 数 连 和 滋 了 两 次 ,因而 多 和 匀 了 
一 个 平方 数 , 因 此 在 划 去 了 4 和 42 的 公共 元 素 之 后 ,所 利 下 的 数 
的 滋 积 仍然 是 一 个 完全 平方 数 . 


4.10 设 a>1l,n>1, 称 o 为 一 个 完全 方 蹇 ,证 明 : 当 Pp 是 


一 个 素数 时 ,2 + 3? 不 是 完全 方 赛 . 


证 明 ”可 以 直接 验证 ,p = 2 时 ,2 + 子 = 13 不 是 一 个 完全 
方 攻 jp = 5 时 ,入 + = 275 也 不 是 完全 方 害 , 现 设 p = 2 +1 尖 
5, 有 

Dr +3p = k+l + +l = 
(2 + 3) (2 -224-13 + 224-232 .+ 92) DD 
由 于 2? +3 有 因数 $, 故 若 2 + 3? 是 完全 方 舌 , 则 必须 至 少 还 有 一 
个 因数 5. 但 由 于 
3=- 2(mod 5) 
2 EL 3 -3 
PE RI 2) 4 PE 2 (2 
PRE = (2k + DR = 
p27-1(mod 5) 
因 p x 5,p 又 是 索 数 , 故 p 没有 因子 5, 故 
5 不 22 -224-13 + PE 3 
由 此 知 2 + 3* 不 是 完全 方 乔 . 


4.11 证明 :对 任何 自然 数 n > 3,2" 都 可 以 形 示 成 2" = 


7zx? + y? 的 形式 ,其 中 x 和 y 都 是 奇数 ， 
【第 和 8 居 匡 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 


必得 体会 拓 广 疑问 
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(Un = 3 时 ,2 =8= 了 +1. 心得 休会 拓 广 疑问 
所 以 n = 3 时 .命题 成 立 ; 
(2) 假设 n = 上 时 ,命题 成 立 , 即 

2* = 7x2 + ,x 和 y 都 是 奇数 
当 n 二 +1 时 ,由 于 | 


UA 
并 + 
]4x2 +292 = 2(7x2 + 7)2 = 2*+! 
同 理 [Gx] 2 
由 于 当 x,y 是 奇数 时 ,二 (zx + 7) ,二 (7x 一 ,二 (x - 了)， 
方 (7x + y) 都 是 整数 . 
如 果 赴 (x - y) 是 奇数 , 则 十 (7x + y) 是 奇数 ,我 们 就 取 奇 数 | 
对 ( 方 (x - 7) 二 (7x + 9)). 
如 果 汪 (x - y) 是 偶数 , 则 方 (4 一 7) + y = 二 十 了 是 关 数 ,此 
时 十 (7x - y) 也 是 奇数 ,我 们 就 取 奇 数 对 (了 (xz + y), 方 (7x - 
7)). 


于 是 n = 上 + 1 时 命题 成 立 ， 
由 (01),(2) ,对 n 二 3 的 自然 数 , 命 题 成立 . 


4.12 求 小 于 100 的 基数 ,使 得 对 于 它 , 数 2 101 是 完全 平方 


数 . 


解 ”在 基数 r 中 , 题 设 的 数 是 
2r4+r+l=sr+1l) 

其 中 =2r-r+l 

(r+ 1) 和 ;的 最 高 公 因 子 是 4 的 因子 ,因而 它们 或 者 都 是 平方 数 
或 者 是 两 个 平方 数 的 两 倍 . 当 模 11 时 ,rn =+ 上 4 或 5, 使 = 了 ,无 
剩余 数 ; 当 模 17 时,n =+ 上 了 或 上 8, 使 s = 5, 无 剩余 数 .就 r = 
2m2 - 1,2s 必定 是 一 完全 平壤 ;但 中 =0(3) 得 知 25 = 2(3) ,无 剩 
余数 ,而 mw = 2,4,5,7(17) 分 别 得 2 = - 3,10,5,10017) ,都 无 剩 
余数 .因此 可 以 握 弃 m = 2,…,7, 故 7 小 于 100 的 解 具有 + = 3,8. 
用 上 面 的 问 余 式 和 n 个 其 他 的 同 余 式 , 容易 证 实 不 存在 r < 
10 000 的 其 他 解 ， 
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心得 体会 拓 广 组 问 
4.13 已 知 点 为 正 整 数 , 恰 有 2005 个 正 整数 有 序 对 (x,y) 满 
足 


求证 : 六 是 完全 平方 数 . 


证 明 ”首先 ,注意 到 x,y > AN 否则 、 或 二 之 一 将 大 于 方 ， 


则 
1 1 1 x+rY 1 
x YY 二 NS wy NN> 
Nx + 7) = ry tx- Ny N) = No 


y= N+ 
这 样 ,(x,y) 是 一 组 解 当 且 仅 当 (x ~ N) | 2. 
另外 ,mw 的 每 个 正 因 子 上 都 对 应 着 一 组 唯一 解 


(x = d+ N,y = 各 + NN) .因此 ,在 有 序 解 (z,y) 和 MP 的 正 因 
子 间 存在 一 个 双 射 . 

令 N= plpp…ps, 则 

MW = pp3 pas 

而 久 的 任 一 正 因子 必 有 形式 ptip 家 …p 和 ,其 中 0 二 a 所 29.， 
i = 1,2,…, 有 ,每 个 因子 中 p; 的 指数 有 2g + 1 种 可 能 ,所 以 ,得 到 
取 的 (291 + 1D(292 + 1)…{2gs + 1) 个 正 因子 ,这 样 

《291 + 1)(292 + 2) 29 + 1) = 2 005 = 5 x 401 

而 401 是 质数 , 故 2 005 的 正 因子 仅 为 1,5,401,2 005, 因为 所 
有 这 些 天 子 都 模 4 余 1, 对 所 有 g; 有 29i + 1 = 1(mod 4) ,所 以 ， 
qi = 0(mod 2) .既然 所 有 质 凡 子 的 指数 都 为 偶数 , 故 N 是 完全 平 


方 数 . 


4,14 (1) 证 明 ;有 有 无穷 多 个 整数 na, 使 2a + 1 与 3n + 1 为 完 
全 平方 数 , 并 证 明 这 样 的 n 是 4 的 倍数 ， 
(2) 更 一 般 地 ,证 明 : 若 m 为 正 整 数 , 则 有 无 穷 多 个 整数 


ny 使 mn + 1 与 (m + 1)n + 1 为 完全 平方 数 . 
(加拿大 教学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 


证 明 (1) 车 2n + 1 与 3n + 1 痢 基 完全 平方 数 , 设 
位 = od 
3n+1= ,bEZD 


Qe 
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则 (Sa + 46)? = 2(1202 + 20ab + 3) + a = 
21262+ Wab + BO + mn)+1 
(6a + 56)? = 3(120? + 200b + 882) + = 
3(12027 4 20ab + Bh + n)+l1 
因此 ,mw = 贡 2 + 加 地 +8 厅 + in 满足 2n' + 1 与 3n" + 都 
是 完全 平方 数 ,所 以 存在 无 穷 多 个 n ,使 ?+ 1 与 3n + 1 都 是 完全 
平方 数 ，- | 
下 面 证明 这 样 的 n 是 和 0 的 倍数 . 
由 中 可 得 a 为数, 设 a = 2k + 1, 因 此 
n= -l= (2+ -1 = 4kE+1) 
| n = ZECk+1) 
从 而 = 是 偶数 .理由 四 可知 5 是 奇数 . 
设 引 = 2h +1, 因 此 
3n=b-1= (28+12 -1= 4h(h+1) 
由 于 21h(h +1) ,以 及 (3,8) = 1, 所 以 


8|n 
下 面 证 明 5 1 n. 如 果 
ne 1 ,3mod 5) 
则 2n+ 1 =3,2(mod 5) 
如 果 hn mm 2,4(mod 5) 
则 3n +1= 2,3(mod 5) 


而 对 于 平方 数 六 ,有 
Fe 0,1,4(mod 5) 

所 以 当 2n+1 及 3n +1 是 完全 平方 数 时 ,不 可 能 有 
n= 1,2,3,4(mod 5) 


(m+1)al- mb = 1 


即 必须 Sin 
又 由 (5,8) = 1 
于 是 401P 
《2) 设 
m+l=o DD 
(m+ lrnt+l=# @ 
等 价 于 
n= -a 二 
下 (本 -oa2)+1= a: 二 
由 命 ,@ 得 
DD 
@ 


x= (m+l)a,y=6 
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x mm+l)yY = m+l 全 心得 体会 拓 广 疑问 

方程 入 有 和 解 

x=m+l,y=1 人 
注意 到 Pell 方程 

x mm+1)r =1 

有 一 组 解 为 
T= 2m+1l,y=2 


因而 电 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 x,y, 它 们 可 由 下 式 定 出 
x+v mm+tilDy= (m+l+vm( m+ 1)) 
(2m+rl+2v mm+T) 地 
其 中 二 为 非 负 整数 .由 四 可 以 看 出 x 为 m + 1 的 情 数 ,因此 由 
可 得 出 a ,8 适合 人 中, 由 鲍 定 出 整数 n， 
m,n 适合 回 ,名 , 因 市 适合 合 ,@. 
因此 有 无 穷 多 个 整数 n 满足 全 ,中 . 


4.15 已 知 正 整数 ec,b,e 满足 
cfac +1)2 = (Se +265)f2c + b) 


(1) 若 e 为 奇数 ,证 明 : 其 为 完全 平方 数 ; 
(2) 问 e 是 否 能 为 偶数 ? 


证 明 记 * 和 y 的 最 大 公 因 于 为 MM(x,y). 
(1) 设 = MCGb,c),B = dbosc = deco: 则 M(Bo, co) = |， 
于 是 ,所 给 等 式 化 为 
cofadco+ 1)2 = d{Seo + 2b0)(2ec0 + bo) 
因为 bo 种 ew 互 质 ,所 以 
Mt(cos2co + bo} = 1 

及 因为 co 为 与 tw 互 质 的 麻 数 ,所 以 

Mteo,Sco + 260) = Mico,2bo) = 1 
于 是 ,eo | d， 
由 于 MM(d,(ado + 17) = 1, 所 以 ,d | ceo. 
因此 ,co = qd, 故 ec = deo = 中 ， 
(2) 假设 c 为 偶数 , 即 c = 2c1. 
由 所 给 等 式 得 

ci{2ac; 十 1)? = (Ser + bde, + 5) 
设 了 = M(B,c) ,6 = dbo,ct = dco; 则 

M(bo,co) = 1 


于 是 ,上 式 化 为 
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eo(2adco + 1)2 = dlSeo + bo}t4co + bo) 中 心得 体会 拓 广 疑问 
因为 M{eg,Seo + bo) = M(co,d4co + Bo) = 1 
M(d,(2adeo + 1)°) = 1 

则 d = co,(2adeo +1)2 = (5co+ bo) (deo + bo} 

注意 到 

NM{Seo + bosdco + go0) = Mco,dco + bo) = 
Mtcos bo) = 1 

则 式 吕 右边 的 两 个 因 式 均 为 完全 平方 . 

设 5c0+ 加 = m4e0 + 各 = 型; 其 中 融 ,n EN. 于 是 ,m > 
n; 即 

m_-nzld=o0=m-n 


2ad2 +1 = 2adco+1 = mm 
则 mn = 1+2ad =1+22fm2-m)2 = 
l1+2a(m-— n)(m+n) 
1 +2a{m+ rn) 1 + Bom 1+ Sm 
所 以 ,Tmn < 一- 1, 巴 盾 ， 
因此 ,e 不 能 为 偶数 ， 


4,16 令 o6 表示 前 n 个 素数 的 和 (el = 2,oz = 2+3，,93 = 
2+3+5 等 ). 证 明 : 对 尾 意 的 ,La,; as41] 中 包含 一 个 完全 平 


方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


证 明 设 p, 表示 第 n 个 素数 , 则 
pi = 2,p? = 3,p3 = 5,p4= 7,ps = 11 
0 = 2,02 = 5,03 = 10a4 = 17,a5 = 28 

显然 ,在 区 间 [2,5],[5,10],[10,17],[17,28] 中 都 包含 一 个 
完全 平方 数 . 

因而 ,我 们 只 须 在 n 3 5 时 证 明 本 题 ， 

由 于 不 等 式 

fn 宝 ma 之 8n+1 

与 V an WY GEn+l 
互相 等 价 ,其 中 m 为 自然 数 , 所 以 在 区 间 [V a ,WV as 的 长 度 不 
小 于 1 时 ,区 间 [ a。 ;arts] 中 必 包 含 一 个 完全 平方 数 . 

由 于 不 等 式 


| 


与 ntl El+2v a + an 
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与 prt -as 上 +2a 心得 体会 拓 广 疑问 
互相 等 价 ， 所 以 欲 证 本 同 只 须 证 明 在 nm 关子 时 
par 3a1+2w an 
(past ~ 1) 40 = 4(pl + p+ + pa) 中 | 
即 可 , 令 
qn = (pa ~ 1) -4(pl + + pol1) 
现在 证 明 ;: 在 n > 2 时 , gq, 单调 增加 ,为 此 计算 
gr 一色 = pari — D(Cp, 1) dp, = 
(pnrt ~ Pa) (pnri + Pr -2) - 4p, 
在 nn 守 2 时 ,ps 为 奇数 ,从 而 
Prrl > pra+2 
ntl — Yn 2 Parl + pn ~ 2) -4p = 


2( pat -PP 一 2) 六 0 


从 而 9g 单 润 增加 . 
注意 到 
qs = 1- 0D-42+3+5+7)=32>0 
由 单调 性 ga 5 


于 是 式 中 成 立 , 从 而 本 题 得 证 ， 


4.17 ”在 不 超过 10? 的 完全 平方 数 中 ,是 其 倒数 第 17 位 数 为 


7 的 数 多 ,还 是 其 倒数 第 17 位 数 为 8 的 数 多 ? 


解 倒数 第 417 位 数 为 了 的 数 居多 ， 

将 每 个 不 超过 107 的 完全 平方 数 都 写成 一 个 20 位 数 (车 不 中 
2 加 位 , 则 在 前 面 空 缺 的 位 置 上 补 0). 再 把 它们 分 为 1 000 组 ,使 得 
每 … 组 内 的 数 的 最 前 面 三 位 数字 彼此 杠 同 . 只 须 证 明 , 在 和 餐 一 组 | 
内 ,第 四 位 数 为 7 的 数 都 比 第 四 位 数 为 8 的 数 多 . 

为 此 ,将 左 闭 石 开 区 问 [ (4 -1 104.4， 106) 中 的 完全 平方 
数 的 个 数 与 堪 闭 石 开 区 间 [4 ， 10%, (4 + 1)，10") 中 的 完全 平方 
数 的 个 数 相 比 较 , 其 中 4 < i0: 是 任何 -… 个 个 位 数 为 8, 前 面 三 位 
数字 尾 取 的 正 整 数 . | 

显然 ,它们 分 别 等 于 区 间 | 

IvV A 1 10,Y A .10) A A :10 ,vA 108) 
中 的 正 整 数 的 个 数 . 众所周知 ,区间 [a,5) 中 的 正 整数 的 个 数 与 
区 向 的 长 度 5 - a 的 差 不 超 过 1. 故 只 须 证 明 , 所 考察 的 两 个 区 间 
的 长 庆 之 差 大 于 2. 而 这 是 因为 


第 4 童 平方 数 与 " 次 方 数 
Chapier 4 sa Number snd n power | 83 

(VAR VArI EA+l-10 -VA.10) = 心得 体会 拓 广 疑问 
10[(va -v4-1)-(v4+l-v4)] = 


oF 


1 vA+l1- “4=1 一 |- 
(va+w4-lw 4 +T+V4) 


2x 1 
(TAA I A VD) >” 
2x 1 -25»2 
2V 0 x 2v 10 x 2v10 


4.18 设 丰 < ka < 加 提 是 正 整 数 , 且 Firl 一 Ki > 1 = 1， 
2 记 8S = 和 和 2 
证 明 : 对 每 个 正 整数 了 [SS 中 至 少 售 有 一 个 完全 


平方 数 . 
(美国 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


证 明 ” 易 知 ,区 间 [ 5,, 5,,) 至 少 含有 一 个 完全 平方 数 的 必 
要 且 充 分 条 件 是 区 间 [w 5,,V 55,41) 中 至 少 合 有 一 个 整数 , 因此， 
只 须 证 明 ,对 每 个 n E N" ,都 有 

VS -VS >l 
邯 VS Sr+l 
而 VS > VS + 1 的 必要 且 充 分 条 件 是 
S++ ht > (Sn + 1 

即 hr 2V Ss +1 

因为 各 4 - 各 兰 2; 所 以 
5 二 + 局 -1 二 “二 才 


各 (和 一 2) 4++2 = 各 (后 ++ 苹 ,车 后 为 偶数 


2 二 
多 车 避 为 奇数 


【如 上 1 六 
4 
由 此 即 得 后 +122VS 
从 而 有 +1l 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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心得 体会 拓 广 疑问 
4.19 求 所 有 的 正 整数 n, 它 能 唯一 地 表示 为 5 个 或 小 于 5 个 
正 整 数 的 平方 和 . 


{这 里 ,两 个 求 和 顺序 不 同 的 表达 式 被 认为 是 相同 的 , 例 
如 ,了 + 平和 平 + 用 被 认为 是 25 的 同一 个 表达 式 .) 
(第 18 届 韩国 数学 真 林 匹克 ,2005 年 ) 


解 = 1,2,3,6,7,15. 
首先 ,证 明 对 于 所 有 的 n > 17, 有 多 于 2 个 不 同 的 表达 式 ， 
因为 每 个 正 整 数 都 可 以 表示 为 4 个 或 不 是 4 个 的 正 整 数 的 平 
方 和 ( 近 格 朗 日 四 平方 定理 ), 于 是 , 存在 非 久 整数 x,y;, zi; wi 
(i = 1,2,3,4) 满足 
-部 = 税 + 如 + 台 + 
n= xt+ty+ 人 + i 
A 
一 = 
n= xz 
由 此 得 
= 


+ 


EE 
很 次 n+ 于 + 了 + 于 = 和 0, 则 有 
11,2,3,.4i ¥ |xo, Yo: z0, wol 
所 以 , 寿 在 上 马上 11,2,3,4| | xo, Yo,zo; wol ; 且 对 这 样 的 让 


和 


是 rn 的 不 同 的 表达 式 . 
内 为 30 = 了 + 人 + 于 + 人 = 12+2+ 胖 ,只 要 考虑 1 二 避 近 
16 即 可 . 


下 商 这 些 正 整数 有 两 种 (或 更 多 ) 不 同 的 表达 式 
4=2=2+1+P+ 
5=+2= + +R+rl+rl 
8= 人 + ++ 人 ++ 
9= 和 P=1+2+2 
I0= + 人 P= + 了 +2+ 
IE=12+12+3 和 = 上 + 本 + 有 + 和 + 和 
12= 下 + 和 
这 = 玫 + 下 + 皇 + 下 + 笠 = + 和 + 和 + 拓 
二 = 于 + 和 +3=-+1+ 环 + 人 
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16=#=2+2+2F+2 心得 体会 拓 广 疑问 
而 1,2,3,6,7,15 这 六 个 正 整数 仪 有 唯一 的 表达 式 
1= ,2= +1,3=1+l+ 
6= +P+2,7T= + 了 + + 
15 = 过 +2 芝 + 学 
因此 ,所 求 的 正 整 数 m 为 1,2,3,6,7,15. 


4.20 设 整 数 a 是 两 个 三 角 数 之 和 n = 和 并 + 和 二 世 , 试 


证 可 将 4n + 1 表示 为 两 个 平方 数 的 和 4n + 1 = <2+ 产 ,并 且 


«与 y 可 用 a 与 6 表示 .反之 ,证 明 : 车 4n +1 = x+ YY, 则 n 
是 两 个 三 角 数 之 和 . (这 里 a,5,x,y 为 整数 ) 
(第 36 属 美 国 普 特 南 娄 学 竞赛 ,1975 年 ) 


饼 由 n = 全 二 4 + 全 二 4 得 
4pn+1=2a2+2o+282+25+1= 
e++1l+t2a+2b+20b + a+b -20 = 
(arb+liY+r(ta- bp 
反之 , 令 4n+1 = + ,x ;7 为 整数 , 则 x 和 yy 一 为 奇数 ,一 
为 偶数 . 
有 所 而 x+y-1i 与 -YY-1 均 为 偶数， 
令 o = 和 + 六 ,5 = 冯 - 了 =, 则 o 与 5 均 为 整数 .此 时 
otra, b+b 
2 + 2 > 
了 [人 z+ 上 Y= D+r-1,(s-r-1) ,sy=1] 
2 4 2 4 2 


+l tl1-1 
4 4 一 


即 n 可 表 为 两 个 三 角 数 之 和 ， 


Lo 


4.21 数列 ja | ,i151 满足 :ao = bo = 1 onsl = won + Bb,» 


到 = Ban + 7bn ;其 中 全 ,,Y 为 正 束 数 ,a < y, 且 ay = 户 + 
1. 证 明 ; Yn EN,a, + b 必 可 表 为 两 个 正 整 数 的 平方 和 . 


证 法 1 (1) 车 8 = 1, 则 ay = 户 +1 = 2, 这 时 
a= 17 = 2,04 = n+ 
Br = Gn + 26, 
由 此 Gn+2 = dantl 一 dn, bnr2 = 3641 — 本 
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由 ao = Bo = 1; 则 心得 体会 拓 广 疑问 
Ql = 26 = 3 = 5 32 = 8 
a3 = 13, bs = 21, 
因此 ao+ 加 =2= 咯 + 所 
at 上 + 再 =S= +22= 酌 +fao+ 可 ) 
az+B=13=22+ 科 = 时 + 村 
+ 了 =3 了 = 了 + 史 = 本 +fo+ 到 和 2 
由 归纳 法 易 得 
YnEN,a+ bn = G+ 局 
aps1 + banrl = bi + (on + bh,) 
事实 上 ,只 须 注意 , 若 上 述 两 式 对 n 成 立 , 则 在 n+ 1 时 
Gzns2 + bons2 = Bazns] + bant1) ~ (G2n + b2a) = 
3[B + a+b)] - (ot + 2) = 
2a3 + Sb + 6arb, = 
(as + ba) + Ca +26.) = 
a2il + 2 
以 及 
Gan43 + bonsy3 = 3( aznk2 + Bans2) — (G2nr1 + bart1) = 
3[2a2 + Sh2 + gap] 一 [到 + (Co, + ba)*] = 
Saz + 1362 + 16arb, = 
{an +25 + {20 + 3b.) = 
b+ Cont + Bn) 
因此 当 8 = 1 时 结论 成 立 . 
(2) 当 及 >2, 由 ay = 记 +1, 得 a < < YY,(ay,B) = 1 着 
有 奇 质数 p, 合 pp | 大 +1, 则 p1 记 -1, 于 是 Yn€ENp1lB"- 
1, 因 为 (大 +1 ,部 -1 = (天 +1 = 1 或 2, 所 以 pt 天 -1, 从 
而 p 涉 及 - 1, 由于 
(Atn+1 _ 1,ptr _- 1 = BC4nrl4n) -1=8-1l 
《pn-1 1 Ba -1) = Btn-l4n) -1=F-1 
(+2 _ 1, 8 -人 = (40+2.4m) _1= Ea | 
所 以 pha" 一 1 下 Bo 下 吕 一 1 
由 此 知 , 对 于 序 + 1 的 尾 一 奇 质 因子 p, 若 p | 序 -1om = 
O(mod 4)》 ， 
因为 P1 且 +1, 则 (p,8) = 1, 故 由 费 马 定理 ,p 1 877 -1 所 
以 p ~ 1 = 0(med 4), 即 记 + 1 的 任 一 奇 质 因 子 必 具 有 4n + 1 形 
状 ,也 即 xy 的 任何 奇 质 因子 具有 4n + 1 形状 .从 而 z,7 皆 可 表 为 
两 个 整数 的 平方 和 . 设 


Chapier 4 Squere Number snd rn power 


{ = f+ ,0s 和 Ne 
7 = + 中 
这 里 ,xi,ws? 不 能 同时 为 0, 否 由 将 导致 ay 为 平方 数 , 予 秆 .所 以 
ay = (wf + YI) (x + 2) = 
(x1x2 + yiy2) + (XI1Y2 一 xz) 去 
(xiyz + xa) +《xixa -yy 人 

由 于 a,7 为 给 定 的 数 , 则 满足 中 的 整数 对 zi, 有 x2,Y2 各 
只 有 有 限 组 , 当 四 中 的 邓 + 好 及 奏 + 开 分 别 通过 =,7 的 所 有 平 
方 和 表示 时 , 式 四则 通过 ay 的 所 有 平方 和 表示 ， 

对 于 式 的 两 种 平方 和 表示 ,因为 xl < yi,x2 宇和 ,由 排序 
不 等 式 ,xlyaz + X271 二 X11%2 十 7122 设 妇 ,7 与 妇 , 刀 是 坏 国 中 =， 
7 的 所 有 平方 和 表示 中 ,使 #12 十 了 1y2 达 最 大 值 的 一 组 ,由 ay = 
丑 + 卫 可知 ,这 时 必 有 

m+ lr 1 1( 注 ) 
为 表述 方便 ,不 妨 就 设 
xix2+ Yiy2 = B 二 
由 中 ,加 得 
a+ y+28= (x +m + (y+ @ 
为 证 本 题 ,注意 (1) , 即 当 8 = 1 时 ,有 
a=1=0+1 = + 
y=2=1 +1= x 4 2n + Ban = qz +b 
aanr1 + bonrl = bs + Can + 如 六 = 
{Ora tl b+(lratl:b) = 
《xian + wabn) + Cran + Fab ) 
我 们 来 证 明 , 对 于 8 > 2, 上 述 关系 亦 成 立 . 即 若 a = 好 + 3， 
Y= 籽 ++ 各 ,Xx2 + YY2 = 记 , 则 有 
az + bn = 0+ 可 (8 
G2n+1 + Bb2ntl = (x1Gan + x2 bn ) + (yi + yz2ba)? 二 
对 归纳 :n = 0 时 
aq+bo=2= + 
arb= (a +B)+(A+Y =a+7+28= 
(wi + 2) + (yi1+ yx = 
《xl1Go + x2bo)? + (Cyrao + y2b0) 
即 n = 0 时 ,结论 成 立 . 
设 n = 天时 结论 成 立 , 即 


on + br = G+ 扣 
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当 n 


得 


所 以 


因为 


同 理 
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G241 + Bt = 《xie + zab)? + (Cyrar + yabe)® 
= 卡 + 1 时 ,首先 ,由 递 推 式 
Wnt = en 十 6, , bn +] = Ban + yh, 


人 = {at FY)al — tm 
by2 = {m+ Y) Bb - Bo 
G2k42 + Bogs2 = Ca + Ya2ks1 + 528+i 一 《a2zk + bar) = 
《ea + 了 [we + xabe) + Cyiar + PB) ] — (Cai + RM) = 
(a+ YL(CxT + yf)at + (x2 + 73)8 + 

2(x1%2 + 1¥2) ob ] 一 《0 + bi) 二 

(a + yaes + yb + 2parbs) - (at + GM) = 

(a + ay -lal+ (7 +ar -lb +2 + 7Y) ab = 
(a + Pa + (y+ Pb + 2(08 + Pr)abe = 

(aa + Bb)? + (Bar + Yh) = 


2 2 
Girt + b+l 二 


【xiek + Lobe): + (CFGk + 加 二 = 
(x + yo) oat + (x + 3) 603 + 2C x1X2 + ¥1Y2) obs = 
aal + ypi + 2Parbr = 


arlags + Phe) + belBeas + YE) = ttsl + bbers 二 


2 3 
(xiaks1 + x2bi41) + (Yr1 + yabirt) = Appa + berider2 


而 


0 


《outer1 + bbEr1) + (arrl ern + 本 + 二) = 
AgrIC Ok + #2) + beri By + ber2) = 
Qaxrril Ca + 7] et 十 briL (a + ¥) Bb,1) 三 


(a + FY) (atl + 1) DD 


故 由 式 中 ~ 听 及 归纳 假设 


32443 + dag43 = Ca FI + dakr2) — CA2k4l + Bor1) = 


(a +7JCet + 1) 一 
[ (xiax + xab) + {Yi + 全 | 三 
(a + ?fo 十 Bi,1) 一 (etksl 十 站) = 


E142 + Bieribey? = 


(XLT + 22 有 十 【71ekss 十 3 可 二 


由 雹 太志 知 ,n 一 天 十 1 时 , 式 仿 ,地 也 成 立 ,由 数学 归纳 法 ， 


对 一 切 mE N, os + bn 可 表 为 两 个 正 整 数 的 平方 和 . 


注 车 


也 
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ay = rliasy,ap.r EN 办 | 心得 体会 拓 广 乡 问 
则 奉 在 bcd EN 使 
a= + = 0 +d,B= a+ bd WE 


注 的 证 明 ”对 有 娄 摧 ,8 = 1 时 ,有 a =1,7Y =2, 取 a =0，, 
b=c= d= 上 1 好 可 . 设 命 赴 对 小 于 PotBo > 2) 的 8 各 成 立 , 当 
= 有 时 ,有 Y > 8B, 即 YB+1, 且 

a = E+l B+l Ea.g 


7 Sp+l* B+l = 


于 是 可 令 
7= 有 +5e = 月 -EN 
加 成 为 
(BB- A+s)= p+1 
民 -st- 良 =1 
两 近 同 加 ,可 得 


(s -D(A = +1 
注意 # < B, 由 归纳 假设 知 ,存在 Gis bi, ers dd 多 N, 使 


s—- t= af+b,P- r= ct = act bd 


即 a = cf+ dy = (at+e + (b+ dy) 
B= ctlat er) + db + dy 

记 cj=adi= batc= cb+d=d 

即 有 a=a+h,y = c+d,B= e+ 机 


由 归纳 法 知 ,他 上 成 评 . 


证 法 2 据 热 知 的 如 下 性 质 : 
(1) 大 于 1 的 正 整 数 e, 若 没有 4n - 1 形状 的 质 因子 , 则 s 可 
表 为 两 个 正 整数 的 平方 和 . 
{2) 若 x,y,a 为 正 整 数 ,满足 xy = e+1 则 xy 没有 4n - 
1 形状 的 质 因 子 . 
(3) 若 x,y,a,4 为 下 整数 ,xy = a?+ 如 ,上 且 x,y 无 4n -1 形 
状 的 公共 质 因 子 , 则 *,y 组 可 表 为 两 个 整数 的 平方 和 . 
记 和 = aso+ 者; 则 
so=2= 1+,a = a + 8,b) = p+Y 
将 等 式 xy = 康 + 1 改写 为 
ata+ 7 +28) = (a + BY+1 
可 知 a+ 7+28 无 44 -1 形状 的 质 因子 , 故 可 表 为 两 个 正 整 数 的 
平方 和 , 即 s = a + Y + 28 为 两 个 正 整数 的 平方 和 ,而 
32 = 02 + bz = taal+ Bl1) + (Pal + Yb1) = 
(x+ Bart (B+7h = + 本 
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又 由 el = aas + 所 brl = Ps + Yb, 得 | 
nel =《a 中 了 )an anys bar = Ca + Yb, — Bl 

故 
3n+l 三 《wa 二 Ys 一 nl DB 
令 证 
ra = SS + Co — ®B 
记 了 OR) = ss-1+ 经 ,由 于 
fn tl)- An) = C80028n ~ S01) — (sor185-1 ~ 2) = 
ECa + Fs ~ sn) ss ~ s241] ~ 
[sn Ca + ys 一 Sn+1) 一 好 ] = 人 0 
则 fn+1)= fn) 


于 是 fn} = f(n-1) = = f(1) = 0 一 各 = 
2{a? + bi) 一 《ai 十 by = 
Co b= (a — 7?) 


即 售 成立 ,又 由 人 吉 
(srls Sa-1) 三 {#11 + 7Y)s,) 安 (sn + 7)s,) 也 
当 n+ 1 为 偶数 , 据 四 (sa 7 = (ma+y)=…= (go, 


+ 了) = (2,a + 7) = 1 或 2. 当 n+ 1 为 奇数 
Caarlr2 + YY) = Co + Y= = (se+y) 

因为 5; = e+y+28, 由 于 2 与 ae+7y+28 皆 无 4n -1 形状 的 质 
因子 , 故 ww 与 we + 7 了 无 4n ~ 1 形状 的 公共 质 因 子 ,又 由 (3s,41， 
Sa) = Bt) 0 2 1 或 2, 因 此 由 电 知 ， 
sn41:5n-1 无 4n -1 形状 的 公共 质 因 子 , 从 而 由 性 质 (3) 知 ,sl， 
2_1 藤 可 表 为 两 个 整数 的 平方 和 .因此 和 = a+ 可 表 为 两 个 整 
数 的 平方 和 ， 


4.22 4 是 一 个 1 位 的 正 整数 ,证 明 : 可 以 从 4 中 取出 连续 若 
干 位 数码 ,使 得 其 科 积 是 完全 平方 数 . 例如 ,4 中 革 位 数码 是 


4, 就 取 这 个 数码 , 
(日 本 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


证 明 设 4 = aleo**aye, 其 中 日 才 ayoz ai6 世 9， 
本 | 天 及 . 
由 题 设 , 若 wm = 0,1,4,9, 则 和 问题 已 得 证 . 
今 设 4 中 的 数码 只 含有 2,3,5,6,7,8. 这 时 ,4 的 连续 若干 位 
数码 之 积 是 形 如 
27355"7: 
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的 数 . 

为 简化 起 见 , 对 于 p,qg,",s, 我 们 以 1 表示 其 中 的 奇数 ,以 0 表 
示 其 中 的 俩 数 , 于 是 问题 变 为 :证 明 存在 四 元 有 序数 组 (p,q ,r,s) 
为 (0,0,0,0) 的 情形 . 

首先 ,有 序数 组 (p,qg,r,s) 仪 用 = 16 种 不 同 的 情形 .再 考 
察 以 下 16 个 乘积 

Ql O12 1020 12 03 16 

(1) 车 其 中 有 一 个 积 是 (0,0,0,0) 型 ,那么 问题 得 证 . 

(2) 若 其 中 没有 一 个 积 是 (0,0,0,0) 型 ,那么 根据 抽 民 原理 ， 
必 有 两 个 积 对 应 的 四 元 有 序数 组 (p ,9,r,s) 的 奇偶 性 相同 , 设 这 
两 个 积 为 

A1902 0 有 0 

其 中 ,ai<j 志 16, 

则 这 两 个 积 的 商 

i Qi a 


对 应 四 元 数组 (0,0.,0,0) ; 则 Qirl Gi" a 为 完全 平方 数 . 


4.23 (1) 若 对 某 个 天 有 = 中 + 2 或 m = 32k +9, 则 
mn 一 3 + 上 


不 能 表 为 三 平方 数 之 和 ， 


(2) 若 n= a? + 好 + 人 ,其 中 ,b,c 是非 负 整 数 ,证 明 
一 
V3 < max(a, b,c) Sn 


证 明 (1) 当 nw = 8k+2 时 
m= 3n+l1 = 24k+7=7(mod ®) 

故 知 m 不 能 表 作 三 平方 数 之 利 ， 

如 当 m = 了 +9 时 

m= n+t= Ok+28 = 48 35+7) 

易 知 m 不 能 表 作 三 平方 数 之 和 . 

(2) 由 n= ot+h+e ,Bea.b,e 为 非 负 末 数 ,因此 如 果 
a,5,c 中 有 一 个 大 于 ,那么 就 有 


1 
n= a+rb+re» (ni = n 


1 
但 这 是 不 可 能 的 . 同 理 ,如 果 ,b,c 都 小 于 [号 ) ,就 将 有 n = 
+ b+ ez < n, 这 也 是 不 可 能 的 , 故 有 


3 < max(a,b,c) ern 
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再 假设 m= {ua WB +tw + wm) 
mp = (ua + WB + (Cub + ma) 
是 同一 个 表示 式 ( 次 序 不 计 ). 由 于 (wa + 码 ) > (wa - 地 Y, 就 有 
《aa + ww) = (b+ mm) 
《aa -w= (hb - wm) 
于 是 得 到 (2 -of -12) =0 
从 而 有 好 = 记 , 或 ao2 = 如, 如果 = 史 , 由 于 假设 (ae) = 1, 就 
有 & = v = 1, 这 样 就 有 m = 志 + 成 = 2, 但 这 与 假设 mw > 2 了 矛 
慎 . 如 果 a? = 如 ,就 有 p = 2a2, 这 与 p 是 察 数 牙 盾 . 因 此 
mp = (ua t+ B+- vy 
和 mp = (ua - WY + (mb - va)? 
是 mp 的 两 个 不 同 的 表示 法 ， 

当 p1lm 寺 ,及 二 - modp). 由 于 对 三 -加 (modpP), 故 
a = 了 202(mod p)， 即 1 ea -如 党 . 由 于 疡 是 素数 , 故 
Per+ 因 或 p1au -加 .又 四 > 0 >0, 故 巡 关 00mod p)， 
e? 关 0(mod p), 从 而 zz 和 ae 均 与 p 屯 寄 , 即 (up) = 1,(a,p) = 
1. 因 此 不 能 同时 有 

plaurtb,plar- 可 
否则 将 有 p 1 au ,这 与 (ap) = 1,(a,p) = 工 矛 盾 ， 
当 P1 aa + 地 时 (这 时 Bua - 由 ), 可 以 证 明 
(aa+ 动 , 动 -2 = 1 
否则 , 若 设 9 为 (ua + 地 ,地 - va) 的 任 一 素 因 数 , 则 有 4 zx p, 即 
9 下 时 + 扣 , 而 
tra2z + HY = O(mod 人 
va + 82) = 0(mod 9) 
就 有 9 15a,9 1v, 这 与 (u,v) = 1 了 矛盾 , 故 
(ue+ 塌 ,wbB -va)=1 
当 p | wea- tV 时 (这 时 pwa + 地 ) ,同样 可 证 
(aa - Ww,uwb + sm) = 1 
这 样 就 证 明了 mp 的 两 个 平方 数 之 和 的 表示 式 中 至 少 有 一 个 是 互 
素 的 两 平方 数 之 和 ， 


4.24 ”证 明 :1 984 个 连续 正 整 数 的 平方 和 不 是 一 个 整数 的 平 
方 . 


(第 16 属 加 拿 大 数学 竟 赛 ,1984 年 ) 


证 明 “ 设 ”为 任意 一 个 正 整数 .1 984 个 连续 正 整数 为 


n+ ln+2, ,n+ 1 983 


心得 体会 折 广 疑问 


第 4 章 平方 数 与 = 次 方 数 
Chaplor 4 Square Number myi nr power 


中 全 33 | 
Dante= Dart2nok+ Dk = 
此 = 站 下 二 二 = 站 


= 
1 984n? + 1 983 . 1984n + L283 4 3967 _ 


1 984nfn + 1 983) 4+ 32.: 3] : 661 39607 = 
32. 62n(n + 1 983) + 32. 31 :661 .3 9%7 = 
33[62n{n + [ 983) + 31 + 661 + 3 967] 

内 于 62n(n + 1 983) + 31， 661 :3 967 是 有 数 ， 


1% | 
所 以 不 论 = 为 何 值 , > (n+ 业 天 能 被 32 束 除 , 但 不 能 被 的 整 


所 


除 ， 
于 是 > (Ca + 不 ) 的 标准 分 解 式 中 含有 2, 所 以 不 可 能 为 完全 
平方 数 . 


4.25 ”将 2" 个 素数 写成 -- 行 ,已 知 其 中 不 同 的 数 少 于 个， 
证 明 ; 可 以 从 上 述 数列 中 选取 一 组 写 在 一 起 的 数 , 它 们 的 乘积 


是 一 个 完全 平方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 ”要 证 明 本 是 的 结论 ,只 要 证 明 在 某 -- 组 连续 排列 的 数 
中 ,每 一 个 素数 都 出 现 偶数 次 即 可 . 
设 所 给 的 2* 个 素数 为 a1, a1,… ,az ;其 中 不 同 的 素数 有 mm 个 . 
Pirp2as' Pm Mn 
设 所 给 素数 第 1 项 至 第 j 项 的 乘积 oilaz…am(1 < 专 2") 中 素 
数 p;(1 所 了 瓜 m) 的 指数 记 为 Ei 
又 设 出 为 ci 被 2 除 所 得 的 余数 为 
cy = ly + dy dy € 10,11 | 
形 如 (di, dy dy dw) 的 每 一 个 数组 都 是 由 m 个 0 或 1 组 
成 . 
由 二 站 = 1,2,…,2", 所 以 这 样 的 数组 上 共有 2" 个 .而 由 个 01 
或 ] 组 成 的 数组 总 共 只 有 2" 个 . 
用 于 mm < £4, 则 2m < 27, 所 以 在 构造 的 2" 个 数组 中 一 定 有 两 | 
个 相 闻 的 数组 , 设 为 : 
(djs da dg) = (drs dot s nk) 
其 中 ,jj <#a2". 
这 时 相应 的 cy ,ca 就 有 
em- ey = 2 - b+ da - di) = 2(lx ~ i) 
于 是 ea - er 为 个 数 ， 


必得 体会 拓 广 疑问 
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考虑 到 6; 的 定义 , 则 在 习 积 心得 体会 拓 广 疑问 
bd 人 2 1 
在 1 如 2 “全 


中 ,素数 p; 的 指数 等 于 ea - 6 次 , 即 pi 的 指数 为 偶数 次 . 于 是 
2 人 为 完全 平方 数 . 


4.26 (1) 证 明 : 若 = a+ 如 = + 型, 则 
=- ee tb dl e+e d)*] 


4(8— 
因此 ,车 nn 下 可 用 丙种 不 同 的 方式 为 两 个 平方 数 之 和 , 则 = 是 
复合 数 . 


O12 = 


(2) 利用 上 述 结 论 , 试 将 
533 = 222+2 = 222+ 形 
1073 = 23+ = 28 +17 


分 解 因子 . 


解 (1) 不 妨 设 a >0,b >0,c>0d>0.azx ca zd, 
上 天 cs 关 . 于 是 


n= (20? + 2 + 20 4 24) = 
lcs + d+{b -d+2(0 + ce)] = 
(Bdrb rd +b -d+20 +e)] 
4t 六 一 


(BE ee 


4(b -~ d)? 
{a oP+r{b- dtlb- dy[(a -ey+ (a+e)y] _ 
HB- dy 加 


[(a~- ec) +(b -dl(e+ e+r{(b— dy] 
4( 一 dy 
由 此 知 ,车 整数 可 用 不 同方 式 表 作 两 平方 数 之 和 , 则 nm 必 为 复合 


数 ， 
(2) 533 = 234+ = 2224+ 有 天 = 
人 2 - 13 .4 
1073 = 322 +7 =28 +17 = (+1) + I) =- 29.3 


第 4 童 平方 效 与 上 次 方 数 


Chapler 4 Squacr Number and n power 195 


心得 体会 抬 广 疑问 


4.27 若是 正 整数 ,X, 表示 所 有 元 韭 负 整数 有 序 组 (x1， 
rt) 的 集合 ， 其 中 《x1,x2 sn) 满足 方程 xi + 
x2+ -xa 三 而 和 表示 所 有 元 非 负 整数 有 序 组 (yi 
2 的 集合 ， 其 中 (yn 四 满足 方程 y! + 


和 + = 24. 若 对 于 1 ign, 有 % 专 7 则 称 如 中 
的 4 元 组 与 1 中 的 n 元 组 是 相 窜 的 ,证 明 :不 同 的 (但 不 必 是 
不 相交 的 ) 相 容 对 的 总 数 是 一 个 完全 平方 数 ， 

(加 拿 大 数学 奥 标 匹克 训练 题 ,1992 年 ) | 


证 明 ”考虑 万 中 一 组 特殊 的 (x1 ,x2 "Xn)- 
假定 它 与 所 中 的 (y1,Y2,… ,yn) 是 相 容 的 . 
对 于 1 返工 反 吕 , 念 二 = y; -好 基因 为 
31 十 Z2 十 十 Za 二 
(71 + ya + 二 Yn) 一 《XI + 7 十 “二 Xa) = 用 
所 以 (zi 属于 总. 
反之 ,对 于 总 中 任何 的 (zz 令 | 
= 过 上 二 下 
轩 为 1 二 Ya 十 和 十 ya 二 
(2 
所 以 Cyl 2 属于 YY, 从而 与 (x1 x21， a) 是 相 容 的 . 
记 1 和, | 表示 集合 1 中 元 有 序 组 的 个 数 . 
由 以 上 可 知 ,了 ,中 确 有 1 训 | 个 n 元 组 与 (x1,x3,…' ,xn) 是 相 
容 的 . 
所 以 相 容 的 对 数 总 数 为 | ,上 ,是 平方 数 . 


4.28 (1) 证明; 并 非 每 :一 个 正 整 数 #4 卖 可 表 为 4 = x 一 六， 
其 中 ,x 和 7 为 整数 . 
{2) 证 骨 : 每 一 个 正 整 数 n 均 可 表 作 


六 = At 


其 中 ,x,y,z 为 整数 . 


证 明 (1) 这 只 要 说 明 , 并 不 是 对 任何 正 整数 = 都 能 找到 整 
数 x,y, 和 使 n= 一 六 成 立即 四， 

用 于 安 二 01l(mod4) ,办 二 01(mod4), 故 于 只有 如 下 | 
三 种 情况 : 

x OCmod 4), x? 一 = tfmod 4), x? - Yl= 
3(mod 4). 因 此, 如果 正 整 数 5 满足 rn = 2(mod 4) ,好 和 如果 存在 整 
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数 , 使 n = 44 + 2, 那 么 就 不 存在 整数 4,y, 使 心得 体会 拓 广 疑问 
n= 
如 nn = 6,10,14,18,… 等 不 能 表 作 两 平方 数 之 差 . 
但 是 ”如 果 是 奇 素数 p ,那么 一 定 可 表 作 
Ps 
其 中 ,x,y 是 整数 ,事实 上 ,如 果 p = 妇 - 刀 , 则 有 pP = (x +y)， 
(x -~ y) ,但 p 的 因数 只 有 1 和, 故 必 有 
P=*+Y,l=x- 和 


故 当 p 为 奇 罕 数 时 ,就 可 表 作 两 平方 数 之 差 
p = (于 ) -( 蕊 
(2) 由 于 = 是正 整数 ,总 可 取 到 整数 x, 使 mn- x? 是 正 奇数 im. 
事实 上 , 当 nm 为 偶数 时 ,可 到 x = 1 或 其 他 小 于 mn 的 奇 平方 数 ; 当 
# 是 奇数 时 ,可 取 %* = 0 或 其 他 小 于 mn 的 个 平方 数 . 记 


me 十 | 
Y= 2 
y 为 整数 .于 是 就 有 
n=x2+m= e+- mn) 
1)* -1112 
而 7 
、 一 11 
故 记 2 = 7 -m= (于 
就 有 = 


4.29 设 = 是 正 整数 ,了 4 是 2nz 的 正 因数 ,证 明 ,nz + 4 不 是 平 


方 数 . 


证 明 由 于 ad12ww, 故 存在 正 整 数 上 ,使 2n? = 三 ,如果 me+ 

d 是 平方 数 , 也 就 是 说 存在 整数 x, 使 r+ 4 = x*, 这 样 ,就 有 

== n+ 2 
从 而 Ex? = nk + 2k) 
上 式 左 端 是 平方 数 , 右 端 第 一 个 因子 是 平方 数 , 因 此 ,第 二 个 因子 
局 + 2k 也 就 是 平方 数 , 事 实 上 ,如 果 正 整数 a,5,c 满嘴 a? = b2e， 
那么 e 一 定 是 平方 数 , 为 此 , 设 p 是 任意 素数 , 则 

pio) = ptbe) = p(Bb2) + ple) 
2p(a) = 2p{b) + ple) 


第 4 章平 方 数 与 = 次 方 数 
Chapter 4 Square Number and rn power 


pla) = p(Bb) + 了 pe) 
这 就 表示 plc) 是 偶数 ,再 由 p 的 任意 性 , 知 * 为 平方 数 . 


但 是 局 < 要 + < (E+ 1), 故 庆 + 2# 不 是 平方 数 ,此 好 
牙 盾 ,这 样 恒 证 明了 n?: + a 不 是 平方 数 ， 


4.30 设 o,p,e 是 两 两 互 素 的 正 整 数 , 且 
1 1 1 


+ 二 
{ b e 


证 明 :& + ,a - c,b5 -< 都 是 平方 数 . 
证 明 由 


可 得 
ec 

由 于 a,6 均 为 正 整数 , 故 。| ab. 这 样 ,就 可 将 c 分 解 成 这 样 两 个 

因数 的 乘积 。= gr, 使 得 


入 
十 
局 
ll 


a | Er | 证 
于 是 a = ma,b = Pr, 这 里 m,p 均 为 正 整 数 , 所 以 
和 十 上 二 mt+pr -= 和 一 
从 而 有 q+ Br= pp9tr=m 


丸 由 于 a,5,e 两 两 也 素 , 因 此 (m,r) = 1,(p,9) = 1, 这 样 就 有 
m1psp1lm, 则 mm = p. 所 以 
gt+r=p 
于 是 e+ 二 = plg+r)=p 
a-c= 9p-r)= 9 
b-c=rp- gqg)=r 
p;4:T 均 为 正 整 数 , 故 z+ 5,a -+,b -< 都 是 平方 数 . 


4.31 给 定 妇 3 个 正 整 数 , 它 们 的 全 部 质 因 子 是 2,3,5,7 和 11， 


求证 :这 33 个 正 整数 中 必 有 两 个 的 乘积 是 - -个 完全 平方 数 . 


证 明 记 nis Ry Ras’ R33 是 给 定 的 正 整数 ， 由 题 设 可 知 


1 OD 
这 里 站 = 1,2,3,… :好 和 上, 吕 , 直 下,e 都 是 非 负 整 数 , 于 是 
Nie = WT 加 


这 里 宇 关 天 ,1 过 让 下 过 33, 当 县 公 当 @ + a b+ Byei+ eerdi+ 


心 各 体会 拓 广 疑问 
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dts ei 十 BE 都 是 侦 数 时 ， nag 是 一 个 完全 平方 数 . 
考虑 5 个 非 负 整数 组 成 的 数组 
(ass bes ces das ec) Ek = 1,2,3,..,33 
作 如 下 对 应 
天 如 本 = (Ce 
这 里 
za) - 人 下 采 于 仙台 a 是 侦 数 @ 
1, 如 果 正 整数 是 奇数 
而 金 部 不 同 的 数组 (zfa) ,x(b) ,xCc) ,x( 册 ) ,x(es)) 只 有 | 
六 = 3 个 .由 于 现在 有 33 个 正 整数 ,那么 , 必 有 一 对 不 同 的 正 整 
数 ii,1siks3 扫 ,使 得 
2 = war)s rbi) = xtbi), xte) = xter) 
sdi) = x(d), (0) = x{er) 也 
于 蚌 gi 与 ,与 机 ,6 上 与 04: di 与 出,e; 与 ay 具 相同 的 惕 性 ,利用 
名 和 全 ,可 知 nins 是 一 个 完全 平方 数 . 


4.32 设 m 是 任意 正 整 数 , 试 证 明 ;m 可 唯一 表 作 mm = 忆 !， 


其 中 妨 是 平方 数 , i 是 1 或 是 相 异 素数 的 乘积 . 


证 了 明 当下 =1 时 , 妇 =17 = |. 
当 m > 1 时 , 设 m 的 素 因 数 分 解 式 是 
m = phpgpr 
其 中 ,pl1, pz,*…,p， 是 相 常 索 数 . 设 Ll 被 2 除 的 商 是 人 ,余数 是 ris 
即 


= 29+Tnii = 1,2,°*,3 
ri 或 为 零 ,或 为 1, 于 是 
m 二 【了 pe) pr py ps 
如 设 下 = 隆隆 … 丰 = ptp2…p5, 则 
m = i 
其 中 ,i 是 1 或 相 异 素数 的 积 . 
唯一 性 的 证 明 如 下 . 
设 m = a25,6 是 1 或 相 异 素数 的 积 , m,a,5 的 让 成 分 的 宕 指 
数 有 如 下 关系 
下 = pilm) = 下 (os = pas) + pi(b) = 2pi(a) + pitd) 
由 于 加 是 1 或 是 相 异 素数 的 乘积 , 故 记 (0 = 0 或 者 p,(8) = 1. 因 
此 ,pi(a) 和 pitb) 分 别 是 2 除 到 的 商 和 余数 ,所 以 pi(a) = 全， 
PAB) = Fi 故 有 ao = 已, 从 而 = 4. 


心得 体会 折 广 疑问 


第 4 章平 方 数 与 4 次 方 数 
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4.33 证明; 
(1) 整数 可 以 表 为 两 个 平方 数 之 和 的 必要 充分 条 件 是 这 
个 数 的 两 倍 也 具有 这 个 性 质 ， 


(2) 设 p 为 奇 素 数 , 则 可 表 为 
2 1, 工 
pb EE 


7 
的 形式 ,其 中 x,y 是 相 异 的 正 整数 , 且 表 示 方 法 只 有 一 种 . 


证 明 (1) 设 x 可 以 表 作 两 个 平方 数 之 和 
# = + 局 
则 2x = 2o2+282 = (Cat b+(a- by 
反之 ,如 果 正 整数 x 有 
2x = @2 + 号 


这 时 可 以 证 明 a,8 必 同 为 偶数 或 同 为 奇数 . 否则 就 有 ! = 
0(mod 2) .因此 4 寺 & ,2 二 总 为 整数 ,是 有 


eT) 


2 1 1 
(2) 将 关系 式 + y 写作 


2xy = plx + ¥) 
于 是 2xy = 0(mod p). 由 于 中 2, 故 p1 录 . 这 样 ay 中 必 有 一 个 
可 被 p 整除 ,不 妨 设 p 1 x. 令 x = px', 代 人 方程 化 简 得 

{2x -Dy = pe 
由 于 (x' ,2x' -1) = 1, 因 此 x17, 设 y = ', 有 


(2x' - 1)zs=p 
这 方程 只 能 有 如 下 和 解 

z= p2x — l=1 
囊 x = l,x=Y=p 
或 者 z= 1,2x -i=p 


在 第 一 种 情况 下 ,x = y = p; 在 第 二 种 情况 下 得 到 的 x 和 y 是 原 
题 的 唯一 解 .也 就 是 设 当 p 是 奇 素数 时 ,一 定 存在 相 异 整数 


+1 + 上 
< 


1 
使 得 p=x+ 


心得 体会 打 广 疑问 
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4.34 ” 求 所 有 的 正 整 数 ,使 得 [yin] 1 成 立 ， 


解 ”是 一 个 完全 平方 数 的 时 候 , 显 然 满 足 要 求 . 

创 竟 m 丰 是 一 个 完全 平方 数 , 则 存在 止 整数 大 ,使 得 瑟 < n < 
(证 1, 此 时 [yn] = 大, 民 = 好 +e 则 由 已 知 条 件 关 1 ce, 又 
ce< fg+l2- 刀 =28+1 所 以 只 能 有 = ,2k, 此 时 n= 
既 + 或 ma = 局 + 2 上 ,容易 检验 它们 的 确 满足 要 求 . 


4.35 ” 求 所 有 正 整 数 n,n 不 是 -个 完全 平方 数 , BB[vn]B | 


nz 


解 ” 显然 这 样 的 也 满足 问题 4.34 的 条 件 , 由 问题 4.34 的 
结论 ,n = 居 寺 大 或 nn = 大 + 2k. 

i 当 m = 局 + 丰 时 ,由 六 记 | ( 术 ++ 本 = 记 11 二 上 = 1, 相 应 
的 m = 2; 

i 当下 = 豆 二 2 时 ,由 于 本 人 (本 二 32) 下 4 下 = 寺 ,2， 
4 ,相应 的 产 = 3,8,24. 

容易 检验 n = 2,3,8,24 都 满足 要 求 . 


4.36 ”整数 z,b 具有 以 下 的 性 质 : 对 卫 所 有 的 非 负 整数 n， 


2"a + 上 都 是 完全 平方 数 , 求 证 :a = 0. 


证 明 令 2"a + = 吉 , 当 热 也 有 2"26 4 5 = 局,2, 因 此 
4x2 一 xx = 3 
对 于 不定 方程 
xz2 一 = 3x ~ yt + 7) = 30— 
(x 一 138 (x+7) | 3 

而 36 从 有 有 限 多 个 整数 因子 ,因此 x? - 和 = 3 只 能 有 有 限 多 给 
解 .而 对 于 所 有 的 非 负 整 数 n,(2x, ,x,42) 都 是 党- y? = 35 的 整 
数 解 ,所 以 必 有 上 开关 了 使 得 zw = 下 ,此 时 2 + 8 = 2 + ,因此 
只 能 有 a = 0. 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 4 章 平方 数 与 n 次 方 数 
Chatder 4 Square Number and rn power 


4.37 设 n 是 -个 大 于 3 的 整数 ,证 明 :I1 +321+… + 不 


是 完 金 平方 数 . 


证 明 天守 5 时 ,ki = GOmod10). 履 当 学时 
I1+2++nr=1ll+2I+3+4=3(mod10) 
所 以 11 + 21 + … + n! 不 可 能 是 完全 平方 数 .& = 4 时 ,1! + 21 + 

31 + 41 = 33 也 不 是 完全 平方 数 . 


4.38 中 关 10 是 一 个 正 整 数 ,证 明 :a,3nm 之 间 有 一 个 完全 立 
方 数 . 


证 明 由 二 3 = 2 ,所 以 10 < 4 < 26, 命 是 都 成 立 .以 下 我 | 


们 假设 4 = 27, 此 时 
n> 而 > V3n -dn>l 


EE 


因此 jn ,YY 3n 之 间 肯 定 有 一 个 整数 ,证 毕 . 


4.39 nn 是 -- 个 正 整 数 , 日 2 + 2v28n2 + 1] 是 -… 个 整数 ,证 


明 :2 4 2v28n: + 1 是 一 个 完全 平方 数 . 


& 使 得 
28n2 + = (2a+1) 
因此 Tn = ata+1) 
由 于 (aya + 1) = 1, 所 以 71a; 或 71ta+l. 
1 车 71a + 1, 则 存在 正 整 数 c,d ,使 得 
a= eatl) = 了 027 -c=1 


世 了 +ec+1, 记 盾 . 


i 若 了 7 了 1a, 则 存在 正 整 数 e,f, 合 得 a = 7e ,w+1l = 让, 故 


42 28n 4] = 2+4+2(20 + 1)4(a + 1) = 4f 
是 一 个 完全 平方 数 ,证 毕 . 


证 明 ”出 已 知 28n? +1 古 一 个 平方 数 ,所 以 在 在 一 个 正 整 数 | 


必得 体会 拒 广 疑问 
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心得 体会 拓 广 疑问 


4, 物 是 任意 一 个 不 同 于 2,5,13 的 正 整数 ,证 明 : 肯 定 能 从 
12,5,13, di 中 找到 两 个 不 同 的 整数 ,六 ,使 得 a5 - 1 不 是 一 


个 完全 平方 数 . 
(第 27 局 国际 数学 奥林匹克 问题 1) 


证 明 ”我 们 根 设 存在 一 个 正 整 数 d, 使 得 24d - 1,5d - 1， 
13d - 1 都 是 平方 数 . 

因为 一 个 平方 数 除 以 4 内 能 余 0,1, 所 以 要 使 得 2d - 1 是 平方 
数 ,a 只 能 是 奇数 ,这 样 ,5d - 1,13d - 1 都 是 偶数 , 故 可 设 

5d4-1= (2a7,13d -1 = 《25) 

所 以 Bd = 4(b -a)(b + a) 
因此 (BbB—-a)tb+a)}= 2d 
是 偶数 ,又 由 于 (8 - a) 和 (8 + a) 同 奇偶 ,所 以 (8 -a) 和 (8 + a) 
都 是 偶数 ,这 样 的 话 ,2d = (8 - a) (8 + ee) 是 4 的 倍数 ,与 已 是 奇 


数 矛 盾 . 
所 以 对 于 任意 正 整数 4,24 -1,54- 1,13d - 1 中 至 少 有 一 个 
不 是 完全 平方 数 . 


4.41 a,&8 是 两 个 整数 ,证 明 ;a,5 同 奇偶 , 当 且 仅 当 存在 整 


数 c,d 使 得 ao? + 人 + +1 = 二， 


证 明 显然 ,a,5 不 同 奇 偶 等 价 于 4a? + 刀 二 1(mod 4). 
i 如 果 g?+ 如 + c+1 = 看 , 且 a,5 不 是 奇偶 , 则 
(d-e)(d+e)= -ee = 2(mod4) 
而 4 - c,d +。 同 奇偶 ,所 以 不 可 能 有 d? - c? = 2(mod 4) ,矛盾 ,| 
因此 a ,5 同 奇 偶 . 
i 如 果 a,8 同 奇偶 , 则 二 六 + 1 二 1,3(mod 4). 若 
al+h+l= 4k+1 
则 取 。= 2k,d = 2k + 1 即 可 满足 
otb+re+l=d 
车 + 好 +1= 村 +3, 则 联 。 = 2k+1,d = 2k +2 即 可 满足 
a+b+e+rl=d 


第 4 章平 广 数 与 次 方 数 
Chapter 4 Square Number and n power 


心得 体会 拓 广 疑问 


4.42 ”下 整数 a,b,c 满 足 0 < oa+ 拓 -aie sc: 证明:a+ 


好 -- abe 是 完全 平方 数 . 


证 了 明 ” 设 d- oi+- abc, 征 4d 志 + 是 正 整 数 ,对 于 国定 
的 c,d, 我 们 假设 (4 ,8) 是 满足 
d= ReXY 四 | 
并 且 使 得 #8 最 小 的 一 组 下 整数 解 , 由 于 (8B,4) 也 是 也 的 … 组 正 
整数 解 , 因 此 4 > 8. 令 W 是 方程 
r+ Bi-cBr-d=0 全 
除 4 以 外 的 解 ,由 韦 达 定理 4+ 虹 = cB,AM = 避 - 4, 因 此 MM = 


6B8 -4 是 一 个 整数 昌 H = 全 - 是 < BB, 则 于 (8B, 所) 也 满足 四， 
由 于 8 的 最 小 性 ,1 < 0. 
又 由 于 
有 +Td+t = 4E+A4+MH+1= 

Bd+eB+l>ec-d>z0 

只 能 有 凡 = 0, 因 此 
BLd= AM=0d= RB 
即 a2 + 67- aie 是 完全 平方 数 . 
a +b? 


4.43 设 正 整数 ec, 使 得 (ol + 1) 1(e + 如) ,证 明 ; ”一 了 


rhb+l 


是 完全 平方 数 . 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 问题 6) 


证 明 设 上 = 后 如 ,a,5,k 都 是 正 英 数 . 对 十 图 定 的 ,我 

们 假设 正 整 数 4,8B 是 满足 
+ kXY + 1) D 
并 生 使 得 8 最 小 的 一 组 解 . 由 于 8,4 也 满足 中 ,所 以 我 们 有 
8 志 4. 设 C 是 元 二 次 方程 | 
w+B = kiBx+1) 全 | 
除 4 以 外 的 一 个 解 , 出事 达 定 理 4+ C= 梧 ,4C = 太 - 上. 融 


C = 妇 - 4 是 一 个 整数 , 且 C = 号 -十 < 8. 由 于 B,C 也 满足 | 
全 ,由 8 的 最 小 性 假设 ,只 能 有 CC < 0. 
由 于 
(4+DC+HD = AC+ArC+ri= (FR-k)+ 
kB+1l= B+r1l+k(tB-1)>»>0 
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所 以 C+1 > 0, 因 此 只 能 有 C = 0, 把 C =0 代 和 人 加 可 得 = 及， 心得 体会 拓 广 疑问 
a + b? Hr 

故 了 il 是 完全 平方 数 . 


4.44 设 是 大 于 5 的 整数 ， 对 于 每 一 个 正 整 数 *, 考 虑 5 进 
制 下 的 数 Xn 三 11*1 


Tt 


证 明 , 存 在 一 个 正 整数 时 ,使 得 对 于 任意 大 于 寻 的 整数 
n, 数 x, 是 一 个 完全 平方 数 ” 的 充分 必要 条 件 是 5 = 10. 
(教学 奥林匹克 预选 题 ,2003 年 ) 


证 明 ”对 于 68 = 6,7,8,9, 将 x 模 4 进行 分 类 ,直接 验证 可 知 
x 二 SCmod b) 无 解 . 

由 于 x = Smod 5) ,所 以 x 不 是 完全 平方 数 . 

对 于 5 = 10， 中 

x = 上 Di"+ br+l 二 3 -5) 二 (下 

其 中 10" +5= O(mod 3) 

对 于 请 11, 设 入 = (5 -1)x. 假 设 存在 一 个 正 整 数 于, 当 
# > 敌 时 ,x 是 完全 平方 数 , 则 对 于 = > 时 ,ywnyl 也 是 完全 平方 
数 .因为 


bn+ io +38 -5S< (b+ 二 ) 
rl jp (sr ; £2) bart + 二 | = 
(5 + b+ + $5) 


务 一 方面 ,经 直接 计算 可 证 明 
mas1 > (ee + 纪 他 二 - ») 


因此 对 于 任意 整数 n > 型 ,存在 一 个 整数 ev, 使 得 - 太 < 


Bb 
< 玫 : 且 有 
Tryntl = (8 4 th + ou 全 
将 Yn 和 yy ,1 的 表达 式 代 人 式 全 ,可 得 


p" | [ez -- 《38 -~ 5)2] 
当 足够 大 时 ,一 定 有 a2 - (3 -32 =0, 即 四 = 十 (35 - 
$5). 
将 yy 和 yi 及 a 代入 式 中. 


第 4 罕 年 方 数 与 " 次 方 数 
Chapter 4 Sphere Number and n power 


当 a =-(35 -5), 在 足够 大 时 式 由 不成立. 心得 体会 拓 广 疑问 

所 以 四 = 34 - 5. 

于 是 式 中 化 为 

B83b ~- 35 上 (12 = 483 + 4(36 一 5 天 上 1 

上 式 的 堪 端 可 以 被 5 整除 , 右 端 是 一 个 常数 项 为 - 20 的 关于 
4 的 整 系数 多 项 式 ,所 以 ,上 一定 整除 20. 

因此 5 二 11;, 所 以 ,56 = 20, 此 时 1 二 5(mod 8)， 

由 前 面 的 结论 可 知 ,x 不 是 完全 平方 数 ， 

综 上 所 述 , 当 上 5 = 1 时 ,和 是 完全 平方 数 . 

反之 ,和 是 完全 平方 数 时 必 有 8 = 10. 


4.45 x*,y,z 都 是 正 整 数 ,证 明 ;(xy + 1)(yz + 1)(zx + 1 是 


完全 平方 数 , 当 且 仅 当 (xy + 1) , (yz + 1),(zrx +1) 都 是 完全 平 
方 数 . 


证 明 ”我 们 不 妨 设 x 7Y 二 z, 晶 (xy + 1)(yz + +1) 
是 完全 平方 数 , 但 是 (xy + 1),(yz + 了),(zx + 1) 不 全 是 完全 平方 
数 ,显然 有 z > 2. 不 妨 假定 x,y,z 是 使 得 x + y + z 最 小 的 反例 
+ 
xt + +) -4xyxt -4=0 由 
是 一 个 关于 :的 一 元 二 次 方程 ,由 于 A = 16(xy + 1)(ys +1)(zx+ 
1) 是 一 个 完全 平方 数 , 所 以 这 个 方程 有 两 个 整数 解 ,以 下 设 :是 
OD 的 一 个 整数 解 , 代 人 中 不 能 得 到 以 下 等 式 


(x + -tp = dxy + 1 + 1) 全 
(x+z-y- tt) = 4(x + (7 +1) (ey 
(x ti yo- 2 = 4y + (x +1) 四 


出 于 这 三 个 等 式 的 左边 都 是 完全 平方 数 , 相 敢 得 到 (xt + 1 (yt + 
1)(zt + 1) 也是 完全 平方 数 , 由 于 (xy + 1),(yz +1),(zx + 1) 不 全 
是 完全 平方 数 , 所 以 (xt + 1),(%+1),(z +1) 也 不 能 全 是 完全 平 
方 数 ,因此 其 中 至 少 有 两 个 不 全 是 完全 平方 数 . 

由 于 (wt 1) = (x+y 一 了 4xy + 1) 0 所 以 :3 
-172. 著 1t = 0, 由 人 名, 国 , 加 马上 可 以 得 到 (xy + 1) ,CYz + 1) (a 
+ 1) 都 是 完全 平方 数 , 与 假设 牙 盾 , 故 :一 定 是 正 整 数 , 同 理 中 另 
外 一 个 解 ; 也 是 正 整 数 ,由 Vieta 定理 

天 = 证 证 和 二 4 
所 以 二 s 中 至 少 有 一 个 小 于 z, 不 妨 假 设 : < z, 由 于 
4(xy + Dat+1) = (x+y-s- it) 
以 及 (xt + D(x + Din + 
都 是 完全 平方 数 , 放 4(xt + 1)(xt + (y+ 1)(zt + 1 也 是 完全 
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平方 数 , 从 而 (xt + 1) (y+ 1) (wy + 1) 也 是 完全 平方 数 , 由 于 (xt + 
1),(yt + 1) 中 订 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 ,因此 正 整数 >,y, 使 
得 (xt + 1)(yt + 1)(xy + 1) 是 完全 平方 数 , 同 时 (xt + 1),(xt + 1)， 
(xy + 1) 不 全 是 完全 平方 数 , 且 t < z, 与 y*+Y+z 的 最 小 性 矛盾 ， 
证 毕 . 


4.46 p 是 一 个 大 于 5 的 素数 ,证 明 :p - 4 不 是 一 个 辖 数 的 4 


次 方 . 


证 明 设 p-4= a,a 之 2. 则 
p+44= (a +42) 40 = (a +2+2a)(0 +2-20) 
而 (alr2+20) >(e+2-2a)= (ea-1)7+l>2 
因此 p 不 是 素数 ,矛盾 . 


4.47 证明 :对 于 任意 正 整 数 n > 2, 都 存在 一 个 正 整 数 严 ， 


使 得 m 可 以 被 同时 表示 成 为 2 个 ,3 个 ,… ,5 个 正 整 数 的 平方 
和 . 


证 央 ” 引 理 ”任意 mm > 10 都 可 以 表示 成 为 a2 + 如 一， 
其 中 a ,8,e 都 是 正 整数 . 
引 理 的 证 明 《1) 如 果 m 为 偶数 , 则 
m= 29 = (gp + (49- 1 - (59 ~ 1) 
(2) 如 果 m 为 奇数 , 则 
m= 2q9+1= (39- 1 + {49-4) ~ (5g— 4) 
原 问题 证 明 ;n = 2 时 , 取 10 = + 芝 妈 可; 候 设 n= k=2 
时 ,存在 一 个 正 乾 数 m w 10 可 以 被 赔 时 表示 成 为 2 个 ,3 个 ,…, 玉 
个 正 整数 的 平方 和 ,这 样 根 据 引 理 我 们 有 
e+ 机- 人 = 有 = d+ 
好 + 可 + 本 = + 
邻 mo= 抽 +C 宇 10, 则 有 
mo= + 六 = 可 + 号 + 人 = 本 + 李 + 


站 +os = 


4.48 证明; 对于; = 1,2,3, 都 存在 无 穷 多 个 n, 使 得 n,n + 
2,n +28 中 恰好 有 i 个 数 可 以 表示 成 为 3 个 正 整 数 的 立方 和 . 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 4 章平 方 数 与 n 次 方 数 
Chapter 4 Squer Number and n power 


证 明 ”这 个 问题 的 确 比 较 难 , 主要 是 讨论 平方 的 多 ,讨论 立 心得 体会 拓 广 疑问 
方 的 较为 少见 .首先 要 找到 适当 的 与 立方 数 相 关 的 模 , 比如 在 考 
虚 平 方 的 时 候 , 通常 考虑 mod 4,mod 8 的 余数 .其实 这 与 Euler 函 
数 有 关 , 由 于 $$(7) = #$(9) = 6, 所 以 对 于 立方 数 , 我 们 通常 使 用 
mod 7, mod 9 来 加 以 研究 .由 于 由 = 0, 上 区 mod 7), 三 个 立方 和 除 
以 7 的 余数 可 以 是 所 有 的 数 ,所 以 本 问题 不 宜 采 用 .而 对 于 mod 9， 
na = 0, +i(mod9) ,所 以 三 个 立方 和 除 以 9 的 余数 可 以 是 0,1,2， 
3,6,7,8, 而 不 能 是 4,5, 所 以 我 们 可 以 采取 mod 9 来 研究 本 问题 . 

假设 n 除 以 9 余数 为 a, 则 + 28 除 以 9 余数 为 a+ 1,n+2 
除 以 9 余数 为 a + 2. 也 就 是 三 个 数 除 以 9 的 余数 是 3 个 “连续 ” 整 
数 . 

这 样 我 们 取 mn = 3,4(mod 9) 时 ,三 个 数 中 有 两 个 除 以 9 余数 
为 4,5, 所 以 最 多 只 有 一 个 可 以 表示 成 为 3 个 正 整 数 的 立方 和 ;到 
n = 2,5(mod 9) 时 ,三 个 数 中 有 一 个 除 以 9 余数 为 4,5, 所 以 最 多 
只 有 两 个 可 以 表示 成 为 3 个 正 整 数 的 立方 和 , 接 下 去 就 是 依据 这 
个 思路 来 构造 解答 了 . 

(1) 先 来 讨论 i = 3, 当 是 一 个 立方 数 时 ,n+2= n+ 1 + 
n+28=a+l+ 护 都 可 以 表示 成 为 三 个 正 整数 立方 和 .所 以 
我 们 只 要 寻找 些 立方 数 可 以 表示 三 个 立方 和 就 可 以 了 ,课外 书 看 
得 少 的 话 是 很 难 找到 ,比较 有 名 的 例子 急 = 护 + 溃 + 史 , 所 以 我 们 
取 nn = (6 即 可 ,(6k)? = (3E)? + (4k)? + (5k). 

(2) 再 来 看 i = 1, 根 据 前 面 的 讨论 ,我 们 取 = = 3,4(mod 9) 
时 ,三 个 数 中 最 多 有 1 个 数 可 表示 成 为 3 个 立方 和 . 所 以 我 们 取 
nm=295+103+1=(9%+t+t9+1la+l 即 可 . 

(3) 最 后 来 看 i = 2 的 情况 ,我 们 需要 在 n = 2,5(mod 9) 的 情 
况 下 ,找到 合适 的 4. 构造 时 注意 到 n= 2(mod 9) 时 ,n +2 不 可 能 
成 为 3 个 正 整数 的 立方 和 ;n = 5(mod 9) 时 ,nm 不 可 能 成 为 3 个 正 
整数 的 立方 和 ,构造 的 计算 量 较 大 ,需要 一 点 运气 ,没有 较 好 的 办 
法 .主要 是 找到 某 两 个 数 的 立方 和 减 去 另外 两 个 立方 数 的 和 正好 
等 于 28 或 26, 由 于 六 + 人 - (人 + 和 3) = 26, 我 们 到 

及 二 (gk -1+ (6 +2) 一 了 = {OF - 1) + 222 
出 i =5Cmd ,ntr2= (QF 1 + +2Dn+28 = (Ok -~ 
1 + 时 + 畔 ,所 以 上 = 2 也 成 立 . 


4. 和 9 (1) 证 明 : 连 续 3,4,5,6 个 正 整数 的 平方 和 ,不 是 完全 
平方 数 ， 

(2) 举例 证 明 : 存 在 11 个 连续 正 整 数 的 平方 和 ,正好 为 
完全 平方 数 . 


证 明 ”定义 sfnyk) = n+ (n+1)2+.…+(n+ 训 -1 为 
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从 于 开始 的 堪 个 申 数 的 平方 和 . 心得 体会 拓 广 疑问 
Cstn -1,3) = 3n? +2 二 2{mod 3) 不 可 能 是 完全 平方 数 ， 
sin -1,4) = 4(n+ n+1)+2=2(mod4) 不 可 能 是 完全 平 


方 数 ; 

s(n -2,5) = 5( 玉 +2) 二 +2 二 2 或 六 mod 4) 椒 可 能 是 
完全 平方 数 ; 

sfP-26) = bntn+1)+19=3(mod 4) 不 可 能 是 完全 平方 
数 ， 


(2)stn 一 5,11) = [1(n2 + 10) ,要 使 得 它 是 平方 数 , 这 要 求 
n+10= rn- 1(mod 11) 
因此 ， = 11m + 1], 这样 | 
stn -5,11) = 1 x [lOm’ + (m+ 1)2) 
次 易 发 现 10 x 2 4+ (2 +1) = 天 ,此 时 对 应 的 xfl8,11)] = 7F. 


4. 50 (1) 求 所 存 的 止 整数 对 (*,7) 使 得 zx? + 3y 和 y+3x 都 
是 完全 平 片 数 . : 


{2) 对 所 有 的 堪 整 数 对 (x ,yy) ,z+7+1 和 +4x+3 沾 
可 能 静 是 完全 平方 数 . 


解 (直上 
[+37 Fy +3x] < (x +2 + 

所 以 两 个 林 等 式 刀 +3y < (x4+2 生 y+ 3x < (y 42 至少 
有 一 个 成 立 ,不 失 -- 般 性 证 袜 +37y < (xz+252 由 假设 *+3y 为 | 
完全 平方 数 , 昌 x < 3y < (x+2)2, 故 1 

x + 3 = (r+1) 3y = 2x+1 | 
y 为 奇数 ,不妨 假设 = 2k + Ek 是非 负 整 数 ). 代 入 得 到 x = | 
3 + ,内 此 | 


Yr = 462 +13 下 十 下 
着 上 宇 6, 则 
(Dk + 3 cd + 13k + < {2k4+ 4 
此 时 y+ 3x 个 居 完 全 平方 数 ;容易 检验 当 上 = 1,2,3,4 时 ,y+ 
3 = 4 所 + 13k +4 痢 不 是 完全 平方 数 ;:k = 0 时 ,y+ 3x =4= 
Dx + 3 =4= Tk = 5 +3 = 16 = t,x + 3 = 
289 = 17 都 符合 条 件 ,所 以 1,1) 和 (6,11),(11,16) 基 问 题 的 解 . | 


(2) 设 + y+1 种 4+4x +3 是 完全 平方 数 , 则 
x ++ l(t tr4r+3m {y+1) 
六 由 于 
(xr rt)+t (iy rdr+3) < (x 2 ry+1) 


第 4 章平 方 数 与 n 次 方 孝 
Chapter 4 Smmare Number and power 


故 只 能 有 | “心得 体会 拓 广 颖 问 
s+yY+1= (x+1) 
因此 y = 2x, 代 人 得 
2 +46+3= 4z+4x+ 了 3 三 30mod4) 
牙 秆 . 


4.51 证明: 每 个 非 负 整数 都 可 以 表示 成 为 呈 + 记 - 呈 形 


式 , 其 中 a < b < 都 是 正 整 数 . 


证 明 1) 设 上 是 偶数 ,0 = 好 + 末末 ,2 = 了 +11 -122; 
以 下 设 & = 2n,n 守 2,2n = (3n)2+ (4n-1 - (5n- 17, 有 1 
3n < dnl< Sn 1; 
(2) 设 上 是 奇数 ,1 = 站 六 如 ,3 = 术 + 人 -人 ,5= 池 +) 
有 -好 ,7 了 = 他 +142 -过 ;以 于 设 下 = 2n + 3,n 室 3, 妨 时 
28 4+3=(38+2)2+(4n2 (Sn+ I,An tr2 < dn < Sn+l 
对 尾 意 ,我 们 取 a = 天 + 3,c = + 1, 代 人 得 到 


= oa+-e=a-26-] 
2 2 
解 得 b= 3 


由 于 a, 上 奇偶 性 不 同 ,所 以 5 肯定 是 获 数 ,这 样 我 们 就 构造 出 来 
了 符合 要 求 的 正 整 数 a < b < ce. 


证 明 设 x= ah,y = 证,z = 号 ,当然 Ca,5,c)》 = 1. 假设 
(qb) = gq = eg,b = fy,Hle,f) = 1, 则 


1 = iocb -a) = ohoclf -oe) = of 
由 于 了 了- 。 与 矿 互 素 ,e 与 g 互 素 ,所 以 c = ef,g = 了- e, 因 此 
jxyz = htabe = jgrezP 是 完全 平方 数 ,h(y - x) = 
a 5) = gl(f -6) = 刀 g* 也 是 完全 平方 数 ， 


4.53 ”如 果 正 整数 入 (N > 1) 的 正 约 数 的 个 数 是 奇数 ,求证 : 


凡是 平方 数 ， 
【中 国 北京 市 初中 三 年 级 数学 竞赛 ,1981 年 ) 


初等 数论 难题 六 (第 一 郑 } 
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证 法 1 设 请 的 标准 分 解 式 为 
n= Ir 

其 中 ,上 是 素数 ,ai 是 正 整 数 , i 12 k. 

则 六 是 所 有 正 约 数 个 数 为 

a(N) = To +D 

若 a( NN) 是 奇数 , 则 每 个 w + 1 都 是 奇数 ,从 而 所 有 的 心 都 是 

偶数 . 设 a， = 2 和 ,6 是 正 整 孝 ,i = 1,2,…,, 于 是 
w= Im = Ty = Hay 
于 是 N 是 完全 平方 数 。 ” 


证 法 2 假设 N 不 是 完全 平方 数 , 则 V 方 不 是 整数 . 
当 交 是 素数 时 ,站 只 有 两 个 正 约 数 1 和 站 ,上 的 正 级 数 个 数 是 
偶数 . 
当 六 是 合 数 时 ,对 于 入 的 每 一 个 小 于 YB 的 正 约 数 4, 也 必 有 
一 个 大 于 VY 的 正 约 数 芋 ,因而 入 的 正 约 数 个 数 也 是 偶数 ， 
从 以 上 可 知 , 当 N 不 是 完全 平方 数 时 , 放 的 正 约 数 个 数 必 是 


偶数 ， 
因此 当 六 的 正 约 数 个 数 是 奇数 时 ,NN 必 为 完全 平方 数 . 


4. 绚 ” 求 所 有 不 超过 100 的 恰好 有 三 个 正 整 数 因子 的 正 整 数 


的 乘积 .证 明 ;: 所 有 这 样 的 数 是 完全 平方 数 ， 
《第 1 局 去 西 哥 教 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


解 ”首先 证 明 : 恰 有 三 个 正 整数 因子 的 正 整数 是 素数 的 平 


设 = 丛 有 三 个 正 整 数 因 子 ， 
则 除 1 和。 本 身 外 还 有 一 个 家 因子 , 设 这 个 素 因 子 为 p, 则 
plnp*n 
于 是 n=p9,9¥ ,1 
这 样 必 有 五 = 了 
因此 n= 
此 时 p 必 为 素数 ,否则 ,m 就 多 于 三 个 正 整 数 因子 . 
莘 小 于 100 的 素数 的 平方 只 有 22 ,等 ,学 ,天 
于 是 所 求 的 数 的 乘积 为 
ZF 10 = (210): 


心得 体会 拓 广 疑问 
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4.55” 设 正 整数 n 使 得 2n + 1 及 3n + 1 都 是 完全 平方 数 . 问 


sn + 3 是否 可 能 为 质数 ? 


解 ” 设 2n+1 = 可,3n+1= mh EEN,; 则 
sn+3= 442n+1)- (3xn+1) = 
4 mi = (2k + m)(2k — m) 
车 2k - m = 1, 即 
k= m+l,Sn+3=2m+1 
但 是 
{(m- 1? = mt{(2m+1)+2-= 
(3n 4+1)- (Sn+3)1+2=-2n<0 

这 不 可 能 . 

于 是 28-m> 1 又 2k+ > 1 故人 +3 恒 为 台数 . 


4.56 已 知 4,y 与 2 二 芝 二 6 都 有 正 整数 .求证 :二 6 
是 完全 立方 数 ， 


证 明 设 k = +6, 则 有 


sy*x+Y+6=0 OD 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x > y. 固 定 &,7: 将 四 看 做 一 个 二 次 方程 ， 

它 的 一 个 根 叶 为 x , 设 另 一 个 根 为 x' , 则 由 书 达 定理 有 
[ +x = Fy 加 
# = + 加 
由 加 可 知 ” 为 整数 ,由 四 可知 x' 为 正 数 , 即 x' 为 正 整 数 . 
在 中 中 若 * = 7;, 则 显然 有 巡 16, 即 * =y=1. 故 当 yz3 

时 ,有 xx “zy, 即 zy+1, 从 而 


2 3 

，_ YY+6 YT+6., 5 — 27 

x = y+1l I+tl+t ysl <7+! 
到 4 


而 当 y = 2 时 ,由 x1y+6 可 知 x 守 4, 从 而 也 有 * = 雪 < 


各 
EO 


综 上 所 述 , 若 中 有 一 组 正 整 数 解 (x,yY) 满足 x 之 y =2; 则 我 
们 恒 可 找到 另 一 组 正 整 数 解 (y,x') 满足 yx 且 yY+x <x+ 
y. 因 为 x+y 是 一 个 确定 的 正 整数 , 故 这 一 过 程 不 可 能 无 限 地 进 
行 下 去 , 即 最 终 必 得 到 一 组 中 的 正 整 数 解 (x,1) ,由 天 是 正 整数 知 
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xx 11+6, 即 * = 1 或 7. 从 而 一 二 二 6 = 8 为 完全 立方 数 . 


4.57 设 agxb<xec<d<e 是 连续 下 整数 ,pc +d 是 平 
方 数 ,qaq + 5654+ c+ d+e 是 立方 数 , 求 ¢e 的 最 小 值 ， 


【美国 数学 奥 宁 匹克 ,1989 年 } 


解 击 本 aa:b,c,d,e 是 连续 正 整数 ,所 以 
oc+brceradare=at(tarl)+rta+2)+{ta+3)+ 
(a+4) = Sta+2) = Se 
b+cec+rd= (atl}j+rtoao+2)+(tat+3)} = 3a+2)= 3c 
内 此 ,由 题 设 ,存在 上 E N ,使 
a+b+c+rd+t+e= k= 0(mod5) 
所 以 ,上 = 51,1 EN", 丁 是 


ga+b+c+a+r+re= 弛 昌 
8+c+d=3e= 辣 (ao+b+c+d+e=3x3 昌 
因此 ,ce = 他 上 ,又 由 题 设 , 存 在 mE N* ,使 得 


b+rcerd=3c=3xTxi = m 


关上 =0Cmod 3), 于 是 c= 人 xx ,3 EN”, 所 以 所 求 ¢ 的 最 


小 值 为 x 3 = 675， 


4.58 和音 4" + 4 + 4 是 完全 平方 数 , 求 整数 n 的 最 大 值 ， 


(日 本 数学 奥林匹克 ,1990) 


解 4 了 + 40 + 4 = 4d 4 + 4 + 1) = 
4 2) 4 2. 2%5 + 1] 
因此 , 当 m -27 = 945 即 n= 92 时 ,47 + 4 + 4 和 是 完全 平方 数 ， 
而 当 m > 592 时 
《 25 -2 + 1)? >» {2-27)2 十 2， DMS 十 | > (2"-7)2 


因此 ,4 + 4 + 4 不 是 完全 平方 数 ,所 以 的 最 大 值 为 972. 


4.59 已 知 浆 为 正 整 数 , 怡 有 2 005 个 下 整数 有 序 对 (x,y) 满 
是 


证 明 :N 是 完全 平方 数 ， 


(英国 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 
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证 明 首先 ,注意 到 =,y > ,否则 上 或 二 之 一 将 大 于 方 ， 


1 1 
= 二 + =- 三 ~ 


Ty 
N(x 47) = wos -My -N= No 


mM 
y= N+ 


(x,7) 是 一 组 解 当 且 仅 当 {x - AN) 1 ji ， 
另外 ,MP 的 每 个 正 因 子 4 都 对 应 着 一 组 唯一 解 


(x = d+ w,y = 下 + NN. 因 此 ,在 有 序 解 (x,y) 和 到 的 正 因 


子 间 存在 一 个 双 射 . 
令 # = Phpp…p, 则 
= ptm pa pa 
而 FY 的 尾 一 正 因子 必须 有 形式 piipg…, 其 中 0 < ai 所 
2qisi = 1,2,…,n. 每 个 因子 中 Pi 的 指数 有 2g; + 1 种 可 能 ,所 以 ， 
得 到 到 的 


{29 + 1)(2g92 + 1)(29, + 1) 
个 正 因子 .这 样 
(291 + 1)(292 + 2)…(24 + 1) = 2005 = 5 x 401 
而 401 是 质数 , 故 2 005 的 正 因子 仅 为 1,5,401,2 005. 因为 所 
有 这 些 因子 都 模 4 余 1, 对 所 有 有 2gq+1= 1(mod 4), 所 以 g; = 
0Lmod 2) .既然 所 有 质 因 子 的 指数 都 为 偶数 , 故 N 是 完全 平方 数 . 


4.60 ”证 明 :2 00 宁 05 是 两 个 完全 平方 数 的 和 ,不 是 两 个 完全 


立方 数 的 和 . 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”因为 5 = 了 + 于,401 = 二 +28, 所 以 
2005 = 5x401 =12+ E112D0+iD = 
| (2+D0Q0+D :=| +2il = 39+22 

故 2 000 号 = (39x2005 呢 )2 + (22 x 2 005! 吧 是 两 个 完 
全 平方 数 的 和 . 

因为 完全 立方 数 模 了 7 的 余数 只 能 是 0, + 1, 所 以 ,两 个 完全 立 
方 数 的 和 模 7 的 余数 只 能 是 0, + 1, + 2. 但 

2 003 中 ~ YW (FY x 3 = (mod 7) 
所 以 2 00 字 上 不 是 两 个 完全 立方 数 的 和 . 
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心得 体会 拓 广 疑问 
4.61 已 知 亲 数 mm 和 nn 满足 m? - ma2 + 1 整除 n? - 1. 证明， 


m? - nm + 1 是 一 个 完全 平方 数 . 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


征明 ” 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 p 和 必 是 给 定 的 正 整 数 ,p z= 上 ,上 不 是 完全 平方 
数 , 则 关于 a 和 3 的 不 定 方程 
a 一 pab + b> 一 天 = 0 D 
无 正 整 数 解 . 
引 理 1 的 证 明 ”假设 有 正 整数 解 , 设 (wo, 如 ) 是 使 + 5 最 小 
的 一 组 正 整数 解 , 且 en > bo. 
又 设 a'o = pbo - q0; 则 a0,a'o 是 关于 :的 一 元 二 次 方程 
FR- pbot+ -k=0 外 


的 两 根 ,所 以 
a - pei + 员 - 上 = 有 0 

车 0 在 四 a0; 则 (bo, 2'0) 也 是 方程 吕 的 一 组 正 整 数 解 ,县 
Bb0+ do < on0+ to; 闻 盾 .所 以 a'o 万 0 或 q'o 这 a0. 

(DD 车 a'o = 0, 则 ao = pbo. 代 人 方程 中 得 品 - 上 = 0, 则 上 
不 是 完全 平方 数 , 了 矛盾 . 

{2) 车 an < 0, 则 fo > pho 从而, ao 宇 pho + 1, 故 
a paobo + BB -k= mofao -pbo)+ 配 -下 > 

a0+ B68 -kpbo+lt+ 3k > 
p-k>0 

亨 盾 . 

《3) 若 oo 3 a0; 因 此 ao,a'o 是 方程 @@ 的 两 根 ,由 书 达 定理 得 
qoa'g = 栈 一 上 上 但 goa'o > qf > 嫩 > 品 - 睛 矛盾. 

综 上 可 知 ,方程 中 无 正 整 数 解 … 

引 理 2 设 和 大 是 给 定 的 正 整数 Pp 宕 4 生 , 则 关于 a 和 5 的 
不 定 方 程 

qi pab + b+4k=0 | 

无 正 整 数 解 . 

引进 2 的 证 阴 假设 有 正 整数 解 设 (obo) 是 使 e+ “最 小 
的 一 组 正 整 数 解 , 旦 ao > bo, 又 设 a 9 = pbo 一 a0; 则 cy 是 关 
于 的 一 元 二 次 方程 

phot++k=0 @ 
的 两 个 根 .所 以 
zi- poobot++k=0 


Chapter 4 Square Number and n power 


车 0 < ao < ao; 则 {80,a'0) 也 是 方程 加 的 一 组 正 整数 解 , 旦 
bo + ao < ao+ bo. 政 拓 . 
所 以 ga'o 过 0 或 0 > a0. 
(DD) 若 a'o 和 < 0, 则 ao > 了 to, 故 
a - paobo + 首开 演 + 天 > 人 0 


矛盾 . 
(2) 若 wo > m, 则 ao < 加:. 因 为 方程 @ 的 两 根 是 
pbo tv (pbo)’ - 4(Cb0 + k) 
2 


则 go = pho = (pho) — (BB + Ek) 


又 因 为 G0 之 bo. 则 
Pen 一 MY (pho)’ — 4(83 + 4) 


bo < 2 一 
(p -Dhowy p40 — 4 
(p -2)208 = pb — 4 — 4£=> 
(dp — 8)b3 < dk 
而 p 4 沽 4, 则 
{4p - 8B) 4p -8 2p > 4 


了 矛盾. 
综 上 可 知 ,方程 人 @ 无 正 整数 解 . 
下 面 证 明 原 题 . 
不 入 设 m,n > 0. 
因为 Cm 一 n+ 1) 1(Cn? -1). 则 

(mn +m +1)]= ms 
(1) 若 m= nn, 则 mm? -rn?+1= 1 是 完全 平方 数 . 
(2) 车 m > n, 因 为 m 和 n 都 是 奇数 , 则 

21 (m+n),21(m-n) 
设 严 +nH=247 -nm = 25, 则 a 和 上 都 是 正和 整数 . 
因为 mz-m+l=4o+1m2 = (a+ 6)7, 则 
(4ab +1)|l(a+tb) 
设 (e + 5)? = (4ab + 1), 其 中 大 是 正 整 数 , 则 
a (4k -2)ab + bi-k=0 

车 不 是 完全 平方 数 ,由 引 理 1 可 知 是 矛 导 的 ， 
所 以 是 完全 平方 数 , 故 


mni+l=4ob+1:= 


(a + b)? a+by’ 
k -| ) 


第 4 章 平方 数 与 上 次 方 数 
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也 是 完全 平方 数 . 
(3 车 现 过 二 为 im 和 nn 痢 是 奇数 , 则 
2 mtn2|1(m-- nn) 
设 m+t+n= 20.n- m= 28, 则 a 和 # 都 是 正 整 数 , 因 为 
mn (4-1) 
m= ta- bY 
则 (4ab ~ 1) 1 {a 6) 
设 (z - 6) = (4ab 一 11), 其 中 大 是 正 整 数 . 则 
a 4k + 2)ab++kk= 人 0 
由 引 理 2 可知 是 矛盾 . 
综 十 可 知 ,m? - n? + 1 是 完全 平方 数 . 


4.62。 证明: 存在 盛 限 赴 刺 数 序列 1 4,1 ,使 得 1a? 对 于 任意 


正 整数 m 是 - -个 党 全 平方 数 . 
【澳大利亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 记 $, = Do 

从 色 股 数组 ta,#,c) 开始 , 联 a 为 奇数 ,8B 为 偶数 (例如 (3,4， 
5)) ,奇数 4 为 i, 偶数 45 为 .这 -一定 意味 着 S$S = 和 5 = 
+ 如 = 是 完 全 于 太 . 可 选取 其 他 的 a 为 偶数 ,使 得 

Sart = Sn + a = (Art + 1)* 
成 立 , 这 是 可 能 的 ,出 于 
Sn+1 一 ai = Se ( thn + Ba 一 2 = 
(an + eyo + 1 = (a + 1 


(an + 一 | 
Wn+] 二 人 

Aan( rt, + 2) 
nr 下 四 


因为 a 为 偶数 ,所 以 a + 2 . 定 也 是 偶数, 故 血 ( 呈 土 2 世 
是 偶数 . 

何如 , 取 si = 3,4u = 4, 得 数列 3,4,12, 时 ,3 612,… ,满足 题 
日 朗 求 ， 
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4.63 ” 求 所 有 多 于 两 位 的 正 整 数 ,使 得 每 一 对 相仿 数字 构成 
一 个 整数 的 平方 . 


《克罗地亚 数学 拱 林 匹克 ;2004 年 ) 


解 ” 易 知 , 正 整 数 的 平方 其 两 位 数 的 有 :16,25,36,49,64,81. 

注意 到 ,从 给 鳃 数字 开始 至 多 有 1 个 两 位 平方 ,因此 ,在 第 1 
个 两 位 数 被 选 定 后 ,所 求 数 的 佘 下 部 分 被 唯一 地 确定 . 因为 没有 
以 5 或 9 开始 的 两 位 的 平方 数 ,所 以 ,所 求 的 数 不 能 以 5 或 竹 开 
始 . 

而 由 16 得 164,1 649; 

由 3 四 得 364,3 649; 

由 研 得 649; 

由 8 得 816,8 164,81 649， 

因此 ,满足 条 件 的 数 为 

164,1 649,364,3 649,649,816,8 164,81 649 


4.64 ” 求 所 有 使 2 + 2 + 2" 为 完全 平方 数 的 正 整 数 . 


《克罗地亚 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”注意 到 2 +27 = 144 = 12. 
令 144+2n = 吧 , 其 中 居 为 正 整数 , 则 

2 = m144 = (Cm - 12)(m +12) 
上 式 右边 的 每 个 因 式 必 须 为 2 的 者 , 设 


m+12=2 中 
更 一 2 = 2 四 
其 中 ,p,gE Nip+g= np> 94， 
由 人 名 -人 名 得 
22(27-9 1)=2x3 


因为 27-7 - 1 为 奇数 ,2 为 2 的 嘻 . 

所 以 等 式 仅 有 一 个 解 , 即 q=3,p-9g=2, 

因此 pp 二 5,9 = 3， 

故 m=pP+g=8 是 使 所 给 表达 式 为 完全 平方 数 的 唯一 正 整 
数 . 
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4.65 ” 设 a,b,c 是 有 理 数 ,并 满足 a+ b+e 与 s+ 上 + ci 


是 相等 的 整数 .证 明 : abe 可 以 表示 为 一 组 互 质 的 完全 立方 数 
与 完全 平方 数 的 比值 ， 


证 明 记 a+z+c= 姑 + 了 + = 1, 则 t 0 


利用 不 等 式 呈 + 名 + 全 (4+ 名 +5) 可 推出 0 4 43. 

当 t = 0 或 1 = 3 时 ,有 a=8=c=0 或 a =5b=c=1, 
它们 都 满足 题 中 的 条 件 . 

当 上 = 1 时 ,记分 数 e,5,e 的 分 母 (假定 均 为 正 数 ) 的 乘积 为 
d, 则 x = ad,y = bd ,x = cd 都 是 整数 , 且 x +y+#= d+ 
y+ = 

由 以 上 两 式 可 得 

(x ty+a) = r+ 
即 w++w=0 
假定 z < 0, 因 此 
{x +s)(y+7)= 2 
于 是 x+2= m+ ,r=-lripg 
其 中 ,p 和 4 是 互 质 的 正 整数 ,而 r 是 一 个 非 零 整数 ,因为 
Oz<d=x+ty+s= rp +9)-lrip 
所 以 ,rr > 0. 
由 计算 可 得 


2 


名 
ll 


六 
ll 


i 
1 

in SR 已 
1 


于 是 


让 


《+ 

下 面 讨 论 : = 2 的 情况 . 即 

at+b+c= a++c=2 
抽 aj =1-asB=1~-b,ce1=1-c 满 足 

at+hte = qtr++ct=1 
鼓 abc = (1 -atl it- en = 
1 (at bt ce) + obt+ Bicyt cal— 
mbict = 一 abie 


结论 得 证 . 
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心得 体会 拓 广 乡间 


4.66” 求 所 有 正 整 数 ,使 得 n - 2"!' + ! 是 完全 平方 数 ， 


斯洛文尼亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ” 设 nn:'2"!1+1 = mm:, 即 
n'2"1l= (m+l)m-l) 中 
显然 mm = ln = 2,n = 3 不 满足 问题 的 条 件 . 
设 n > 3, 则 式 中 左边 的 值 是 偶数 ,因此 ,m 一 定 是 奇数 . 
记 m = 28 + 1. 于 是 ,有 
iv2n-3 = E(kE+1) 
因为 连续 的 整数 点 和 上 + 1 互 质 ,所 以 ,2 恰好 被 天 和 上 +1 
其 中 之 一 整数 ,这 意味 着 
2"-3 k+l 
由 此 得 出 nk,2"3 <n+l 
后 一 不 等 式 对 n = 4 和 n = 5 成 立 . 
用 数学 归纳 法 可 简便 地 证 明 , 对 于 5 z 6,2" > n +1 成 立 ， 
检验 可 知 ,4 x 省 +1 = 33 不 是 完全 平方 数 ,5x2 +1= 8!L 是 
完全 平方 数 . 


4.67 ” 正 整 数 a,58,c 满足 等 式 
clac + 1 = {Sc + 206) (2c + b) 
(1) 证 明 : 若 c 为 奇数 , 则 “为 完全 平方 数 ， 


(2) 对 某 个 a 和 ,是否 存在 偶数 满足 式 中 
(3) 证 明 ; 式 四 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (ae ,5 ,ec). 
( 自 慷 罗斯 教学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 “假设 ec 为 偶数 , 记 c = 2c1, 则 已 知 等 式 可 写 为 
cf2el +12 = S(er + bl4c + b) 
设 2 = (e585), 则 ol = do = dbo, 其 中 (eo,bo) = 1, 于 是 
cof2adeo+ 12 = Gd(5co + bo)(4co + bo) 
显然 (cos5e0 + 了) = (eo4co + bo) = (d,(2adco + 1))= 1 
因此 co = #4. 从 而 
(2ad? + 1) = (Sa + bo)(4d + bo) 
注意 到 
(Sco + bosdco + Bo) = (Sco + bo — 4c0 — bos4co + bo) = 
(cosdeo+ bBo) = (co,4c9+ bo—4c0) = 
(co bo) = 1 
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所 以 Sd+bo= m4d+rbo= rn 心得 体会 拓 广 里 问 
2 ri= mmnenN’ 
于 是 了 = m? -mr( 显 热 m > nn), 则 
mn = 1+20d = 1+2a(m- nm+n)y > 
t+2afm + 如 az1+8Samn 关 1+8mn 
故 0 关 1+7mn, 了 矛盾， 
因此 c 是 奇数 . 
(1) 类 似 (2), 设 c = deo,8 = dbo, 其 中 ,4d = {ec,8) 且 (co， 
80) = 1, 则 已 知 等 式 可 改写 为 
coladeo + 1)* = d(Seco + 2b0) (2c0 + bo) 
注意 到 (co,5eo + 260) = (coy2co + bo) = 
(dfadcotl =1 
因此 co = dd, 从 而 6 = do = 号 ， 
(3) 令 < = 1, 只 须 证 明 方程 
(a+1) = (5+2b)(2+ 4b) 
有 无 穷 多 组 愧 数 解 (ae ,4b). 
事实 上 , 设 5+26 = mi,24+ 5 = 本 , 则 
人 = mn 一 


从而 只 须 证 明 存在 无 穷 多 组 m,n € N" ,满足 5 + 28 = my 


2+5 = 色 , 即 
mxz-2pz = 1 OD 
显然 (3,2) 是 式 中 的 解 . 
又 若 (m,n) 是 式 中 的 解 ,那么 ,(3m + 4n,3n + 2m) 也 是 式 
中 的 解 ， 


4.68 已 知 三 角形 的 边 长 a,5,c 都 是 整数 , 且 一 条 高 线 的 长 
是 另外 两 条 高 线 长 的 和 , 证明: + 如 + 是 一 个 整数 的 平 


方 ， 
(德国 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ” 设 三 条 高 线 分 别 为 ,i , ,三 角形 的 面积 为 $5, 则 


有 
2§ = ah, = bh;, = ch. 
设 = ho 加, 则 有 
25 25 23 
2 
€ 可 b 
1_l1 1l 
即 ec 二 
亦 即 ob -bc+ac)=0 


第 4 章平 方 数 与 n 次 方 数 
Chapter 4 Square Number and nm power 


故 ez+P+e=ao+rt+ce+2ab- (b+ a)|= 
(a+b-ey 


4.69 设 己 为 整 系数 多 项 式 , 昌 满足 
P(5) = 2 005 


试问 P(2 005) 能 否 为 完全 平方 数 ? 
【克罗地亚 数学 奥林匹克 ,2005) 


解 设 PIx) = ar + an ier1+…+Gx+a 于 是 


PlS) = a -S++ + 5S+ 人 OD 
P(2005) = a :2005 4 01 2005"1 4+ + G2005+ a 
加 | 
由 四 -中 得 
P{2 005) - P(5) = af2 005" - 5") + qn_1(2 005°-! - 
5 + + (2 005 -~ 5) 二 


因为 2 005* -和 = 2000(20055 +2005t 2 xxS+ 二 
2 005 x 有 -2 + 和 1 

所 以 , 式 岛 中 的 各 项 能 被 2 000 整除 ， 

即 P(2 005) - P(5) = 2 0004 ,其 中 4 为 整数 ， 

因此 , P{2 005) = 20004 +2005, 且 P(t2 005) 的 后 丙 位 数 为 
05. 

而 人 芍 不 可 能 为 一 个 完全 平方 数 的 后 两 位 ,所 以 , P(2 005) 不 
可 能 为 完全 平方 数 . 


4.70 设 n 是 大 于 2 的 整数 ,a, 蚌 最 大 的 n 位 数 , 且 既 不 是 两 
个 完全 平方 数 的 和 ,又 不 是 两 个 完全 平方 数 的 差 . 
(1) 求 a.( 表 示 成 n 的 函数 ); 


(2) 求 n 的 最 小 值 ,使 得 a 的 各 位 数字 的 平方 和 是 一 个 
完全 平方 数 . 


《向 牙 利 数学 奥林匹克 ,2002 ~ 2003 年 ) 


解 ” (1)a, = 10" - 2, 先 证 最 大 性 . 
在 n 位 十 进 制 整 数 中 ,只 有 
10° ~1>10 -2 


0 -1 -9x 3951 -| 2 9 9 -外 


2 + 2 


心得 体会 拓 广 疑问 
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l0"-1 10"-1 
Cec 9 -中 - 


2 2 


10° -1 lon -1 2 
2 2 


因为 J0” = ! 为 奇数 ,所 以 ,10" - 1 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 


“的 差 ,这 与 题 设 矛盾 . 


下 面 证 10"” - 2 满足 条 件 . 

车 10" - 2 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 差 , 则 它 模 4 余 0,1 或 
3. 但 10* -2 = 一 2(mod4) ,所 以 ,10" - 2 不 能 表示 为 两 个 完全 平方 
数 的 差 ， 

若 10" -2 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 和 , 则 它 或 被 4 整除 ,或 
模 8 余 2, 但 10" - 2 不 能 被 4 整除 且 模 8 余人 碎 因 为 n > 2). 

所 以 10" - 2 不 能 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 和 ， 

(2) 由 (nn- 中 + 村 = 迷 得 

Fn 1) = (kk+8) 

因为 n = 3, 有 -8 zx Bmod 9) 

所 以 811 人 -8) 或 8110K+8). 

车 蜡 1 6-8), 则 kom = 把 ,nm = 8. 

若 81 1 (E+8), 弄 i = 73,n = 66. 

因此 nw = 区 


4.71 求 所 有 的 两 位 正 数 a 和 上 5, 使 100s + 8 和 201a+8 均 


为 四 位 数 , 且 均 基 完 全 平方 数 . 
(西班牙 数学 奥 条 匹克 ,2004 年 ) 


解 设 
100a + b&b = mi,2010+b= 了 
则 le = rn-m = nmrn+m),mn < 100 
所 以 nm< 10,n+m < 200,1011(m+n) 


从 而 m+n = Il 

代入 =ms=2n— 10l 

得 201(2n - 101) +8= 本 

即 n2 - 2n + 20 301 = b € (9,100) 


经 验证 ,n = 和 9,m = 101 -nn = 所 ,从 而 
a=n-m= ,b= nn-0nr+W00l=4 
即 (a ,5) 三 C17,64). 


心得 体会 拓 广 疑问 
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心 尼 体会 抵 广 疾 问 


4.72 ”证 明 ; 不 存在 正 整 数 ,使 得 


2n2 + 1,3n + 1,6n2 +1 


为 完全 平方 数 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”车 题 中 结论 不 真 ,那么 ,此 三 数 均 为 完全 平方 数 , 则 
{nt + 18n2 + 1)2 - 1 = 36n2(6n2 + (3n + 1)f2n2 + 1) 
基 完 全 平方 数 ,但 这 是 不 可 能 的 ， 因为 不 存在 两 个 正 整数 的 平方 

差 为 1. 


4.73 “ 求 所 有 的 正 整 数 ", 它 能 唯一 地 表示 为 5 个 或 少 于 5 个 
正 整数 的 平方 和 (这 里 ,两 个 求 和 顺序 不 同 的 表达 式 被 认为 是 


相同 的 ,例如 ,了 + 上 拉 和 尝 + 全 被 认为 是 25 的 闻 一 个 表达 式 ). 
【韩国 数学 奥林匹克 ,2005) 


解 nm = 1,2,3,6,7,15. 
首先 ,证 明 对 于 所 有 的 n zz 17, 有 多 于 2 个 不 同 的 表达 式 ， 
因为 每 个 正 整数 都 可 以 表示 为 4 个 或 不 足 4 个 的 正 整 数 的 平 
方 和 ( 拉 格 斋 日 四 平方 定理 ), 于 是 , 存在 非 负 整数 x;, yi, zi wi 
(i = 1,2,3,4) 满足 
Rn- 们 = 销 + 交 + 区 + 井 
-l= i++ 
六 一 好 = 旭 + 人 性 + 下 + 垃 
n= 好 + 内 + 石 + 二 
这 
由 此 得 
m = 克 + 详 + 说 + 确 =1+ 好 + 只 + 帮 + 呈 = 
+ 六 + 有 怠 + 垃 = 
各 二 车 入 + 对 + 城 = 
于 
慨 设 n+ 人 + 他 + 学 = 30, 则 有 
11,2,3,4! |x0, Yo 203 Wol 
所 以 存在 上 所 11,2,3,4| 1xo, yo;z0,wol , 且 对 这 样 的 色 ， 
驹 + 如 + 台 4+ 塌 和 六 + 焙 + 六 + 及 + 怕 是 n 的 不 同 的 表达 式 . 
因为 30 = 了 +22+ 科 + 史 = 王 + 下 + 有 ,只 要 考虑 1 < 志 
1§ 即 可 . 
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下 面 这 些 正 整 数 有 两 种 (或 更 多 ) 不 同 的 表达 式 心得 体会 拓 广 肾 问 
和 = 和 =12+12+12+1 
呈 = 让 +22=12++t2+t+13 
8=22+2=12+2+E2+P+ 尝 
9=32=12+22+2 
1 = 下 + 和 =1+1+2+ 
11=12++3=1+P2+P+2+22 
2=+ t+P=2+2+Z 
13= 王 +12+12+ 拉 + 和 = 下 + 和 + 到 + 委 
1]4 = 和 + 天 + 和 =+ 下 +2 二 天 二 于 
1]6= 下 = 和 + 着 22 

而 1,2,3,6,7,15 这 六 个 正 整 数 仅 有 唯一 的 表达 式 
1=12=1+1,3= +L+l 
6G= E+,7= :++l+2 
15=1++ 人 + 

因此 所 求 的 正 整 数 n 为 1,2,3,6,7,15. 


第 5 章 ”素数 与 合 数 
Chapler 5 Prime Number and Composite Number 


心得 体会 拓 广 蜂 问 


第 5 章 素数 与 合 数 
素数 也 称 质数 ,是 数论 中 最 重要 的 一 类 数 ,关于 素数 与 合 数 
的 问题 也 很 丰富 . 


S.1 设 # > 2, 且 当 /= 1,2,…,[ 妃 ] 时 ,都 有 7 PR : 则 


nt 区 D 
这 里 pz 表示 第 28 个 素数 . 


证 明 ” 设 1,2,…,[ 师 ] 的 最 小 公 售 数 为 m, 则 可 设 
m = pr-pr 
其 中 ,pi,… ,pi 是 1,2,…,[45] 中 出 现 过 的 素数 , 则 显然 有 
pen ponph en < pp! 

mx 2 1 = 1,…,1, 由 于 nn 是 1,2,…, [9n] 这 些 数 的 一 个 公信 
数 ,所 以 m < =. 而 jn < pRB+ < 及, = 1,…,1 把 这 1 个 式 子 
相 乘 ,得 

nmenm @ 
观察 式 @ 中 的 指数 得 出 睫 < 2, 即 得 

Pi < Pats Pak > Pi+l 


故 棉 < PIT SE Par 
这 就 证 明了 式 中. 


5.2 证明: 当 wn > 1 时 ,不 存在 奇 素数 p 和 正 整 数 m 使 p" + 


1 =*2"; 当 n > 2 时 ,不 存在 奇 素数 p 和 正 整数 m 使 pr -1 = 
2n. 


证 明 ”2 全 n 时 ,结论 显然 成 立 . 
现 设 21 nm, 此 时 在 
P+1=2" OD 
中 ,由 于 p 宇 3,n 这 2) 帮 2" = p+1 产 10, 旺 然 有 mm 二 2. 对 中 
取 模 4 得 2* = 0(mod 4) 和 pr = 1(mod 4), 故 2 =0(mod 4), 供 这 
是 不 可 能 的 , 故 第 一 个 结论 成 立 . 
设 n = 2 ,有 
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pl1=2" 加 | 心得 休会 拓 广 疑问 
则 由 全 得 (pr ~ Dip+1) = 2° 
故 有 P+l=2,s> 0,k>1 
由 第 一 个 结论 知 上 式 不 能 成 立 , 故 名 不成立 ,这 就 证 明了 第 二 个 


结论 ， 


5.3 ” 设 ps 表示 第 mn 个 素数 , 则 


p< 


证 明 pmp = 2 < 4, 设 p< 巡 ,i = 1,2,…, 上 ,我 们 来 证 明 
Prl < 和 @ 
令 育 = py…Pps + 1, 则 
N= pmp + 二 pe = 22 2 < 2 
设 P 是 六 的 一 个 泰 因子 , 则 p zz 疡 = 1.…,&, 故 有 


Pa 
这 就 证 明了 中 . 


5.4 设 p > 1 是 一 个 素数 , 若 当 * = 0,1,…,P -工时 


#2x+p 


都 为 素数 , 则 仅 有 一 组 整数 解 a,8,c 满足 


了 -4ac =1-4p:0O< sc 一 wa 之 训 < D 


证 阴 =1,5 =- le = p 就 是 满足 中 的 一 组 解 ,现在 来 
证 明 这 是 唯一 的 一 组 解 . 
如 果 全 满足 中, 则 因 到 Ee 1(mod 4); 所 以 6 是 奇数 , 设 


151= 21 -1, 有 0 < ?1= 1+1, 又 因 


2 
Ibisasect -da =1-4pp32 
页 3a2 = 4a2 -asdac -所 =4p-1 
所 以 
161< e <A/ 得 四 
由 式 凶 得 


IbIl+1 1 fi 1 1 
l= TV +2 VN3+2<P 


将 1581= 271-1 和 代入 号 得 
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(27 ~- 1)2 -4ae = 1 一 4P 
即 得 
PP-li+p= ac @ 
由 于 0 < 1 < p ,所 以 据 已 知 条 件 ac 是 素数 , 克 a = 1. 由 于 -1=< 
be 1, 故 上 =--1, 册 于 1-4p =1-4c, 故 “ec = p. 


5.5 求证 ;不 存在 三 边 边 长 全 为 素数 ,而 面积 是 正 整 数 的 三 


角形 . 
【有 罗马尼亚 教学 奥 补 匹克 ,1994 年 ) 


证 明 ” 设 全 4BC 的 三 边 的 边 长 为 a,8,e, 面 积 为 5, 且 a,5b， 
< 为 罕 数 ,5 为 正 整数 . 
由 三 角形 面积 公式 
168: = (a+rbte)laorb- ca bro-a+tb+e)D 
由 于 a+p+ecle+p-e aa-sd+ycy -aa+6+ec 具 有 相同 
的 奇 惕 性 及 168 为 偶数 , 刚 g+p+esa+E- ea 一 让 +os 
- a + 5 + c 都 为 侦 数 ,于 是 只 有 两 种 可 能 : 
(1) a,b,c 全 为 偶数 ; “ 
(2)a,6,c 中 两 个 奇数 ,一 个 偶数 . 
下 面 考虑 : 
(1) 当 a ,b,c 全 为 偶 素 数 时 ,有 4 = 上 =e=2. 
此 时 8 = 3 与 $ 是 正 整 数 矛 盾 ， 
(2) 当 a,b,c 为 两 个 奇数 ,一 个 偶数 时 ,不 妨 设 a 为 偶数 , 则 
a = 2. 这 时 有 
c-2=cec-a<b<c+o=¢+2 
bp-2=b_-_a<c<br+roao=t+2 
于 是 , 奇 素数 bE {tc-2,c+2),c E(B -2,6 +2). 
在 开 区 间 (e - 2,c + 2) 中 只 有 整数 c+ 1,c,c - 1. 但 。 为 奇 
素数 , 则 c+1,c- 1 均 为 偶数 ,于 是 必 有 5 = c. 
这 时 , 式 中 化 为 
168 = (2+28) :2:2.(25 -2) = 16(0 -1) 
故 SS= -1l 
由 此 得 5 < 5, 即 S 8 -1 这 时 有 
PA-1l= eb-1P=-2b+1l 
则 5 < 1 与 8 是 素数 相 巴 盾 . 
因此 ,不 存在 三 边 边 长 都 是 素数 ,面积 为 正 整 数 的 三 角形 ， 
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必得 体会 拓 广 疑问 


5.6 试 确定 所 有 的 四 元 数组 (p] ;Pp2:P3;P4) ,其 中 Pi ba Pp3s 
Pa 是 素数 , 且 满 足 


(lp < p< p< pa. 
(2)p1pz + pap3 + pspa + p4p1 = 882. 
(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


解 ”条件 (2) 可 化 为 
(pi+ pa){pa+ pe) = 882=2x32x 磊 
由 于 4882, 所 以 pi + ps 及 pz+p4 中 必 有 一 个 奇数 ,又 由 pi， 
p2: p35 Pp4 是 素数 ,及 Pi 最 小 ,所 以 pl = 2, 从 而 2+ ps3 是 882 的 奇 


因子 , 即 
2 + pa 1 441 
又 由 于 Ditp3< p+p4 
所 以 2+py< v8 < 30 
于 是 p3+2 的 可 能 信 只 能 是 1,3,7,9,21, 再 由 py 是 案 数 ,所 以 
ps 只 能 是 5,7,19. 
下 面 分 别 讨 论 : 


i 车 ps = 5, 则 由 条 件 () ,ps = 3, 且 pz + ps 应 为 82 = 
126, pa = 123 不 是 素数 ; 

i 车 ps = 7, 则 po+ pa = 3 - 98, 且 pz 只 能 为 3 或 5, 相 
应 的 ps 为 95 或 93, 都 不 是 参数 ; 


中 车 ps = 19, 则 
882 
P+p=71= 和 4 
由 于 2 < pa 19 < Ps4 


则 pa = 5,11,13, 相 应 地 ,ps = 37,31,29. 
综合 以 上 , 所 求 的 四 元 数组 (pi,pzy,p3,p4) 为 (2,5,19,37)， 
(2,11,19,31), (2,13,19,29). 


5.7 设 a,b,c,d 为 自然 数 ,并 且 ab = ced, 试问 4a+b+e+t 


ad 能 否 为 束 数 ? 
(第 和 8 届 匡 斯 科 妆 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


解法 1 由 于 中 = o, 由 素 因 数 分 解 定理 可 知 ,存在 整数 o)， 
Pas di, ;使 得 
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t= ocd = dda = edb = cd 心得 体会 拓 广 疑问 
于 是 有 a+B+te+td= editecdi+ec+ dd = 
(el + da) al + e2) 
因此 a + 8 + c + g 为 合 数 . 


解法 2 由 ab = ca 得 


ab qag+ ctb+e 
a+b+roetd=a+tb+ct+ ee = 


为 整数 .从 而 存在 整数 c1,c2, 使 。 = cics, 且 2 = k= 


Cy 
4 均 为 整数 .由 于 
ot tenbte> er 
所 以 k>1,l>1 
及 + 让 D+c+td= 砍 


因此 ,a + 58 + c + d 为 从 数 ， 


5;8 “证明 :如 果 1 + 2* + 4" 是 罕 数 ,nC N, 则 n = 3+, 其 中 
是 非 负 整数 . 


【保加利亚 数学 奥林匹克 ，1981 年 ) 


证 阴 设 m* = 和 ,其 中 大 是 非 负 再 数 , 且 3 直 rr 
我 们 证 明 , 此 时 p = 1+ 2" + 4 被 9 = 1+2 +4 整除 ,从 
而 p 不 是 素数 . 
(Dr = 3s+1 时 ,* 是 非 负 整数 , 刚 
p-g= (nr 和) + 和) = 
BB BS 1) 0mod(23 -1)) 
因为 ”23 -1= (2D +4)= (2 -1)g 
所 以 g1p -9g, 于 是 g ip. 
{2)r = 3s + 2 时 ,s 是 非 负 整数 , 则 
p-g= 4B)+(2-4)= 
2 [2 _1]+ pe _1)= 
OC(mod(2 3 - 1)) 
同 (1), 仍 有 gg 1 p. 
于 是 nm = 3 午 ,3 赴 r 时,p 为 合 数 ,从 而 当 p = 1+2” +4" 是 素 
数 时 ,nn = 和 | 
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5.9” 求 出 所 有 不 超过 10 000 000 且 具 有 下 述 狂 质 的 自然 数 


n > 2: 任 何 与 n 互 素 日 满足 1<m<n 的 数 m 都 是 素数 ， 
(捷克 数学 奥 补 匹克 ,1979 年 ) 


蟹 ” 设 具有 题目 亡 求 的 性 质 .如 果 它 不 被 2 整除 , 则 nn < 
22( 理 则 ,与 m 互 素 且 小 于 n 的 m = 4 将 是 素数 ,不 可 能 ). 因 此 = 
3, 如 果 被 2 整除 ,但 不 被 3 整除 , 则 同 理 有 nn 入 衬 , 即 mE 14,8). 
如 时 n 被 2 与 3 整除 ,但 不 被 5 整除 , 则 n <5, 且 615, 邑 rn€ 156, 
12,18,24| .如 果 被 2,3 和 5 整除 ,但 不 被 7 整除 , 则 n < 天, 且 
301n, 即 an = 30. 设 对 某 个 上 宇 4,n 被 pl,pz… ,ps 整除 ,但 不 被 
pgpsl 整除 ,其 中 2 = pi < pz < < pe < gil 是 连续 素数 , 则 n 
所 Pin: 且 pip2…ps 1 n. 由 于 

Ppa Pn 10 000 000 
所 以 过 8. 最 后 , 当 上 = 4,5,6,7,8 时 ,pyp2*…pe > 扎 与 
下 下巴 盾 , 因 此 上 二 3, 于 是 = 的 所 有 可 能 值 都 属 
于 集合 13,4,6.8.12,18,24,301. 经 验证 , 比 集 合 中 每 个 数 都 具有 
题 中 所 要 求 的 性 质 . 


s.10 证 明 : 形 如 p = 2(mod 3) 的 素数 有 有 无穷 包 个 . 


证 明 ” 设 六 是 任意 正 整 数 ,pi ,ps,…,p; 是 不 超过 NN 的 形 如 

PP 三 20mod 3) 的 一 切 素 数 , 设 
9 = bpip2°"*p, -1 
由 于 9 =- 1(moed6), 故 9 的 素 因 数 w 不 能 是 2, 也 不 能 是 3. 设 ? 
的 素 因 数 分 解 为 
9 三 1 

这 时 , 如 果 ai = 1(mod 3)(i = 1,2,…,41), 那么 就 有 gg 却 1 
(mod 3) ,这样 就 得 到 小 盾 1= - 10mod3). 因 此 ,aiyez ;9 中 必 
存在 一 个 g, 有 aj = 2(mod 3). 由 于 过 piti = 1,2,…,s), 否 则 
将 有 - 1 = 0(mod 3) ,这 是 不 可 能 的 . 故 必 有 a > N. 这 表示 存在 
形 如 p = 2(mod 3) 的 素数 &, 它 大 于 任 取 之 正 整 数 入 , 故 形 如 
p = 2(mod 3) 的 素数 有 无 穷 多 个 ， 
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5.11 证明: 对 任意 二 Z+ ,19 8" + 17 是 合 数 ， 


(英国 教学 奥 林 苞 克 ,1976 年 ) 


证 明 “这 里 恒 设 天 E 2 .如果 = 2%, 则 
19.gr+17= 18-. 8 +1- (1 +6 + (8 -1) = 0(mod 3) 
如 果 nm = 4# + 1, 则 
.8 17 = 13，8rl+6.8 6 +17 = 
13， B+ 39 .6 3 (1 635) + 
(13 + 4) wm Omod 13) 
如 果 m = 4k + 3, 则 
19. 843 +17 = 1 .8 +4 昌 ，642 + 17 = 
15. Bt3 + 4 510. 6 + 
4 .21 6) + (25 - 8) 二 
OQ(mod 5) 
由 此 可 见 , 对 尾音 EE Z+ ,19: 8" + 17 至 少 被 3,13 或 5 之 一 整除 . 


5.12 证明: 存在 无 限 多 个 n EN, 使 得 任意 形 如 ms + n 的 数 


是 合 数 , 其 中 站 E N. 
【 捷 移 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 设 m = 4 入 ,其 中 让 = 2,3，…, 刚 对 严 拓 了 
m+n= mtd = 【mn4+4rp262 +4482)] - 4m2k = 
Cm? + 282)2 - (2mk)? = 
(Cm? + 2mk + 2k2) (Cm — Zrmk +2K2) = 
(Cm + kk) + FCCm — Ek) + RE) 
是 人 台数 ,因为 每 个 因子 (mm + + 太 都 大 于 1( 由 于 上 > 1). 


5.13” 求 出 这 样 一 组 五 个 不 同 的 自然 数 ,使 得 其 中 尾 意 两 个 


数 互 素 , 且 任意 若干 个 数 (多 于 1 个 ) 之 和 为 合 数 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 


媚 我们 考虑 一 般 的 情形 ; 
设 a1,02,… 这 ! 个 数 满足 
Qi 一 了 1 二 
则 这 个 数 中 任意 两 个 数 都 互 素 . 否 则 , 若 (ai,e) = d > 1， 
则 由 
a=i"nl+l=p OD 
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得 tiin!= (p- dd 
于 是 dl(li-i}n! 


由 中 可 知 ,a 不 是 2,3,…,n 的 约 数 ,又 由 于 11 -了 1< nm 于 
是 只 有 d = 1, 即 a; 与 @; 互 罕 . 
好 外 ,a1,az,…; an 中 任意 上 个 数 之 和 一 定 能 被 上 整除. 
因此 i= i nl+l,i-= 1 ,2,…',n 是 满足 题 设 条 件 的 ma 个 数 ， 
特别 地 ,nm = 5 时 ,这 五 个 数 为 
121 ,241 ,361 ,481 ,601 


5.14 设 玉 是 这 样 的 自然 数 的 金 体 ,其 中 每 一 个 数 由 0 与 1 两 


个 数字 相 疝 而 成 ,首位 与 未 位 都 是 1, 问 K 中 有 和 多少 个 素数 ? 
{第 和 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1989 年 } 


解 1 不 是 素数 ,而 101 是 素数 . 
设 101010…01 中 有 3 个 或 3 个 以 上 的 1. 


这 种 数 总 可 以 表示 为 
1 + 100 + 1007 + … + 100" = 100" -1 2 
+ + + + = "100-1 ? 尼 实 
出 于 
100s+1 _1 _ 10"*2 1 _ {10"*! 十 Dio"n! _ 1) _ 
I00-1 -ll 0Uo+rbo-liD) 
OOM + 9 .9 
(10+H -9 
QO 4) 1. 
(C10 +1) 


如 果 n 为 奇数 ,那么 n+ 1 为 偶数 ,这 时 了 是 大 于 1 的 束 
数 .从 而 (1l0"1 + 1) 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 , 即 


n+l 
100”” = ] 是 合 数 ， 


100 -1 

如 果 = 为 偶数 ,那么 n+ 1 为 奇数 ,这 时 10 + 1 能 整除 10**1+ 
1, 并 且 商 大 于 1. 

从 而 1 二 .11…11 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 , 即 
100 二] 是 合 数 . 


这 就 表明 , 当 n > 2 时 ,这 种 数 总 是 合 数 . 
因此 ,天 中 的 素数 只 有 一 个 , 即 101， 
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5,.15 ” 设 已 知 对 尾音 正 整数 n, 恒 有 泰 数 p 存在 ,使 得 nn 二 
Pp 去 2n, 试 证 下 列 命题 : 例如 存在 一 个 大 于 2 的 最 小 偶数 
2mo, 它 不 能 表示 为 两 个 素数 之 和 , 则 4mo 必 能 表示 为 三 个 或 


四 个 素数 之 和 ， 
{中 国 和 天津 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 


证 法 1 由 题 设 ,存在 素数 p 满足 
mp < 2m 
从 而 2me < 2p < 4mo 
2m p+p smo 由 
由 于 2mo 不 能 表示 为 两 个 素数 之 和 , 册 
2m¥ P+pP 
叉车 4mo = p + p; 则 
Pp = 2mo 
又 由 2mo > 2, 则 mo > 1, 所 以 p > 2, 而 大 于 2 的 素数 一 定 为 
奇数 ,所 以 p 二 2mo. 
因此 ,中 式 中 的 等 号 不 成 立 , 即 
2m0 < p+p < 4mo 
邻 
4mo = p+p+n ® 
于 是 = 为 正 整 数 , 且 为 偶数 . 
由 外 得 
n= 4mo — 2p < 4mo -2m = 21mo 
由 于 2mo 是 不 能 表 为 两 个 素数 之 和 的 最 小 偶数 , 则 由 n < 
2mo 知 ,n 或 者 等 于 2, 或 者 为 两 个 豪 数 之 和 , 即 4mo = p+p+n 可 
表 为 三 个 或 四 个 素数 之 和 . 


证 法 2 (1) 由 题 设 2mo > 2, 所 以 存在 素数 p 使 得 
2m -2<ps22mo -2) 
车 和 站 = altb+e) 
财 clo- aoa) = a(tb-1) 
因为 a > 2 , 则 


c(-a) > 了 (人 -1 二 (DT 
从 而 有 2 -a)>b-1 


b>220-1>n-l 


因为 上 > nn-1,c > 5, 则 cc > nn, 与 c < n 不 盾 . 
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所 以 ie + a 与 a(8 + ec) 不 相等 . 
即 这 三 个 数 的 所 有 组 合 所 得 到 的 数 都 不 相同 . 
(2) 设 a=psvng 3( 当 n > 3 时 ). 由 (1), 所 有 组 合 中 可 
能 相等 的 只 有 be + a 与 a(& + c), 则 
becrp= plb+e) 


be = ptb+ec-1) 出 
因为 p 是 素数 ,所 以 由 式 中 必 有 p165, 或 p |], 
若 p18, 则 5 = 序 (8 > 1), 代 人 中 得 
&E= 序 +c-l1 
(8-lc= 序 -1= 上 -1 
由 此 可 知 ,c165-1. 
从 而 = < 上 ,与 假设 的 。> 上 & 蔬 秆 . 
所 以 只 有 pe, 则 cc = yp(Y > ,代入 人 @ 得 
和 = 上 + 六 -1 
人 ty-15= 总 -1=(7-D+yp~-1) 
于 是 
5 = 1+ Lp 网 
因为 《rr -= 1) = 
所 以 YY-1llp-1 
且 5 -1+ 交 -1+221 see 


因为 4 = 2+2, 可 表 为 两 个 素数 之 和 ,所 以 必须 有 2mo > 4, 即 
2mo -2 > 2, 所 以 p > 2, 而 大 于 2 的 彭 数 必 为 音 数 ,所 以 p 为 奇 
数 , 由 于 


2m0 —- 2p<4mo—-d4 
则 2mo < 2m + lep+3es4m -1 < 4mo 
故 DO < 4mo- (p+3) < 4mo -2m = 2mo 
令 g = 4mo 一 (p+ 3), 则 g 是 个 数 ,于 是 
2 9 < 2mo 
因此 g 或 者 是 2, 或 者 是 两 个 素数 之 和 , 即 4mo = p+3+49 可 
以 写成 三 个 或 四 个 素数 之 和 ， 
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5.16” 设 整数 ,> 14, ps 是 小 于 k 的 最 大 质数 .车 ps > 区 ， 
n 是 一 个 合 数 ,证 明 ; 


(1) 若 n = 2 ,市 = 不 能 整除 (an 下)1， 
(2) 车 nn > 2, 则 “能 整除 (nm 一 大) 


证 阴 (1)n = 2pr. 
因为 上 > py; 则 
D> pk=n-k 

所 以 pt(n — k)! 
故 nt(n -££)! 

(2)n > 2p. : 

因为 n 是 合 数 , 故 设 m = abQ2 aa a 站. 

车 a 3, 则 

i a 45, 则 


3 大 
nm > 2p 3 六 二 所 村 


从 而 t < 径 
鼓 mn- 下 > 全 > >a 
所 以 nl (no—E)! 
i a = 8, 则 
2 
吾 _ 好 
n= om 一 不 > 3 = 3 
因为 上 > 14, 则 
P13,n220,0>6 
从 而 号 > 2a 
故 ， nk>2a 
所 以 nl{n— kl! 
若 s = 2, 因 为 n > 856, 殷 设 5 不 为 质数 , 则 8 = byt 声 
ba). 


因为 5 = 13, 则 bz 4. 
于 是 ,mi > 4 归 人 a 宕 3 的 情况 . 
不 妨 设 5 为 质数 , 则 = 六 > ph, 
因为 ps 是 小 于 & 的 最 大 质数 , 则 & > 去 .从 而 
nk=25-k>b | 
所 以 nl{n-&)! 
综 上 所 述 . 当 m > 2pe 时 ,rn 1 (Cn -有 
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心得 体会 邱 广 疑问 


5.17 已 知 n 2, 且 对 0 和 六 志 专 ，jr+ +n 是 罕 数 , 求 


证 :对 0 上 En-2, 忆 + 上 + 记 i 也 是 察 数 ， 
(第 28 局 国际 教学 梨 林 匹克 ,1987 年 ) 


证 法 1 假说 对 所 有 的 上 ,0 过 上 三口 -2, 电 + 大 + 不 都 是 
案 数 , 即 存在 一 些 ,0 < < 一 2, 使 得 如 + 上 + n 是 合 数 . 
设 铝 是 使 得 已 + 上 + rn 是 合 数 的 最 小 的 1, 则 6 过 m- 2， 
总 + ko + 是 合 数 ， 
上 表 设 g 是 局 + 二 + nn 的 最 小 素 因 子 , 则 
kt+n 
我 们 首先 证 明 9 > 250， 
车 9 和 < 2ko, 考 虚 差 
(hE+ kotn)- (FR+k+n) = (ho— k)(ko+k+1) 
取 上 = 0,1,2,…, jo 一 1, 则 由 厨 的 规定 ,局 + 上 + 为 素数 . 
此 时 ,ko -EE =1,2,., ko, ko k+l = kotl,ko+2,."',2k0. 
于 是 ko 一 二 与 如 + 大 +1 遍 取 1,2,…,2 徊 诸 数 ,由 于 9 去 210， 
则 存在 一 个 上 大 ,使 得 
g 1 (ko— AY(koG +E+1) OD 
及 因为 g1 总 + 局 + n, 则 
1 隋 二 天 十 亚 
鉴于 局 + 上 + 是 素数 , 则 有 
中 = 有 


由 于 5 一 上 过 局 过 m -2<m+i+ 权 = 了 
ko+ k+le tn-2) rk+l=ntk-l<n+k+i=y 
所 以 
qtko— E(ko+k+1) @ 
中 与 名 不 盾 . 


因此 ,9 > 2k0; 即 gq w 2k0 + 1, 由 于 
三 +n 人 1 +1 
即 
3 n-1-3hoan-l<n 


由 已 知 条 件 , 当 如 < \/ 时 时 ,局 + 如 +n 是 案 数 ,与 品 + 
ko + 为 合 数 矛盾 
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因此 ,这 样 竟 后 不 存在 , 即 对 k= 0,1,2,…,n 2, 过 十 下 + 心得 体会 拓 广 蜂 亿 
nm 都 是 素数 . 


证 法 2 ”假设 存在 一 些 上 ,0 < 上 < n 一 2, 使 得 中 + 大 + nm 不 
是 素数 ,由 rn > 2, 则 局 + 上 + nn 为 合 数 ， 
设 后 是 使 得 大 + 大 + ma 为 合 数 的 最 小 的 直 , 即 局 + Ko+n 为 
其 中 的 最 小 的 合 数 . 
又 设 4 是 品 + to + + 的 最 小 来 因子. 
{了 ) 车 g 志 如 ; 则 可 设 向 = 9 +b5(8 3 0), 于 是 
了 +kotn= 0+) +(qg+b)+rns= 
qtgqg+2b+1)+(b+b+n) 
由 于 5 < 有, 则 
到 二 二 有 区 和 + 和 二 
由 各 的 假设 , 刀 + 了 + m 是 素数 .又 由 于 
g1 史 + hot+ nqgl ggq+268+1) 


则 b+ 
所 以 必 有 9g= 扣 直 和 + 玫 
此 时 有 qg= b+b+n>n-2 


而 9g 志 to < n -2, 出 现 巴 盾 . 
(2) 着 g > 如 ; 则 可 设 g = ko + 上 ,于 是 
站 + 加 +n= (qbB+(q- 6b)+ns= 
gq(g -2B+1)+(b-1)7+(b-1)+n 
当 5-1< 和 时 ,由 
b-c<khosn-2 
可 知 (8 - 1)2 + (8 - 1) + nn 是 家 数 ,所 以 有 
(5b-1)+(b-1)+nrn=g 
于 是 thotn= gl-2b+1)+y= 
gq: — 2bq + 2g 
从 而 bsl 
于 是 只 能 有 5 = 1, 即 4 = "是 素数 .又 由 
y=i+b<= k+l=n 


而 k+l<n-2+1=n-1 
于 是 nn-l 
导致 矛盾 . 
因此 只 能 有 4 上 -11> to; 即 
bjt+l 


gg=h+b=2i+l 
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于 是 (2i0 + Pars+io+n 
4B+4ko+1e+t+tkot+n 
n 3+30+1 > 3 隔 
ko < 
然而 由 已 知 , 当 如 < \ 号 时 ,局 + 如 + 是 案 数 ,与 巾 + 
ko + 于 是 合 数 矛 盾 ， 
由 以 上 , 当 0 二 名 过 呈 -2 时 ,本 + 各 + 都 是 素数 ,从 而 命 
题 得 证 . 
阅读 材料 
最 小 素 因 子 的 比赛 
对 于 每 个 非 堆 整 数 m, 以 PoL mm] 表示 m 的 最 小 素 因 子 .如 果 
AX) = aX2 + bX + c 是 整 系数 多 项 式 ,a > 1,c 关 0, 令 
Pol fCOX)] = min{ PoL AT 二 = 0,1,2,."|. 
总 对 站 3 1, 令 
gw = min| PoLf(R)] | k = 0,1,2,",N) 
由 于 中 宕 92 守 … 可 知 存在 访 使 得 gy < N. 这 时 PoLF(X)] = gw， 
这 给 出 计算 Po[ 六 们 ] 的 容易 方式 . 
关于 Po[ F(X)] = gw 的 证 明 : 如 果 p 为 素数 ,p < gw 并 且 对 
某 个 村 > 站 使 得 1 坊村) , 则 
MM= d+rOsr<pegn<n 
由 f/f(M) = fir)(mod p) 可 知 p1f(r). 于 是 p> qn, 这 导致 入 逢 . 
现在 令 及 (X) = 座 + 路 + (4 之 1) .已 知 证 明了 ;对 每 个 素 
数 g, 均 存在 A < gq, 使 得 Po[ ACEZ)]】 = 9. 比赛 是 求 PoLh()] 的 
最 大 值 .我 们 有 Pol fa(X)] = 41， 
记录 
车 假定 4 为 素数 ,并且 求 对 给 定 9 , 求 满足 Po[(tX)] = gq 的 
最 小 素数 4 , 则 有 
Po X? + XX + 33239 521 957 671 707] = 257 
这 是 P.Carnody 于 2001 年 发 现 的 ,在 这 之 前 ,L. Rodriguez Torres 分 
别 于 1996 和 1995 年 给 出 记录 
Pl + +67 374467] = 107 
Pi[ 妇 + 天 + 了 2188 的 1] = 71 
若 4 为 素数 但 不 必要 求 是 最 小 , 则 M.J.Jacobson 和 H.C. 
Williams 在 2002 年 用 一 种 特殊 的 电子 得 法 { 见 他 们 2003 年 文章 ) 
得 到 目前 最 大 的 Po[L (XD)1: 
对 于 务 位 的 
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A = 605 069 291 083 802 407 422 281 785 816 166 
476 624 287 786 946 587 S07 887 
他 们 发 现 PoL(X)]】 = 373. 
若 不 要 求 4 为 案 数 ,他 们 对 于 侣 位 的 
A = 4 39 132 545 934 368 303 439 248 393 872 932 的 7 
758 235 983 472 584 357 825 592 740 917 
{ 它 是 6 个 素数 的 乘 积 ) 给 出 PoLA(X)] = 401. 而 在 这 之 前 的 记录 
是 Patterson 和 Williams(1995) 通过 长 时 间 计 算 给 出 的 
PoL XE + XX+2457080 965 043 150 051] = 281 


5. 塌 ”证 明 :存在 无 穷 多 个 这 样 的 自然 数 , 它 们 不 论 对 怎样 
的 素数 p 以 及 怎样 的 自然 数 = 和 ,都 不 能 表示 成 p + m2 的 


形式 . 
{第 23 届 匡 斯 科教 学 奥 困 匹克 ,1960 年 ) 


证 册 ”我 们 证 明 : 在 完全 平方 数 的 集合 中 ,就 有 无 穷 多 个 符 
合 题目 条 件 的 自然 数 . 
事实 上 ,如 果 
m= p+tns 
则 p= (mnt)(m+ we) 
由 于 p 是 素数 , 则 必 有 
| 一 ne =1 
如 二 由 = p 
于 是 p=2n+l,m= n+l 
显然 有 无 穷 多 对 (nm ,有 ,使 证 不 是 素数 ,这 时 ,mm = (n+ 1) 
就 不 能 表示 成 p + n+ 的 形式 ， 


5.19 记 |m 17Ee Ni} 是 所 有 质数 从 小 到 大 的 排列 . 令 m = 
pi +p+p+…+mtnaceN). 求 证 :对 任意 正 整 数 ,所 区 间 


Lassanyi] 内 至 少 有 一 个 完全 平方 数 ， 


证 明 al =2,az=2+3=Song=2+3+5S= 10,0 = 
e+ 了 =17,6 = 64+1ll = 28. 
显然 [2,5],[5,10],[10,17],[17,28] 中 都 包含 有 一 个 完全 平 
方 数 .下 面 考虑 n > 5 的 情况 . 
我 们 来 分 析 一 下 本 题 . a, 二 m < im EN 等 价 于 
Va mil 
如 果 能 证 明 闭 区 间 [w am ,VY os 1 长度 大 于 等 于 1, 即 能 证 明 
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则 问题 就 解决 了 ， 
不 等 式 中 等 价 于 
Gnr (van +1) = a +2v a+l 


由 于 Parl = ntl - OnsGn = Pl+ p+ + pa 


因此 ,我 们 只 要 证 明 
Pri2v P+p+*+pas+l 


就 够 了 . 
下 面 我 们 证 明 , 当 正 整数 * 关 S5 时 
(pn — 1 3 4(p1 + p2 + "+ pn) 全 
令 
gn = (pn ~ 1)? -4(p1 + pz + "+ pn-1) @ 
这 里 正 整 数 nn > 了. 


-各 = [pl -4(p1+ p+ "+ pa)]- 
[{ps — 1 — 4pi+ pr+ + Prat)] = 
(part — 1 ~ (ps ~ 1)? -dps = 
(por — pn) (pn + pr — 2) -4pn 
由 于 正 整 数 下 蒂 5,p "Pntl 全 是 奇 质 数 ; 则 
pr > pn+2 
于 是 gs ~ gn SS 2(pntl + Pn — 2) -4p。 = 
2(prr1 -Pn —2)>0 
这 表明 | gq, 1 n > 5 是 单调 递增 数列 (这 里 递增 意思 是 讲 ) 
和 
那么 , 当 n 5 时 ,有 


dn 之 5 
而 gs = (ps -1)2 ~ 4(pt + p2+ ps3+ pa) = 
{11 -17 -4(2+3+5+7) = 
100 -后 =32>0 
那么 , 当 m 关 5 时 ,q > 0. 从 加 和 思 , 可 以 知道 本 题 结论 成 立 . 


5.20 ” 试 求 所 有 的 自然 数 =, 使 得 由 n - 1 个 数码 1 和 1 个 数 


码 了 构成 的 每 一 个 十 进 制 表示 的 自然 数 都 是 农 数 ， 
《第 31 属国 际 数学 趴 林 匹 克 预 选 题 ,1990 年 ) 


一 解 ” 由 。_1 个 1 和 1 个 7 组 成 的 自然 数 六 可 表示 为 
N= 6 
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其 中 ,省 是 由 = 个 1 组 成 的 自然 数 ,0 < 上 < nn. 心得 体会 拓 广 疑问 
当 3 1 ww 时 ,4 的 各 数码 之 和 可 被 3 整除 ,所 以 3 | 4, 从 而 
31N. 
及 因为 入 > 3, 所 以 N 不 是 素数 ， 
现 考 虑 3 的 情况 . 
由 典 马 小 定理 得 
(108)" = 1 (mod 7》 
108: = 1 (mod 7) 
于 是 Agiss = Ag: + 4 10F: = As, + A{mod 7) 
注意 到 1 = 1 (mod 7) ,10 = 3 {mod 7) 
10: = 2 {mod 7),10 = 6 (mod 7} 
104 = 4 (mod 7) ,10 = 5 (mod 7) 
又 因为 4 = 1 (mod 7),As = 4 {mod 7) 
A; = 6 (mod 7),As = 5 (mod 7) 
As = 2 (mod 7) ,As = 0 (mod 7) 
所 以 , 当 且 仅 当 6 1m 时 
A, = 0 (mod 7) 


拆 


于 是 ,6 下 5 时 
.=r #0 (mod7) 
因此 , 当 656 5 村 , 必 存 在 一 个 ,0 < 上 去 5, 使 得 
6 10=7-r {mod7) 
夫 而 , 当 6 让 Rn, 且 nn > 5 时 有 
N=A+6:10=r+(7-r)=0(mod7) 
此 时 ,六 不 是 素数 . 
最 后 考虑 n = 1,2,4,5 时 的 情形 . 
真 一 1 时 ,N 三 了 是 素数 ; 
8=2 时 ,rr = 17,71 是 素数 ; 
n = 4 时 ,有 1711 = 29. 59 不 是 素数 ; 
n=5 时 ,有 11711 = 111l+6.10 = 0 (md 7?), 基 
11 711 = 了 .1673 不 是 素数 . 
所 以 满足 本 题 要 求 的 只 有 m = 1,2， 
阅读 材料 


全 1 素数 

十 进 制 表 成 全 1 的 数 1,11,111,1 111,… 有 奇妙 的 性 质 , 它 们 
叫 帮 全 1 数 . 它 们 何 时 为 素数 ? 

我 们 用 RR. 表示 连续 = 个 1 的 数 


10" — 1 
1t1…1 = 9 
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”有 其 他 全 1 素数 血 . 计 算 工作 由 J.Youmg,T,Crantund 和 了 .Dubner 


初等 吾 论 难题 集 ( 第 一 居 ) 
The Collection of Difficult Problem of Flementary Function Theory( The Fimt Vohme) 


若 郊 为 素数 , 则 必 汶 仅 数 ,因为 当 n,m > 1 时 
10™ 1 10™" -1.10°-1 
9 ”1l0"-1 9 
而 两 个 因子 均 大 于 1. 
目前 已 知 的 全 1 素数 只 有 R2, R19, R23, 以 及 计算 机 时 代 的 
R317(Williams 于 1978 年 发 现 ) 和 R1 031(Williams 和 Dubner 于 
1986 年 发 现 ). 另 一 方面 ,Dubner 于 1992 年 验证 了 p < 20 000 不 再 


继续 到 < 的 000. Dubner 于 1999 年 9 月 发 现 R49 081 可 能 是 素 
数 (发 表 于 2002 年 ), 而 L.Baxter 等 人 于 2000 年 10 月 发 现 R86 453 
可 能 是 素数 .但 是 目前 还 没有 和 希望 判定 这 人 么 大 数 的 宗 数 . 

现在 已 经 对 所 有 p < 211 得 到 了 全 1 数 印 的 泰 因 子 分 解 式 . 

问题 :是 否 有 无 穷 多 个 全 1 素数 ? 

关于 全 1 数 的 进一步 结果 可 见 Yatea(1982) 的 书 . 

不 难看 出 :大 于 1 的 全 1 数 不 是 完全 平方 数 .进一步 可 证 它们 
也 不 是 立方 数 .它们 也 不 是 5 次 方 . 当 上 不 为 2,3 或 5 的 倍数 时 , 现 
在 不 知 是 否 有 上 次 方 的 全 1 数 . 

1979 年 , Wiliams 和 Seah 研究 形 如 {a* - 1)/(a - 1) 的 数 , 其 
中 a 产 10,2(a = 2 为 2 -1 而 as = 10 即 为 全 1 数 ). 这 些 获 现 在 
叫 作 a 进 制 的 全 1 数 .和 通常 全 1 数 一 样 ,只 有 为 素数 时 它们 才 
可 能 为 素数 .这 类 数 很 大 时 , 判别 它们 是 否 为 素数 通常 也 是 困难 
的 . 

在 表 1 中 ,括号 内 的 数 表 示 rn 已 经 计算 的 上 界 . Dubner 于 1993 
年 发 表 了 如 下 范围 的 结果 :对 于 a = 3,5,6,7 二 12 000; 对 于 a = 
7,n & 10700; 对 于 4 = li,n < 11 000; 对 于 a = 12,n < 10400. 
他 的 更 大 的 表 中 包含 所 有 a < 吧 9 的 情形 . 目前 最 大 的 表 基 由 
.Steward 给 出 的 . 

表 1 形 如 {or - 1)A{a -1) 的 素数 


三 9 


‘37 13 7 108. 51 109 1357 1627 
447Pa 90il" 9551* 93* [42700] 


33719 4 1 19 18 69 %9 
3407* 10%9° 12dt” 13873* 16519* [31 400] 


237327 1 NL WW 1 


6 
6389" 923 1063" 19889* [2 800] 


7 5 13 131 149 i169 14221" [23 200] 
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续 胡 1 


-一 


三 [9 


1 3 1 Mm L190 2029* 4 01 
5153* 10867” 20 161* [24 000] 


234519%m 0 37 3 70 9739° 
14951* [26 300] 


表 1 中 带 有 星 号 的 可 能 为 素数 . 在 表 中 己 确 定 为 素数 的 ,其 
最 大 者 标 以 DB, 表 示 由 H.Dubner 和 RR.P.Brent(1996) 证 明 , 标 以 B 
的 表示 由 D.Broadhurst(2000) 证 明 ， 标 以 5 的 表示 由 
记 .Steward(2001) 证 明 . 


5.21 设 m 是 第 n 个 素数 (pl = 2,p2 = 3,…) .证明 ;ps 去 
( 基 回 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 


Pent 1 + Pip2 "Pi 
首先 素数 PirP2+r" "Pk 不 可 能 整除 
gq = 1+ Pip2 ps 
事实 上 , 若 【1 gq; 则 p; 1 1, 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 4 或 者 是 素数 ,但 它 不 同 于 pisp2ar Pas 于 是 prtl 志 4， 
或 者 9 是 合 数 , 则 g 必 有 一 个 不 同 于 pi,p2,"… ,pt 的 素 约 数 ,于 是 
又 有 pint 所 4 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 . 
(1)》 当 m= 工 时 
p=2<2 
是 显然 的 ， 


所 以 n = 1 时 ,不 等 式 成 立 ， 
(2) 假设 对 n < ,不 等 式 成 立 , 则 n = +1 时 ,有 


上 E=] 
Pat 人 el+mnpb “pelt+ ll2 = 
i=] 
天 
1+22 = 1+2 -< 


于 是 n = +1 时 ,不 等 式 成 立 . 
由 (1), (2), 对 所 有 自然 数 ,总 有 


m=l 
pe 
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5.2 pp 是 大 于 等 于 5 的 一 个 质数 ,求证 ;至少 存 在 两 个 不 同 


质数 91,q92; 满 足 1<g<p-1 和 FE" -1 不 是 王 的 倍数 
(i = 1,2). 


证 明 当 p = 5 时 , 令 gi = 2,9 = 3.2,3 当然 大 于 1, 小 于 
4, 显 然 ,2 -1 = 4,3 -1 = 0 都 不 是 25 的 倍数 . 

现在 考 中 质数 p > 7 的 情况 ， 

#4 EN, 如 果 (n,p) = 1 和 下"! -1 是 严 的 倍数 , 称 = 是 一 个 
正常 正 整 数 ; 如 果 (a,p) = 1 和 mm -1 不 是 王 的 倍数 , 称 a 为 一 
个 非 正常 正 整 数 . 

如 果 pniyn2 都 是 正常 正 整数 ,从 (ni,p) =1 和 t n2,p) = 1, 有 

(ninap) = 1 m1 = 天 1-1 = ph 
这 里 如 ,kz 都 是 正 整数 .由 于 
(rnin -1 = (pk + Dlprky+1)-1-= 
pr(p* ki kz + Ll + ko) OD 
则 m1nz 也 是 正常 正 整 数 . 有 限 个 正常 正 整 数 乘积 还 是 正常 正 整 
数 .那么 ,如 果 正 整数 n > 1,n 又 是 一 个 非 正常 正 整 数 , 刚 n 至 少 
有 -个 质 因子 ,这 个 质 因子 是 非 正 常 正 整数 ， 

如 果 是 正常 正 整数 . nP"1 = 1+p257 ,这 里 上 ”是 一 个 正 整 
数 .是 另 一 个 正 整数 , 且 与 p 互 质 ,我 们 来 证 明 1 部 -#1 是 一 个 
非 正 常 的 正 整数 .由 于 n,p 互 质 , 则 | 吉 -1 与 p 互 质 .利用 p 是 
桨 数 , 我 们 有 

{ip — nr se i (pp - 1) ipnr (mod D2) = 
1l+ kpnr 2{ mod P2) 四 

由 十 p 是 质数 , 且 上 ,p 互 质 ,n,p 直 质 , 则 |p 不 是 knr 习 的 一 个 
因数 .因此 严 不 是 jpnr 悦 的 因数 .那么 ,( 女 - n)r-!-] 不 是 户 的 
倍数 , 则 1 铝 - ”1 是 一 个 非 正常 的 正 整数 . 

有 了 以 上 这 些 预备 知识 ,我 们 可 以 来 证 明 本 题 了 .由 于 p 为 
质数 .有 是 p > 7,. 则 正 整数 p -2 与 了 互 质 . 

(1) 如 果 p -2 是 一 个 非 正常 的 正 整 教 .那么 ,存在 -2 的 一 
个 乓 因子 9,9 是 一 个 非 正 常 正 整数 .因为 1 是 一 个 正常 的 正 整数 ， 
在 前 面 讨论 中 取 rn = 1,k = 1, 则 可 以 知道 p - 1 是 一 个 非 正 常 的 
下 整数 .那么 存在 p - 1 的 一 个 质 因数 r,r 是 非 正 常 的 正 整 数 ， 
(p-2,p-1)-=1, 则 r,9 是 不 同 的 ,r ,gq 都 小 于 p -1(p -i156， 
且 p -1 为 偶数 , 则 p - 工 是 合 数 ) ,题目 结论 成 立 . 

(2) 如 果 p- 2 是 一 个 正常 的 正 整数 .那么 在 公式 外 前 后 的 讨 
论 中 , 令 m=p-2=1: 则 p-{p-2)=2 是 一 个 非 正常 的 正 
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整数 . 
由 于 p -2 是 一 个 正常 的 正 整数 , 则 (p - 2)? 也 是 一 个 正常 的 
正 整 数 .由 于 

(p-2)2= pp-4(p-1) 二 
及 p - 1 是 一 个 偶数 .首先 4(p - 1) 与 p 互 质 
1 = (p -2)*r-D 了 {mod pi 利用 (p - 2)* 是 一 个 正常 的 正 整 数 ) = 

4(p 一 了 D)P-i(mod 严 作 利用 图 ) 

因此 4(p - 1) 是 一 个 正常 的 正 整数 .在 公式 @ 前 后 的 讨论 中 , 令 
=3n=4p-1), 则 | 二 -n1= p -4 是 一 个 非 正 常 的 正 整 
数 , 由 本 题 开始 部 分 的 讨论 知道 ,奇数 p - 4 有 一 个 奇 质 因 子 ;,s 
是 一 个 非 正常 的 正 整 数 ,* < p - 1,2 与 s 是 所 求 的 质数 . 


5.23 ” 斌 找 出 最 小 的 (大 于 1) 的 自然 数 ,使 它 比 自己 的 每 个 


素 约 数 至 少 大 600 倍 ? 
【列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


解 ”注意 到 , 当 所 求 的 自然 数 mm 含有 大 于 3 的 素 约 数 时 , 风 

有 
m 5: 600 = 3000 

因此 ,为 求 最 小 的 自然 数 mm, 应 首先 考虑 形 如 2 3 形式 的 

数 ,由 于 
2. 600 = 1 200,3.: 600 = 1 800 

则 m1 M00 

而 大 于 1 800 仅 含 素 约 数 2 和 3 的 最 小 自然 数 m = 1 944 = 
3 ,入 ,从 而 1944 即 为 所 求 . 


5.24 ”对 前 上 个 率 数 2,3,5,…, pr( > 4), 求 出 它们 的 一 切 
可 能 的 乘积 ,在 每 一 个 滋 积 中 ,等 个 素数 至 多 出 现 一 次 (例如 ， 


3.5,3.5,…,mll. 13,7 等 ), 和 将 所 有 这 些 乘 积 的 和 记 作 5， 
证 骨 : 数 $+1 可 以 分 解 为 25 以 上 个 素 因 数 的 乘积 . 
(第 30 届 黄 斯 科教 学 贵 林 匹 克 ,1967 年 ) 


证 明 ”由 题 庶 可 得 
S+l= (2+1)(3 + (05+1(7 + Dp +1) 
因为 3,5,… ,ps 是 奇数 , 则 (3 + 1) 05+1) 07 + 1 (pe+ 
1) 每 一 个 都 至 少 分 解 成 两 个 素 因 数 之 积 . 
又 因为 让 >4 且 7+1=2:2.2, 则 S+1 至 少 分 解 为 站 以 
上 个 素 因 数 的 乘积 ， 
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5.25 已 知 物 个 自 热 数 的 驱 积 中 恰好 有 10 个 不 同 的 素 因 数 ， 
证 明 : 由 这 4 个 自然 数 中 可 以 挑 出 4 个 教 来 ,它们 的 乘积 是 一 
个 完全 平方 数 . 


{ 第 4 届 英 斯 科教 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


证 明 ”将 这 和 个 自然 数 进行 素 因 数 分 解 .并 将 这 48 个 自 扒 
数 中 任何 两 数 e, 之 积 都 表示 成 最 大 可 能 的 平方 数 和 一 些 素 数 
的 一 次 振 的 乘积 的 形式 (例如 ae = 2 .3 19,5 = 有 ,万 .19, 则 
ab = (2 ?2.7), 再 用 ab 除 以 最 大 可 能 的 平方 数 ， 
得 到 的 商 就 是 一 些 素数 一 次 车 的 莱 积 ,以 这 些 素数 为 元 于 得 到 一 
个 索 数 集合 (如 上 述 的 a5 得 到 京 数 集合 12,7)). 

这 样 我 们 就 得 到 每 一 数 对 (a ,8) 与 素数 集合 的 一 个 对 应 . 

由 于 这 由 个 数 两 两 组 成 的 数 对 (a,5) 共 可 能 有 

Ch = > = 1 128 

对 ,而 这 咎 个 自然 数 之 车 积 怡 有 10 个 不 同 的 京 因数 ,这 10 个 素 因 
数组 成 的 集合 共有 20 = 1 024 个 子 集 . 

由 于 1 128 > 1 024, 所 以 必 可 找到 两 个 不 同 的 数 对 (a,8) 和 


(c,d) ,它们 对 应 着 同一 个 带 数 集 (pi, pz 和)(0 二 天 二 10), 即 
op = m? pp2"* pk 


od = nipip2'"ps 


于 是 abed = {mnp1p2'*" pk)” 
是 一 个 完全 平方 数 ， 

如 果 两 个 数 对 (a ,5) 和 (ea) 没有 公共 元 素 , 则 a,5,c,d 即 
为 所 求 . 


如 果 两 个 数 对 (a,5) 和 (ce, a) 有 公共 元 素 , 不 妨 设 5 = 4d, 则 | 
ae 一 定 是 完全 平方 数 ， 

从 这 咎 个 自然 数 中 ,暂时 去 掉 e 和 ec, 还 有 4 特 个 元 素 , 对 这 4 
个 自然 数 数 闻 样 的 考 虚 . 

由 于 4 个 数 的 蒋 积 仍 仅 有 不 超过 10 个 的 不 同 的 素 因 数 ,并 
且 C% = 把 :全 = 1085 > 1024 = 20, 所 以 一 定 可 以 从 中 找 出 两 
个 不 同 的 数 对 {* ,7) 和 (z,1) ,使 得 xyzt 是 完全 平方 数 ， 

如 果 数 对 (x,y) 和 {7z,1) 没有 公共 元 察 , 则 x,y,z,t 即 为 所 
求 . 

如 果 数 对 (x,y) 和 (z,t) 有 公共 元 素 , 设 为 x = 1, 那么 yz 必 

为 完全 平方 数 .此 时 acyz 也 为 完全 平方 数 ,a,c,y,z 即 为 所 求 . 
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5.26 ”对 于 任意 一 个 大 于 等 于 1 的 实数 * ,在 区 间 (* ,2x] 内 


必 至 少 有 一 个 质数 . 


证 明 ”分 几 步 来 证 明 ; 
(1) 当 正 整数 n 尖 5 时 ,有 


二 2 < Ch < Pn D 
明显 地 ,可 以 看 到 


只 {2n)! 之 3 4 3 2n -2 2n-l 
2aCh = 2n Et 2 
2n 2n i 
全 人 Rn > 2 加 
对 于 心 的 第 一 个 不 等 式 ， 对 n 用 数学 归纳 法 . 当 a n =5 时 
Ci = 252 < 256 = 2 二 
设 当 nn = k(Ek 宇 人 引 时 ,有 
Ch < nk- CY 
则 当 天 三 k + 1 时 ， 有 
1 (2 人 + 1))1 《21 (2k + Dk +2) _ 
aD = E+ +1)!™ ElEk! (k+1) 
Ch 2th < 利用 @@) = 
kt) -2 全 
因此 不 等 式 中 成 立 . 
(2) 设 正 实数 5 > 10,7 为 一 个 正 实数 ,用 [y] 表示 大 于 等 于 y 
的 最 小 吾 数 . 记 
i b b 
3 3 
那么 ,由 定义 ,有 


二 挟 .1 
7 <7 + 


EEETD 


由 于 5 > 10, 唱 
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注意 ,当下 标 下 下 为 正 整 数 ) 较 大 时 ,有 mx = al = … =1. 从 加 
可 以 知道 
mc< 共 +1=221+1s2oht+l | 
由 于 Ok sp41 + 1 都 是 正 整 数 ,从 上 式 , 有 
GE 20k+1 必 
他 对 于 任意 正 整 数 必 成 立 . 


令 m 为 使 得 oa,, > 5 的 最 大 正 整 数 , 即 ou < 5. 从 区 ,有 
好 mm 到 2 amri < 10. 因 2a1 区 5, 所 以 贡 个 区 间 ( 66,2an]; (an-1; 
2an_1],"…， (a2;202] » (a1s2a1] 之 并 整个 地 覆盖 了 区 间 (10,8]， 
用 本 p 表示 区 间 (x,y] 内 所 有 质数 的 乘积 .如 果 (*,y] 内 无 质 
数 ,规定 [ p = 1. 那 么 ,我 们 有 


PF 


II[prps IT p 1 p- LI DD 


对 于 任意 正 整数 n, 由 于 在 与 2 之 间 的 质数 能 整除 (24)1， 1 
但 不 能 整除 na! ,另外 ,C8 是 一 个 整数 , 因此 ,对 于 (n,2n] 内 的 任 


I p < G3 < 2"-*( 利 用 只) 也 


np 


利用 名 和 人 包 , 有 
Il 呈 守 2 D920- Dn < 


[i 


2 和 (利用 中) < 2 四 

如 果 在 区 间 (V 5 ,2n] 内 存在 质数 p( 如 果 不 止 一 个 , 则 任 取 
一 个 ) ,由 于 

w2n < 过 2n< 了 曲 


利用 G3。= 《全 站 ,C8 的 质 因子 分 解 式 中 的 每 次 为 [ 2] - 


nl? 


2 3] ,Fs = [2]+ + 全 ,这 里 0< 二 } < 1, 则 


全 = 2[2] +212} ® 
从 吉 , 有 
nn 2n 王 
4 3] < [2 < 人， o 
于 是 ,可 以 得 到 


0< [2]-2[2]<1 作 
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因此 ,C3 的 质 因 子 分 解 式 中 ,如 果 合 质数 p € (Y 2a ,2n], 则 p 的 
吞 次 是 1 次 (如 果 不 会 p, 为 零 次 ). 


当 n> 3 时 ,如 果 奇 质数 PE 【 守 n,n] ,那么 在 (2n)! 的 质 因 
子 中 仅 有 p 及 2p 出 现 ,而 无 其 他 p 的 倍数 (因为 3 > 2n). 而 
(nl? 中 显然 有 因子 ,所 以 ,C8 中 不 会 出 现 [ 子 ,a] 中 任 一 个 质 
数 . 
当 正 整数 nn > 时,v2n > 10, 对 于 [2,v2nm] 内 人 尾 一 质数 p， 
一 定 有 一 个 正 整数 + 存在 ,使 得 
区 Es 2n < ti WB 
对 代 进行 质 因子 分 解 ,利用 上 述 结论 ,有 
cx [I[p I pllp< 


1< pun vicpstn ne pun 


II aa Il pllp< 


lepwv Tn Vincpen 2 


(2 Il plls 


VI <pe$n np 
(利用 (1,Y2n] 内 质数 个 数 小 于 v 2n 个 ) < 
(2n) 五 节 杀 本 P( 利 用 @@, 取 5 = 3 中 


(3) 在 本 小 段 ,我 们 证 明 当 正 整 数 " > 4 000 时 ,(n,2n] 内 必 
至 少 有 一 个 质数 . 用 反 证 法 , 如 果 存 在 一 个 正 整 数 ”> 4 000， 
(n,24] 内 无 质数 .那么 


lp = 加 
从 四 和 轩 , 有 ™ 
Ca, < {2n) nan 加 
利用 不 等 式 中 ,有 
2"! < (2n) 2d @ 
从 上 式 , 有 
对 "< (2n) mt 为 


下 面 证 明 , 当 正 整数 = 4000 时 ,加 是 不 成 立 的 . 换 句 话 讲 ， 
我 们 有 结论 : 当 正 整数 n > 4 000 时 ,在 (n,2n] 内 必 有 一 个 质数 . 
对 于 任意 正 整数 =, 我 们 有 
上 之 271 名 
当 n = 1,2 时 ,不 等 式 留 取 等 导 , 设 n= 有 天 2 时, 有 二 
25-1, 则 当 = 天 + 1 时 ,有 上 上 +1<2k 2:241 = 2:. 央 此 留成 
立 .利用 不 等 式 邪 ,有 
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2n = (V2n)s < ([V2n] + 1) < (2 和 13 心得 体会 拓 广 疑问 
在 不 等 式 留 中 取 
n= [$2n] +1 = 2572] 多 


从 晤 和 怨 , 我 们 可 以 看 到 
D2n < (2n)M ir) < (2 ¥ 2n] )30Y n+l) ETETY [ys 


由 于 ms4000, 则 
18+ 18v2n <20v2n Wn 
将 全 代入 多 ,我 们 有 
22n < 220(2n)3 [2 
那么 ,应 当 有 
2n < 20(2n)3 四 
从 上 式 ,应 当成 立 
(2n 计 < 加 ®@ 


由 于 nn 3 汪 4000,2n 二 8000,(2n) 计 > 20, 这 与 加 矛盾 . 
(4) 现在 证 明 当 正 整 数 n 满足 1 < nn < 4000 时 ,在 (n,2n] 闪 
必 ( 至 少 ) 有 一 个 质数 p. 
2,3,5,7,13,23,43,83,163 
317,631,1 259,2 503,4 001 时 
是 一 审 质数 .这 串 质数 任意 两 个 相 邻 质数 有 下 述 性 质 : 后 面 一 个 
质数 大 于 前 面 一 个 质数 ,但 小 于 前 面 一 个 质数 的 2 倍 . 由 于 区 间 
(1,2] 内 有 一 上 质数 2. 下 面 考 虑 区 间 (n,2n], 这 里 2 < mn < 4 000. 
对 于 这 样 一 个 正 整数 n, 首 先 在 名 中 取 大 于 5 的 最 小 质数 p, 由 于 
nn 宇 2, 则 p 二 3. 记 p ”为 名 中 奇 质 数 p 的 前 一 项 质数 ,利用 质数 
表 氏 的 性 质 ,有 
Pen<p<2p a2n ea 
那么 在 (n,2n] 中 至 少 有 一 个 奇 质 数 p. 
到 现在 为 止 ,我 们 已 证 明了 ,对 于 任意 正 整 数 nm,(n,2m] 内 至 
少 有 一 个 质数 . 
(5) 对 于 任意 一 个 大 于 等 于 1 的 正 实数 x, 由 前 面 证明 ,([*]， 
2[ sj]] 内 必 至 少 有 一 个 质数 p,[x] < p << 2[x], 这 里 [x]j] 为 不 超 
过 zx 的 最 大 整数 .由 于 p 是 下 整数 , 则 p > [x] + 1, 应 而 有 
x<[xlj+lasp<2x] 2x 久 
这 表明 (x,2x] 内 至 少 有 - -个 质数 p. 
阅读 材料 
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有 许多 问题 都 与 相 邻 素数 的 区 间 有 关 , 记 中 = ml - pa; 因 
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此 有 dt = 1, 且 所 有 其 他 的 d, 都 是 偶数 ,那么 d, 能 有 多 大 ?并 且 
4 是 多 少 ?Rankin 已 证 明 
eln mn ln mlnlnlnlnm 
{In ln In rp) 

对 无 穷 包 个 n 成 立 . Erdas 为 常数 c 可 取 任 意 大 的 证 明 或 找到 的 反 
例 提 供 10 000 美 元 的 奖金 ,Rankin 的 最 好 结果 是 e = e? ,其 中 7 为 
Euler 常数 . | 

最 著名 的 一 个 猜想 是 挛 生 素数 猪 想 , 即 小 = 2 有 无 穷 多 个 . 
陈 嘛 泣 (1973) 证 明了 ;有 无 限 多 个 素数 p ,使 + 2 为 不 超过 2 个 率 
数 之 积 .Hardy 和 Littlewood 的 猜想 8 是 ,小 于 n 且 差 为 偶数 & 的 素 
数 对 的 个 数 p(n) 为 


> 


II 2=3 


pen) ~ 让 0 
其 中 ,乘积 取 岂 上 的 所 有 奇 素 因子 (因此 = 2 时 ,乘积 取 1), 且 
c= [[ (1-1(p -1)), [| 取 遍 所 有 奇 素数 . 因而 2c > 
1.320 32.Lehmer 和 Riesel 独 立地 发 现 了 大 挛 生 素数 9x201+1. 最 
近 ,Crandall 和 Penk 叉 发 现 了 有 人 ,136,154,203 和 303 位 的 李 生 素 
数 , 而 liams 找到 156 x 5 + 1,Baillie 找到 297 x 24 1.A 全 in 和 和 
Rickert 又 找到 李 生 素数 对 594 513 810 x 守 球 土 1 与 1159 142 985 
x 2 土 1,Parady 和 Smith 找到 了 已 知 的 最 大 三 对 新 率 生 素数 663 
TT x W1571 305 x PMI+1 和 L706 S595 x21 241. 

Bombieri 和 Davenport 已 经 证 明 


由 2 
及 


lim -= 0,466 50 


na ln pn 
{无 疑 ,真正 的 管 案 为 零 . 当然 ， 如果 这 生 认 数 儿 想 的 真实 居 得 到 
确认 则 将 推导 出 这 一 点 ).Huxley 已 证 朋 ,d，< p22*"., 并 且 
Heath-Brown 和 Iwaniec 最 近 已 把 上 述 结果 改进 为 下 < pl. 
Cramer 用 Riemann 很 设 证 明了 , > Jd2 < exfln wx}. Erdss 猜测 ,上 


述 不 等 式 右边 应 为 ex (ln x)?. 但 是 ,他 同时 认为 ,没有 希望 证 明 这 
一 点 ,Riemann 假设 蕴含 & < Pu 

Shanks 已 给 出 了 一 个 直观 的 推断 支持 下 述 猜想 :如 果 p(g) 
是 限 在 g 或 更 儿 个 合 数 形成 的 区 间 后 的 第 一 个 素数 , 那么 
In ptg) ~ V8 .Lehmer 把 所 有 小 于 37 x 1 的 素数 制 成 一 个 表 , 从 
下 页 表 1 中 知 , 在 素数 20 831 323 和 20 831 533 之 间 有 209 个 合 数 ， 
即 g = 209. Lander 和 Parkin 继续 这 一 工作 ,找到 g < 314, Brent 继 
续 到 5 < 534. 表 1 中 ,对 应 于 g = 381 和 651 项 的 psii 值 是 plg). 
Weintraub 已 经 找到 了 1.1x 10* 附近 的 区 间 值 g = 653. 

陈景润 (1979) 已 证 明 ,对 于 充分 大 的 x 和 任意 的 x = 0.477， 
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在 区 间 [*,* + *?] 内 必 存 在 一 个 数 , 它 至 多 是 丙 个 素数 的 积 , 有 一 
个 著名 的 猜想 没有 解决 :在 nr 与 (n + 1 之 间 一 定 存在 素数 . 显 
然 ,如 证 明 在 [x ,x + wj](a >0.5) 内 存在 素数 , 则 上 述 猜想 被 证 
明 , 现 在 只 能 证 明 当 a > 0.55 时 ,对 充分 大 的 x,[x,x + x*] 中 存 
在 素数 . 

囊 1 若干 相 邻 素数 间 的 间隔 


8 Pn nl 发 现 者 
209 20 831 323 20 831 533 Lehmer 
219 47 326 693 47 326 913 Parkin 

221 122 164 747 122 164 969 Lander 总 Parkin 
233 189 695 659 189 695 893 Lander & Parkin 
281 436 273 009 436 273 291 Lander & Parkin 
291 1 453 168 141 145 318 433 Lander & Parkin 
381 1072%6 904659 W076905041 Lander & Parkin 
463 4652618343 652618 M7 Brent 
533 614487 453 523 6514487 454 057 Brent 

601 1 0%8 188 556 461 1 968 188 557 063 Brent 

651 2614%1710599 2 614 941 711 251 Brent 


5.27 求 所 有 正 整 数 n, 使 得 n(n + 1)(n+2)(n+3) 恰 好 只 


含有 3 个 紊 因子 . 


解 ” 显然 当 n = 2,3 时 ,都 满足 要 求 .以 下 我 们 假设 n = 4， 
假设 4 个 连续 正 整 数 的 莱 积 只 含有 3 个 素 因 子 , 当然 它们 肯定 有 
2,3 这 两 个 素 因 子 ， 

4 个 连续 正 整 数 中 怡 好 有 2 个 奇数 ,它们 肯定 互 素 ,它们 当中 
的 偶数 与 它们 两 个 也 都 互 素 , 这 样 这 三 个 数 正 好 含有 2 个 奇数 素 
因子 和 侦 索 因子 2, 而 且 当 中 的 俩 数 一 定 不 再 有 奇 素 因子 ,一 定 是 
2 2 3 形式 ,两 个 冯 数 都 是 奇 素数 的 兰 , 且 一 个 是 3 的 等 . 

(1) 假说 另外 一 个 偶数 出 上 面 三 个 数 小 , 即 4 个 数 为 2+: -2， 
2 12 第 4 个 数 下 -2 = 2202 -1) 和 另外 三 个 数 的 
公 因 子 最 多 只 能 是 2,3, 所 以 它 的 奇数 部 分 只 能 是 3 的 等 ,相应 的 
最 大 的 数 2 + 1 也 是 3 的 办 ,所 以 

(25 -2)+3=2x3+3= 和 关 +1 = 3 
其 中 ,a > 2. 只 有 8 = 1,a = 2, 对 应 的 n = 56, 检验 得 6x7x8x 


心得 体会 拓 广 疑问 
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9 的 确 只 有 3 个 素 因 子 . 心得 体会 拓 广 疑问 
(2) 假设 男 外 一 个 侦 数 比 上 面 三 个 数 大 , 即 4 个 数 为 2: - 1， 
2525 + 125 +2, 第 4 个 数 具 +2 = 2024-1 + 1) 和 另外 三 个 数 的 
公 因 子 最 多 只 能 是 2.3, 所 以 它 的 奇数 部 分 只 能 是 3 的 罕 , 相 应 的 
最 小 的 数 2* - 1 也 是 3 的 短 , 所 以 
(2 +3=354+3=22=2x32 
其 中 上 23 +3= 2 x 3° 不 定 方程 无 解 . 
综 上 所 述 , 只 有 当 n = 2,3,5 时 满足 要 求 . 


5.28 正 整数 a,5 使 得 p = 所/ 22 二 是 素数 ,最 大 是 多 


2 十 在 
少 ? 


解 显然 是 个 数 , 没 5 = 2c,a = md,c = ml,(m,n) = 
1, 代 人 可 得 
2 
严 = 梧 ) (于 


设 (m -n,m+ n) = gg; 则 g 只 能 是 1 或 者 2, 并 县 
m-n= ghim+n = gh,(h,k) = 1 
因此 n = 十 g( 瑟 - 好) 
代 人 可 得 4ph = dig(h: — 天) 
因此 上 1 dg, 设 dg = ke, 代入 可 得 
dp = ek{h?:— k) 
{1) 者, 上 都 是 将 数 , 则 (2 - 妃 ) = 0(mod 有) 一 p = 2; 
(2) 车 ,一 奇 一 偶 , 则 如 -大 是 一 个 不 小 于 3 的 奇数 ,因此 
p= Ch) = (h+ Fh — E) 
因此 -=1p=h+k=2k+1, 且 ek = 4, 只 能 有 = 1,2， 
4, 对 应 的 p = 3,5,9. 而 9 不 是 素数 ,Ek = 2 代 国 去 可 以 解 得 a = 
39,5 = 了 0, 此 时 


30 /2xH-H0 30 /各 _; 
4 2x3943 二 4108= 


所 以 p 最 大 是 5. 


5.29 设 p 是 一 个 3 +2 形式 的 素数 , 则 pl1a?+ab+ 如 等 
价 于 ae,5 都 是 p 的 倍数 . 
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a = (oe- ba+t+ab+b) 
因此 a? = 如 (mod p), 故 
qr 三 bt( mod pt 四 ) 
假设 a ,4b 都 不 是 p 的 倍数 ,根据 费 马 定理 
gl = atrl = 1(mod p) 
由 于 a,b 与 p 互 素 
k+l 二 83+1 = ba™* (mod pa 二 b{mod p) 

因此 3a? = 0(mod p) ,矛盾 . 

推论 ”a? + ab + 太 十 进 制 末 屁 为 0, 则 a2 + ab + 刀 末 两 位 
数字 都 是 0. 


5.30 ”是 杏 可 能 有 2 009 个 正 整 数 ,使 得 它们 可 以 排 成 一 圈 ， 


对 于 任意 相 邻 两 个 数 ,大 数 除 以 小 数 的 商都 是 素数 ， 


解 ”我 们 假设 2 009 个 正 整数 按照 顺 时 针 排列 为 cl oz,…， 
92 0% ;我 们 补充 定义 A200 = a1; 则 
41 4 T2008 W208  _{Fl 


| C2009 F200 C2 00 
左边 每 一 项 或 者 是 素数 ,或 者 是 素数 的 倒数 ,假设 其 中 有 皮 项 是 
素数 , 则 另外 2 009 -上 项 是 素数 的 倒数 ,只 能 有 上 = 2009 -上 , 巴 
盾 . 


5.31 ”证 明 ;存在 无 穷 多 个 合 数 ” 使 得 n 13" - 2" 


证 明 ”我 们 将 说 明 对 于 任意 正 整数 m2,n = -2 都 
满足 我 们 的 要 求 . 由 平方 差 公 式 可 知 n 是 合 数 ,注意 到 当 a 1 了 8 时 
都 有 (3s - 25) 1 (3 -26 ,所 以 我 们 只 要 能 证 明 2" 1 nm - 1 即 可 ， 
这 等 价 于 要 证 明 2 12 -1 而 ?2 -1= (3-1)(3+1)(Y + 


中 (3 , 即 关 -1 可 以 看 向 是 8 = (3 -1(3 + 和 mm- 
2 个 偶数 的 乘积 ,因此 它 是 2” 的 倍数 , 故 结论 成 立 . 


5.32 已 知 ,48,e 都 是 大 于 3 的 质数 , 旦 2a +55 = ec， 
(1) 求证 :存在 正 整 数 n > 1, 使 所 有 满足 题 设 的 三 个 质 

数 a,b,c 的 和 a + 56 + 6 都 能 被 4 整除 

(2) 求 上 一 小 题 中 a 的 最 大 信 . 


解 ”(1) 由 于 2a +5b=ec,a+btc=3a+6b = So +28), 
所 以 a + 5 + c 都 是 3 的 倍数 , 故 取 rn = 了 了 即 可 . 
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(2) ce=2a+5 = 20 +2b = 2(0 + 8)(mod 3) 心得 体会 拓 广 禾 问 
由 于 “不 是 3 的 倍数 ,所 以 aa + 上 半 0(mod 3), 久 由 于 a, 痢 不 是 
3 的 倍数 ,所 以 

(e+ifae-b= 时 -要 =1-1=0mod3) 

因此 ga-b 二 人 (mod 3)->a b(mod 3) 
这 样 a +26 = 30 = O(mod 3) 
需 91 (otrb+e), 当 a = 11, = 5 时 ,ce = 2xl1l+5x5=47 
为 质数 ,a + B+tc = 63; 当 a = 23,8 = $5 时,c = 2x23+5x 
5 = 71 为 质数 ,a 4++e= 99;,(63,99) = 9, 所 以 n 最 小 是 9. 


5.33 ” 抄 出 所 有 大 于 1 的 奇 正 整 数 ,使 得 的 性 意 两 个 互 察 


的 素 因子 a,8, 都 有 a + 45 -1 也 是 = 的 因子 ， 


解 ” 显 热 所 有 素数 的 天 都 能 满足 要 求 .我 们 假设 一 个 符合 要 
求 的 至少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 且 nm 的 最 小 素 因 子 为 p, 令 mn = 
pfps) = 1 有 已 知 条 件 *+p -1 是 nn 的 因子 ,对 于 ， 的 任意 
一 个 泰 因子 g 都 有 

is<#+p-l<s+q 
因此 (s+p-1,9)=1 
这 样 ; + p - 1 也 只 能 是 p 的 徘 , 故 
ss=-p+lr>rt>2 
由 于 pr | mn,s | x; 因此 
p+s-l1= (2p -pin 
只 能 有 (2p*~' - 1) 1 s, 但 是 


P32p Dp -pt -Pi <s= 
pr-ptl<p+p -有 =- 


(2 +) QD) 


与 (2p- -1) 1 ; 逆 盾 , 故 n 只 能 是 素数 的 种 . 


5.34 ”若干 个 不 同 的 素数 (质数 ) 的 平均 值 等 于 27 ,请 问 其 中 


最 大 的 罕 数 最 大 可 以 是 多 少 ? 


解 ”我 们 把 其 中 大 于 25 的 那些 质数 每 个 数 都 碱 去 27, 然 后 
把 减 得 的 结果 相 加 得 到 4; 然后 对 其 中 小 于 27 的 每 个 质数 ,我 们 
用 2 去 减 去 它 , 最 后 把 这 些 差 相 加 得 到 中. 由 于 所 有 这 些 数 的 平 
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均值 为 27 ,因此 4 = 8. 由 于 4 的 每 个 差 都 是 偶数 ,所 以 4 一 定 是 心得 体会 拓 广 疑问 
伪 数 ,这 样 B 也 一 定 侦 数 ,所 以 这 些 质数 中 不 能 有 2. 因此 
4=5<(2-3)+(27-5+(07-7)+(9 1)+ 
(27 ~ 13) + (27 — 17) 4 (27 -~ 19) + (27 — 23) = 118 
所 以 最 大 的 数 小 于 等 于 27 + 118 = 145 ,由 于 都 是 素数 ,所 以 最 大 
的 数 小 于 等 于 139, 若 最 大 素数 为 139, 则 4 = 112,8 = 118 中 最 小 
的 差 汶 4,8, 记 以 无 法 达到 日 = 112; 若 最 大 素数 为 137, 则 4 = 
110, 只 要 在 下 = 118 中 去 掉 (27 - 19) 即 可 ,而 3,5.7,11,13,17,23， 
137 的 平均 值 为 21, 所 以 137 最 大 . 


5.35 “如果 一 个 合 数 不 能 为 2,3,5 整除 ,我 们 称 它 为 伪 素 数 ， 


例如 最 小 三 个 伪 素 数 为 和 ,77,91. 我 们 知道 小 于 1000 的 素数 
有 16 个 ,请 问 小 于 1 000 的 以 素数 有 多 少 ? 


解 ”小 于 1000 的 2 的 倍数 有 499 个 ,3 的 倍数 333 个 ,5 的 倍 
数 199 个 ,6 的 倍数 166 个 ,10 的 倍数 好 个 ,15 的 倍数 打 个 ,30 的 
倍数 33 个 .根据 容 斥 原理 ,这 些 数 总 共有 499 + 333 + 199 - 166 - 
9 - 66 + 33 = 733, 除 去 他 们 共 剩 下 999 - 733 = 266 个 数 ,再 去 除 
2,3,5 外 的 165 个 素数 以 及 1, 这样 剩 下 的 100 个 数 是 伪 素 数 . 


5.36 求 所 有 素数 p ,使 得 亚 + 11 正好 有 6 个 不 同 的 因子 . 


解 ” 设 p 是 大 于 3 的 素数 , 则 有 31p?+11,41p?+ 11, 因 此 
121p?+ 11. 而 12 本身 已 经 有 了 6 个 因子 11,2,3,4,6,121 ,所 以 
+11 > 12 肯 定 多 于 6 个 因子 .因此 p < 3, 容 易 检 验 2 不 满足 要 
求 ,只 有 3 是 符合 要 求 的 解 . 


5.37 ”有 些 素数 集合 ,它们 把 1,2,…,9 这 9 个 数字 每 个 都 恰 


好 使 用 了 一 次 ,例如 17,83,421,659] ,请 问 这 样 的 集合 中 和 最 
小 是 密 少 ? 


解 4,6,8 不 能 出 现在 个 位 上 , 所 以 这 些 数 的 和 大 于 等 于 
和 + 的 + 了 +1+2+3+5+7+4+9= 207, 男 一 方面 141,67 ,只 ,2， 
3,51 的 和 正好 十 207. 


5.38 ”证明 : 存 在 无 穷 多 个 正 整 数 ,使 得 n* + 1 的 最 大 素 因 


子 太 于 2n. 


Chapter 5 Prime Number and Composite Number 


证 明 ” 引 理 ”存在 无 穷 多 个 素数 ,是 形 如 m+ + 1 整数 的 过 
因子 ,其 中 m 为 整数 . 
引 理 的 证 明 ”假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 ,它们 是 pi， 


pz pas 令 gg 为 ( Im + 1 的 任意 素 因子 ,显然 4 不 同 于 pi， 


p2,… pi 和 矛 盾 , 引 理 得 证 ， 

下 面 回 到 原 题 . 

设 严 为 引 理 所 指 的 所 有 素数 .对 于 任意 素数 PE 忆 ,有理数 严 
使 得 pp 1m4+1. 令 严 = rmnod p),] sr 过 pp-1, 则 也 有 


plr+lpiftp-r+l 取 mn = minfr,p-r), 则 有 nm< 了 一 
p > 2n, 且 pl1nt+1, 由 于 了 有 无 穷 多 个 素数 ,所 以 结论 成 立 ， 


5.39 有 上 几 个 素数 (可 以 相同 ) 它们 的 乘积 正好 等 于 它们 和 


的 10 倍 ,它们 是 哪些 素数 枸 成 的 ? 


解 ”显然 这 些 素数 中 肯定 有 - -个 2 和 一 个 5, 设 除 它们 以 外 
的 其 他 素数 为 p} < p2… 去 本 ,根据 已 知 条 件 
”PP p D 
对 于 任意 两 个 不 小 于 2 的 数 *,y 都 有 
ay x+) = (x- ly-1)-1s=0 
所 以 xy 二 x + Y, 由 于 所 有 的 素数 都 不 小 于 2, 所 以 有 
Pipa pat D+ pa pl P+ P+ "+ Pa-l 
令 s5= pi+ Pp2+…… + pst; 则 有 
s+pat+?= p+p+ + hr+? = pip2a'''pn > 
p82 8 ~ Dp — 1) @ 
车 = 0, 则 表示 p。 以 外 汕 有 其 他 素数 ,这 样 就 有 p, + 了 = 
pn; 政 盾 , 因 此 ; 2 2, 根 据 多,p, 只 能 取 2,3,5,7. 
(1) 车 p= 2, 则 其 他 素数 都 只 能 是 2, 因 此 2n +7 = 2", 两 边 
奇偶 不 同 ; 
(2) 车 p= 3, 由 名 得 到 s -1 4, 所 以 ip1;p2,…;pa-i| 只 
能 取 j21 ,131,12,21 ,12,31 ,容易 验证 都 不 满足 个 ; 
(3) 车 p, =5, 由 人 名 得 到 s -1<2, 所 以 pi,pz;"… ,ps_1} 内 
能 取 12| ,131 ,容易 检验 其 中 产生 一 -组 符合 要 求 的 解 12,5,5,31; 
(4) 若 p= 7, 由 加 得 到 s -1 1, 所 以 1p1,p2 mm- 只 
能 取 121 ,不 符合 加. 
综 上 所 述 , 只 有 一 组 解 :2,5,5,3|， 
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5. 和 相 ”三 个 正 整 数 a,b,c 使 得 a ,b,ce,at+b-c,ate—b， 
5+ec-aa++ece 是 7 个 不 同 的 素数 ,4 是 7 个 素数 中 最 大 


歼 和 最 小 数 的 差 .假设 800 是 集合 la + 5,8 + eye + sj 中 的 
一 个 元 素 , 求 4 的 最 大 值 


解 ” 显 热 ,a,48,c 都 是 奇 察 数 . 不 兴 一 般 性 ,我 们 设 a+ 5 = 
800, 由 于 a + 请 -是 一 个 素数 ,所 以 ec < 800, 由 于 799 = 17 x47， 
所 以 e < 797. 

所 以 最 大 的 素数 a + 上 +e 关 8300+797 = 1597, 因 此 4 万 
1 597 -3 = 1 59%4. 而 1 594 是 可 以 达到 的 . 取 a = 13,& = 787， 
ce = 797 ,另外 四 个 数 分 别 为 3,23,1 571,1 597 满足 要 求 . 

构造 过 程 中 ,发现 c,800 + ec,800 - ec 都 是 素数 ,但 是 它们 除 以 
3 的 余数 都 不 相同 ,所 以 c,800 - ce 中 必 有 一 个 等 于 3, 而 c = 3 时 ， 
803 = 11 x 了 ,矛盾 ,所 以 只 有 e = 797, 这 样 另外 两 个 就 是 3， 
1 597 ,我们 甚至 不 袁 要 去 担心 797,1 397 是 不 是 素数 ,否则 题目 就 
出 销 了 ) ,而 且 到 了 这 人 一步 就 知道 了 = 1 597 - 3 = 1 594 一 定 是 所 
求 答案 了 . 


5.41 rn 是 一 个 大 于 1 的 正 整 数 ,证 明 : 对 于 所 有 正 整数 上 ， 


m+2 + n+*l 十 1 都 不 是 素数 . 


解法 1 设 


mkt2 + nak+t +1= nk+2 + n+l + nt _ (nk - 1) = 
nni+n+1)- (ne—1) 


另 一 方面 (nz+m+li)1l-1i 
(m1)}l(n* -1) 

所 以 (nn+t1) 1 nt ntl + 1 

因此 结论 成 立 ， 


解法 2 设 w = cos 符 yisin 竺 , 则 w 和 = 0 是 w+%x+ 


1 = 0 的 两 个 不 同 的 根 , 且 w! = 1, 由 于 
wl-0 

所 以 @ 和 = wr? 也 是 x 于 x 下 +1 + 1 = 用 的 两 个 根 , 所 以 好 + 

x + 1 是 x2:2 + xl + 1 的 因子 ,当然 也 有 


| 
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于 和 (1) 如 果 2n -1 是 一 个 素数 ,那么 对 于 任意 ”个 不 同 的 
正 整数 a1; 02,…, 04, 存在 ij EE 11,2,** .ai 使 得 攻 一 全 > 


2n - 1 成立 . 
(2) 如 果 2n - 1 是 一 个 合 数 ,那么 存在 an 个 不 同 的 正 整数 
三 1 如 ns 使 得 对 于 任意 is] 万 11,2," ,nr!， 都 有 
和 + 上 <2n -1 成 立 ， 
( ai 07) 
证 明 (1) 设 p = 2n - 1 为 素数 , 令 a; = ptic;, 其 中 4b 是 非 
负 整 数 ,(c;,p》= 1. 假 设 其 中 有 i 与 ,不 妨 设 让 > 与 : 则 


&.—b 


a+o Pp' i+ ei pb Ci _ 
Co) (est) > (ee p=2n-1 
以 下 我 们 假设 所 有 的 点 都 相等 ,这 样 c; 两 两 不 同 ,并 且 
+ 让 士民 


人 
{ai, a;) {cis 7) 


i 如果 个 ce; 除 以 p 的 余数 都 不 相同 ,rn 个 ct 和 nn 个 (~ ci) 总 
其 2n 个 数 除 以 p = 2n - 1 的 余数 至 少 有 两 个 相同 ， 所 以 存在 不 周 


的 ci,a 使 得 a + 6 = 0(mod p) ,此 时 代 二 三 = 【二 -是正 整 数 ， 
且 是 p 的 倍数 ,因此 
让 :>2r_1 
i 如 果 有 人 civc 使 得 ca 三 okmod p) ,不 妨 设 c; > 
Cte 


6. 则 部 光宇 区 是 p 的 代数 大 等 p= 2n 一 1 


{2) 如 果 2n - 1 为 合 数 ， 设 2n -1 = 书 , 其 中 a,b 是 两 个 大 
于 1 的 奇数 ,因此 
2n-1=a>3a 
我 们 构造 n 个 数 数列 fai1(i = 1,2,…,n) 如 下 :前 面 4 个 数 
为 1,2,… a, 后 面 上 = rn 一 个 数 为 a + 1 +3,2+5."4+ 
(2& - 1) ,显然 后 面 这 一 段 都 是 偶数 . 
i 如 果 a; 和 a 都 选 自前 面 一 排 , 则 
改动 <2a<2n-1 
i 如 果 a; 和 都 选 自 后 面 - 排 , 则 
全 十 本 2[a+(28 -1 
(ma)“ 2 一 
计 如 果 a; 和 a 都 选 自 每 排 最 大 的 数 , 即 a = aa 和 由 = e+ 
2ftnr_ea)-l=2nr-1-a = 中 - ay, 因此 (maj) = ;所 以 


2rn-a-l<2nr-1 
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d+ 2n-l 
Ca;, 0;) 三 网 < 28 一 1 


都 是 每 排 最 大 的 数 , 则 


三 十 oi 


(qs do) 


综 上 所 述 ,构造 的 数列 满足 要 求 . 


<ato<at+[lat2n-o)-1]=2r-1 


5.43 2z2 -x -36 为 某 素数 平方 , 求 所 有 的 整数 x. 
(捷克 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 


解 ” 设 2x? -x -36 = 疡 ,p 是 察 数 , 则 
p = (x+4)(2x -9) = ob 
其 中 a=xy+48=2xr-9,aEZ2a -= 17 
因为 e 大 整数 ,而 且 整 除 p>, 所 以 只 有 如 下 6 种 情形 : 
(lj)a 三 让 二 1, 则 25p2 - 1 = 17, 即 P 三 3, 因 此 
x=a-4=p-4=5 
(2)m = pb = Pp; 则 2p -p= 17, 即 p = 17. 因 此 
3s=a-4=5-4=13 
《3ja = 1,6 = pr, 则 2- p? = 17, 即 p> =- 15. 不 可 能 . 
(4)a =,5 =--1, 则 -2p?+1= 17, 即 p? = -8. 不 可 能 . 
(5)a =-p,b=-p; 则 -2p+p = 17, 即 p = -17. 不 可 能 . 


(Oa =-1,6=- 户 , 则 -2+p?: = 17, 即 p? = 19. 不 可 能 . 
于 是 ,所 求 的 值 是 x = 5 和 x* = 13， 


5.44 证 明 : 在 任何 15 个 大 于 1 且 不 超过 2 000 的 两 两 互 质 的 


正 整 数 之 中 ,至 少 存在 一 个 质数 ， 


证 明 ” 设 正 整数 n 是 人 台数, 则 mn 可 表 为 
n= BoabENl<<bea 


于 是 如 二 由 = nn, 即 5 < Yn. 由 此 可 知 n 有 一 个 不 大 于 jr 的 质 
约 数 . 

下 面 用 反 证 法 来 证 明 本 是 .假设 题 述 的 15 个 数 均 为 合 数 , 则 
其 中 每 一 个 数 均 有 不 超过 v 2 000( < 45) 的 质 约 数 .由 于 这 15 个 
数 两 两 互 质 , 所 以 这 些 质 约 数 是 耳 不 相同 的 . 但 小 于 45 的 质数 只 
有 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43, 共 14 个 .14 < 15, 巴 
盾 ! 故 命题 得 证 ， 
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5. 特 设 mm,n 是 下 整数 ,试问 下 整数 mln +9)(m+2n?+3) 


最 少 有 和 多少 个 不 同 的 质 因数 ? 


解 两 个 .首先 ,如 果 > 1, 则 mm 与 m+ 2m +3 疝 侦 性 不 
同 , 它 们 的 乘积 含有 质 因数 2 及 一 个 奇 质 因数 . 如果 mw = 1, 则 
mt+2n+3=20n+2) 含 质 因数 2, 若 mn 为 奇数 , 刚 吧 +2 含 有 
奇 质 因数 ; 若 n = 2 上 8 为 偶数 , 则 到 +2 = 20283 +1) 也 含有 奇 质 
因数 .其 次 取 m= 好 ,nm = 7, 则 原 数 等 于 ,211, 恰 有 2 个 质 因数 . 


5.46 已 知 2 000 001 正好 有 4 个 素 因 子 , 求 它们 的 和 . 


解 ”27 000 001 = 300: + 1 = (3004+ 1)(300 - 300+ 1) = 
301(301 - 900) = 301 x 271 x 331 = 
7x 43 x 2 x 331 
所 以 4 个 因子 的 和 等 于 552. 


5.47 a,b,e,d 2, 了 都 是 正 整 数 ,S = aa+5+e+ 了 +a+ 了 


是 s+ 如 +ca- de- ff- 应 坟 及 abc + def 的 因子 ,证 朋 ; 
5 是 一 个 合 数 . 


证 明 ” 令 整 系数 二 次 多 项 式 
plx) = (x + a)tx + bx+e)—- (x -dtx- elx-)) 
展开 得 到 p(x) = (atbtcectdte+Nx+(ab+be+ 
ca— de — ef -fd)x + (abe + def) 
因此 p(x%) 的 所 有 系数 都 是 5 的 倍数 ,因此 ptd) = (d+ a)td+ 
by(d + c) 是 5 的 倍数 ,而 p(d) 的 三 个 因子 都 小 于 5, 因 此 5 是 
一 个 合 数 . 


5.48 ”求证 :存在 无 限 多 个 具有 下 述 狂 质 的 正 整 数 n: 如 果 p 


是 nt + 3 的 一 个 质 因 子 , 则 有 某 个 满足 成 < n 的 整数 ,使 得 
Pp 也 是 成 + 3 的 一 个 质 因子 . 


证 明 ”首先 7 具有 题 设 性 质 . 其 次 设 f(x) = x? + 3, 则 由 
Fr)flx +1) = frr4+3 及 < x+x+3 可 知 : 如 果 x 二 1 
具有 题 设 性 质 , 那么 x + x + 3 也 其 有 题 设 性 质 . 又 注意 到 
X27 + 和 43 > 十 1, 从 而 由 归纳 原理 即 知 命题 得 证 . 


第 5 章 素数 与 合 数 


必得 体会 拓 广 疑问 


261 


初等 数论 难 旺 集 [第 一 卷 ) 
The Collection of Difficult Problem of Flementary Functon Theory{ The First Volurme} 


263 


心得 体会 拓 广 疑问 


5.49 证 明 : 每 个 正 整数 a 都 能 表示 成 为 两 个 素 因 子 个 数 相 


同 的 正 整 数 之 莽 . 


证 明 (1) 如 果 & 是 侦 数 , 则 n = 2a ~ n 满足 要 求 ; 

(2) 如 果 n 是 奇数 , 设 p 是 不 能 整除 = 的 最 小 奇 素数 , 则 
R= pn (p -1)n, 而 pr 的 素 因 子 个 数 正好 比 n 多 1; 另 一 方面 
Pp ~ 1 是 2 的 倍数 ,p - 1 的 任何 一 个 奇 素 央 子 都 是 ”的 因子 .所 以 
(Pp 一 1)n 紊 因子 个 数 也 正好 比 # 多 1. 


5,50 求 最 小 的 正 整数 =, 使 得 12,3,…,2008| 中 任意 mn 个 商 


两 互 素 的 整数 中 必 有 一 个 素数 . 


解 2 了 ,4 这 14 个 数 都 属于 f2,3,…,2 008} ,其 中 
没有 素数 , 旦 这 14 个 数 两 两 互 素 ,因此 n > 41. 如 果 存 在 16 个 两 
两 互 素 的 正 整数 ai,az, ,ai6, 令 声 是 mu 的 最 小 素 因 子 , 由 于 ai， 
daz,"…' ,016 两 两 互 素 ,因此 PirPpar'', pis 都 不 相同 ,因此 其 中 必然 


有 一 个 pi 3 47 ,如果 不 是 素数 , 则 六 的 素 因子 大 于 等 于 p;, 因 此 
{i 泾 p? = 472 > 2 008, 政 盾 . 故 nn = 15. 


5.51 求证 :存在 无 限 包 个 不 能 表示 为 形 如 n? + p 形式 的 正 


整数 ,其 中 “= 为 正 整数 ,p 为 质数 . 


证 明 考虑 整数 (3m + 2),mm = 1,2,…, 若 有 

(3m +27 = 有 e+p 即 pP= (m+2- ni3m+2+) 
由 p 是 质数 知 3m +2-m= 1 于 是 p = 3(2m+1), 从 而 m = 0， 
政 盾 ! 


3. 352 设 p 为 素数 , 且 有 正 整 数 a,n ,使 得 2+Y= a7 , 求 


证 :n = 工 . 


证 朋 p=2 时 ,+ 他 =13 = a'rn = 1; 以 下 假设 p 为 奇 
素数 ,因此 511f2p + 37), 因 此 51a, 若 n 宇 2, 则 
25 | 27 +382201 2 4 2 1 00mod5) 
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由 于 (— 1)t3r2P-i-t eo 27-1(mod 5) 心得 体会 拓 广 疑问 
因此 p2r-! = Q(tmod 5)—p = 5 
而 站 + 和 = 275 一 nm = 1 


矛盾 .因此 只 能 有 m = 1. 


5.53 设 P 为 质数 ,给 定 p + 1 个 不 同 的 正 整数 ,证 明 : 可 以 从 


中 找 出 这 样 一 对 数 ,使 得 将 两 者 中 较 大 的 数 除 以 两 者 的 最 大 
公约 数 以 后 ,所 得 之 商 不 小 于 P + 1. 


证 明 设 p + 1 个 正 整数 为 Ni 二 Ea A 为 回 数 ,p 直 六， 
i= 112…P+1. 

如 果 在 站 中 有 两 个 数 六 满足 tf 一 五 区 2. 设 
d = xi; 为); 则 有 由 上 4d, 于 是 

=p >p+1 

如 果 | 只 取 两 个 不 同 的 值 时 或 5 + 1, 

其 在 Fi 2 p+l 中 有 了 两 个 数 被 p 除 的 余数 相同 且 
和 天 入 :由 对 称 性 不 妨 设 y = + aa 其 中 中 为 正 整数 ,P 1 = .再 设 
好 = 《si 入) 易 见 pir 中 4 于 是 


下 
下 下” 入 pin 
了 = 罗 1+ 吕 


若 上 述 情 况 不 存在 , 则 由 {只 可 能 取 两 个 不 同 的 值 及 y; 被 p 
除 的 余数 只 有 P 一 1 种 可 能 知 存在 i,j Us; 使 得 = 入 天 知 = 
狼 且 把 = 机 = sr = 加 = 了 十 1. 册 对称 性 不 妨 设 Fi 入. 再 设 
d= (6); 易 见 pp | gd, 于 是 

atl , tl 
da > Ta > 

即 p+l 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 


5.54 ”求证 ;任意 形 如 2" + 1 的 素数 不 能 雪 成 两 个 自然 数 的 5 
次 覃 之 莽 . 


(盟约 玫 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 阴 ”否则 , 设 有 m,n,k EN* ,使 得 2" +1 = mm- 矿 , 因 
为 
m3 = Cm hm mk + mk + mk + 中) 


是 索 数 ,所 以 m - k = 1, 而 县 
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2 如 +1= (Fk+1) = Sh+ 108 + 100+5k+1 
因此 32" = 5 中 + 2 有 +282+8) 转 5 整除 ,不 可 能 .证 毕 . 


5.5 对 给 定 的 整数 mp,m > 1, 记 ms = nl+,kEN' ,证 
明 : 对 任意 k EE 11,2,…,n| ,都 有 一 个 素数 p,p j mt, 但 不 整 


除 Mm Mz MR MEL hn 


(奥地利 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 记 


m nl 


= = 二 下 +'lk = 1,2, ,nn 


我 们 只 须 证 明 , 如果 p 是 的 素数 子 , 则 对 每 个 7 上 让,p 不 整除 
mj. 因为 素数 p 整除 ,从 而 整除 m= 5, 所 以 素数 p 即 合 题 求 . 
现在 设 p 14, 并 且 有 某 个 jz 上 ,使 得 p 1 my. 则 p14, 或 p1i. 因 
为 7 是 1,2…(k 一 D(CE+1)…n = 丸 -1 的 因数 ,所 以 j | (4 -1)， 
从 而 (j ,4) = (j,1) = 1, 邯 不 可 能 有 p 1j. 因 此 p14. 于 是 p |， 
1 天 开设 5 二 二 如 果 P 关 天 , 则 为 玉 = 1,2…( 1}(k+ 
DR +1, 所 以 p 与 互 素 . 同 理 , 如 果 p zj, 则 与 i 互 察 . 因 
此 ,p 至 少 与 或 上 互 素 ,所 以 p < nn 是 不 可 能 的 ,其 次 设 p > m， 
则 
Kk-j=m- m= -=0(modp) 

即 pl(k- 门 ,与 0<|1k-j|l< n < 了 下 盾 .因此 不 可 能 有 p | 皮 
且 1 上 .结论 证 毕 . 


5.56 求 出 所 有 不 超过 10 000 000 且 具 有 下 述 性 质 的 整数 


# > 2: 任 何 与 mn 互 素 晶 满足 1 < m < n 的 数 m 都 是 素数 . 
(捷克 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


解 ” 设 nn 具有 题目 要 求 的 性 质 ,如 果 它 不 被 2 整除 , 则 nn < 
2( 理 则 ,与 n 互 素 且 小 于 nr 的 m = 4 将 是 素数 ,不 可 能 ). 因 此 nm = 
3, 如果” 被 2 整除 ,但 不 被 3 整除 , 则 同 理 有 m 志 32, 即 n EE 14,8}. 
如 果 m 被 2 与 3 整除 ,但 不 被 5 整除 , 则 nm 二 茜 , 且 61a, 即 呈 E 折 ， 
12,18,24| .如 果 rn 被 2,3 和 5 整除 ,但 不 被 7 整除 , 则 nn < 六, 且 
301n, 妈 nrn = 30. 设 对 其 个 上 二 4,n 读 pi1,p2,… ,pi 整除 ,但 不 被 
P+] 整除 ,其 中 2 = p< Pa "< pe < Per] 是 连续 素数 , 则 
n pi, 且 Pipz… 闪 上 站 .由 于 

pipb2*pi Sn O10 000 000 
所 以 ke<8 
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最 后 , 当 k= 4,5,6,7,8 时 , pip2*"" ps > p31 与 喇 1P2 PE 守 相 二 心得 体会 拓 广 展 问 
phw1 牙 盾 ,因此 才 3. 于 是 的 所 有 可 能 值 都 属于 集合 13,4,6,8， 

12,18,24,30} .经 验证 , 此 集合 中 每 个 数 都 具有 题 中 所 变 求 的 性 

质 ， 


5.57 证明; 如 果 三 个 素数 成 等 差 数 列 , 并且 这 个 数列 的 公 


差 不 能 被 6 整除 ,那么 这 个 数列 的 最 小 数 是 3. 
(波兰 数学 竞赛 ,1963 年 ) 


证 阴 设 素 数 Pi: Pa Pa 组 成 等 差 数 列 ,日 公差 为 rsr > 00， 
r 不 能 被 5 整除 . 
并 设 m < pz < p3; 则 
pa = P+rps= p+2r 
车 pi = 2, 则 ps = 2+2r = 201+ 7r) 是 合 数 . 
因此 p 不 是 偶 素 数 ,pt > 3. 
从 而 PirPirh3 都 是 奇 素数 ， r 为 偶数 ， 
由 于 ~ 不 能 被 6 整除 , 则 
r= 人 +2 或 r=6k+4 
其 中 ,上 是非 负 整 数 . 
我 们 证 明 3 能 整除 pi. 
事实 上 ,如 果 pl = 3m + 1(m 是 自然 数 ), 若 7 = 6 + 2, 则 
p= 3m+1+6k+2 = 3(m+2£+1) 是 合 数 . 
车 r= 6k44, 则 ps = 3m+1+12k+8=3{m+4k+3) 是 
合 数 . 
如 果 pj = 3m + 2(m 蚌 自 然 数 ), 若 r = 6k + 2, 则 ps = 
3m +2+ 12k+4 = 3(m + 4 +2) 是 合 数 . 
若 r = 6k+ 和 4 则 py = 3m+2+6k4+4 = 3tm+2k+2) 是 


于 是 p, 一 定 能 被 3 整除 ,又 pi 是 素数 ,所 以 必 有 pi = 3， 


5.58 设 三 个 素数 pi, pz,p3 成 等 差 数 列 ,d > 0 是 给 定 的 公 


差 ,如 果 6+ qd, 则 这 样 的 等 差 数 列 最 多 只 有 一 组 . 


证 明 设 pi,pz = d+ piyps = 24+ pi. 当 pl =2 时 ,ps 不 
是 素数 ,因此 pi 是 奇 素数 .此 时 d 是 偶数 即 2 | a, 否 则 ps 不 是 素 
数 . 由 214d,6 4, 得 出 3 d, 故 得 
pisp2 = pt+ d= p+ 1(mod 3) 
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p3 = pil+2d = p+2(mod3) 心得 体会 拓 广 疑问 
或 plpz = P+ds= p+2(mod3) 

p= pi+2d = p+ 1(mod 4) 
无 论 哪 一 种 情形 ,pi , pz,p3 中 都 有 一 个 被 3 整除 ,由 于 pi,p2, ps 大 
素数 , 且 pl < pm < ps; 故 pl = 3, 这 就 证 明了 6d 时 ,对 于 这 个 
给 定 的 a 最 多 只 有 一 组 素数 序列 组 成 等 差 级 数 p| = 3,pa = 3+ 
dp = 3 + 2d. 


5.59 ”证 明 ; 仅 由 2" 个 相同 的 数字 组 合 的 整数 至 少 有 an 个 不 


同 的 素数 因子 . 


证 明 ” 设 这 样 的 数 为 六 ,每 位 数字 都 是 上 , 则 
N= 1 


不可 以 分 解 为 

N = kK(I04 DB + 1 (0 +1) 
而 对 于 所 有 的 nm -1 > a > 请 3 0, 由 分 解 式 可 得 (107 + 1) 1 
(107 - 1]) ,由 于 (1 - 1) 和 (10” + 了) 屯 素 ,所 以 (1 + 1) 和 
(107 + 1) 也 都 互 素 , 因 此 nm 至 少 有 "个 不 同 的 素数 因子 . 


.60 设 pl < Pb" 是 相继 素数 , 试 证 明 : 除 
Br 二 3 外 ， ) 总 是 整数 . 


pn! 
Pat pn + DD {pas -1 


证 明 ”我 们 利用 下 面 引 理 : 设 a,b 和 nm 是 正 整数 , 且 
(ta < 点 < 3a/2; 
六 设 4(n) = 2[axn]- [5xn], 则 
(2)Atn) = 0 当 m> b; 
(PAR) = -1, 当 aa< 
(4)4fn) 0, 当 oa/3 < 
(5)ACn} = 1, 当 1 4 
令 [a/n] = wu 和 [bn = 9 因而 
uy Carnj -1 san) = Zu -ov 
如 果 m > 5;, 则 4 = v= 0, 这 就 证 明了 (2)., 如 果 & < rn 声 8, 则 
4 = 0, 再 由 (1 ,w = 1, 这 就 证 明了 (3). 一 般 地 
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4(n) = 2u—- v= 了 + 


3a 
-7b 3 nn-3 


扣 + 2> 2 
这 样 ,如 果 ao/3 < 上 二 a, 则 au > 1, 基 4(n) > - 1, 这 就 证 明了 
(4) ,如 果 1 < n < a/3, 则 > 3, 即 4(n) > 0, 这 就 证 明了 (5). 
用 已 表示 题 中 的 分 式 , 当 pm = 2,5,7 时 ,我 们 分 别 获得 P, = 
1,4,1. 以 下 我 们 假设 p, >> 11. 由 切 比 雪夫 定理 , 当 p, 29 时 ,p,,1 
< 5pa/4, 再 经 过 简单 的 计算 可 证 psyt < 3ps/2 (ps 2 11). 设 p 是 
任 一 论 数 ,如 5 > p,; 则 p, 的 分 子 与 分 母 都 不 包含 素数 因子 p ,如 
果 p = pa, 又 由 于 pari -1< 2p 则 六 的 分 子 分 母 中 包 售 了 p ,并 
且 包 合 的 恰 是 p 的 一 次 备 . 以 下 我 们 假设 p < p,. 
令 m = ep-1l=5 满 足 (1), 并 记 


(6) pp, 三 ( a 三 a! ? 


由 于 p< pi; 则 (6) 的 分 子 和 分 母 怡 好 包含 分 别 在 下 列 那 些 署 中 
的 p 


2> [a/p'], > [Bb/p'] 
这 样 ,沿用 上 述 引 理 的 记号 ,我 们 必须 证 明 


(7) Sap) >0 


Esa 

对 所 有 素数 p < 可 = a 成 立 .如 果 没 有 p 的 吞 满 足 不 等 式 a < 
P 三 占 , 屠 么 从 (2),(4) 和 (5) 立即 可 推出 (7?). 剩 下 的 情况 是 有 一 
个 了 的 窗 , 比 方 说 p" 满足 不 等 式 a < pp" < 5, 即 p, < pm < pil， 
由 (1), 显然 不 可 能 存在 多 于 1 个 的 mm 这 样 的 矫 , 由 (3)， 
#4(p") = -1, 在 这 种 情况 下 , 如果 我 们 能 够 对 p 的 另 一 个 宕 , 比 
方 说 严 , 证 明 A(p*) > 1, 那 么 就 可 以 证 明 (7) ,根据 p > 5,p =3 
或 p = 2, 定 义 上 = m-lm-2,m-3 人 p< < Ps 各 
> 11, 容 易 作 出 结论 ;在 任 一 情况 下 ,k > 1; 同 样 ,在 任 一 情况 下 ， 
可 3 汪 因 此 严 = pm/pm 8/5 < 3axl0 < ax3. 这 样 , 由 (5) 
断定 4 天) > 1, 证 毕 . 


5.61 设 (a,5b) = 1 ,4 + 点 关 0, 且 p 是 一 个 奇 素数 , 则 


证 明 设 (oe +5, 和 + 攻 ] = 4d, 则 


灵 十 
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如 十 上 = 全， 


于 是 
加 = 
dp — padr ll + + pdtar”! 

上 式 两 端 约 去 二, 可 得 

ds = Pi padr 3p T+ + po 由 
由 名 可 得 

dl par! 四 

我 们 可 以 证 明 4,e 互 素 . 因 为 若 设 (di,a) = 四 ,如果 由 > 1, 刚 由 
有 束 因 数 g,g| ,gi1d,qg1l4, 而 d|a+48, 故 g1a+ 上 ,推出 
yg15, 与 (a;&8) = 1 牙 稍 ,因此 (d,a) = 1, 从 问 推 出 & 1P, 于 是 
4 = 1 或 p, 这 就 证 明了 我 们 的 论断 ， 


5.62 数 ptnEN*) 定义 为 :pi = 2, 对 于 n= 2, pn 是 
pip2*pn_1 + 1 的 最 大 质 因子 . 证 明 : 对 于 每 一 个 n E€ N"， 


Pn 5. 


【克罗地亚 教学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 由 pl =2 和 ps 是 pl + 1 的 最 大 质 因 子 , 得 p, = 3. 同 
样 地 ,对 于 所 有 的 E(k > ), 数 py 是 pip2…p,_1 + 1 的 最 大 质 因 
子 . 

因为 pip2…pi_i + 1 是 一 个 奇数 ,所 以 p; > 2. 

假设 p= 5(n > 2), 则 

pip2a Pan-1+1= 5° 
这 是 因为 5 是 不 能 被 2 和 3 整除 的 数 . 
PPLp2 pn-i + 1 = Op3…pn-lt 工 
的 最 大 质 因子 , 故 有 
pib2zpe i = 5 1s 5 +5 + +5+1) 

上 式 右边 能 被 4 整除 ,但 左边 不 能 被 4 整除 (因为 p2…ps_1 是 
n -1 个 奇 质数 的 积 , 且 p: = 妇 ,矛盾 ， 

因此 对 寺 所 有 的 n EE N" ,ps #5. 


5.63 ”证 明 : 对 任意 六 个 连续 正 整 数 ,存在 一 个 质数 ,使 得 此 
质数 怡 好 能 被 六 个 数 之 一 整除 . 


(德国 歼 学 奥 林 匹 交 ,2003 年 ) 


证 阴 记 这 六 个 数 为 ns + 1 n+5. 


心得 体会 折 广 疑问 
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车 a 不 能 被 5 整除 , 则 n+1 至 a+4 中 确实 只 有 :个 数 能 被 心得 体会 拓 广 疑问 
5 整除 . 若 515, 则 n+1 至 n+4 中 有 了 两 个 整数 不 能 被 2 和 5 灿 除 ， 
其 中 至 少 有 一 个 不 能 被 3 整除 .因此 ,该 数 至 少 有 一 个 大 十 5 的 质 
因子 , 且 该 质数 不 能 整除 另外 五 个 整数 . 


5.64 ”是 否 存 在 一 个 直角 三 角形 ,每 条 边 的 长 度 都 是 整数 ， 


县 两 条 直 前 边 的 长 度 都 是 质数 ? 
{斯洛文尼亚 数 学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ” 设 4 与 分别 是 两 条 直角 边 的 长 度 ,ec 是 和 斜 边 的 长 度 . 显 

热 ,o 与 二 不 能 都 是 奇 质数 ,和 否则 将 有 
c= (2E + 1)4+ (27+1F = 4 和 + 产 + 天 + 门 二 2 

这 是 不 可 能 的 (否则 。 将 是 偶数 ,但 其 平方 数 能 被 2 整除 ,而 不 能 
被 4 整除 ). 

a 与 也 不 能 都 是 偶 质 数 (都 等 于 2) ,否则 将 有 c? = 4+4 = 
8,¢ = 48 不 是 整数 . 

因此 公有 的 选择 为 :在 a 和 5 中 ,一 个 取 偶 质数 (这 时 它 等 于 
2) , 另 一 个 取 奇 质数 (大 于 或 等 于 3). 由 于 呈 = 4+ 玉 , 则 斜 过 的 长 
度 是 个 奇数 , 且 大 于 或 等 于 5. 但 

4 = ob = {ec -blec+b)>2x8 = 16 

所 以 ,在 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 中 , 商 条 直角 边 的 长 讼 不 可 
能 都 是 质数 . 


5.65 证 明 :对 于 任意 正 整数 5, 只 有 有 限 组 互 不 相同 的 素数 


pp ,9:r 同时 满足 pi qr- kglm-krlpg-k. 
(捷克 ,斯洛伐克 ,波兰 教学 农林 匹克 ;2004 年 ) 


证 明 “ 若 素数 对 (p,g,r) 满足 PP1gr -| 次 一 天， 


r | pg -天 . 则 
Plpg+or+m -golp+trort+mpm trlipp+aor+m—k 
又 p,qg;r 为 素数 , 则 
Mripp+t+ort+p -tk 
以 下 我 们 证 明 只 有 有 限 对 素数 满足 
gpr1p9+ 和 + 一 此 
不 妨 设 p < 9 < r. 
车 pp >3, 那 么 显然 有 要 +gg+ 了 -下 < pgr; 则 
M+or+Pm-ted 中 
易 知 只 有 有 限 对 素数 满足 此 式 ， 


当 p = 2, 则 当 9> 关 55 时 ,同样 有 可 +gr+ 现 -站 雪 0 只 有 
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有 限 对 素数 满足 此 式 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
当 p = 2,9 = 3 时 
6r 15+ 5r 
则 6r <164+5r -大 1 
右 6r < 64+ Sr 天, 则 rr < 6 上, 这样 的 r 只 有 有 限 个 . 
车 6+5r -<0, 由 前 述 ,也 只 有 有 限 对 素数 满足 此 式 . 
综 上 所 述 ,结论 成 立 ， 


5.66 ” 求 所 有 使 得 p? - p + 1 为 立方 数 的 素数 p. 


《巴尔干 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ” 设 
Pr-pPtl=9 
则 ptp-1)=(g- Dor+o+l) 
因为 p 为 素数 , 则 pl1g-1 或 pl1 +9+1, 车 plg -1, 则 
pag-l< gp < 
叉 由 ppP-p+1 = qi 可 得 
p+rl= q(tp+1) 
所 以 p+1]> 六, 与 p< 他 了 矛盾， 
故 p1 + 9g+1, 则 可 设 
和 +9+1= ptkEN') 
则 pP-l= kgqg-1) 
故 +l- a+ E+1)=0 
由 于 9 为 整数 , 则 A = K-61 +4 一 3 必 为 完全 平方 数 .又 
(3 eek-6R+rd-3< 【和 一 1 
所 以 《有 2 -32 = 6 +4k-3 
或 者 (F227 = A 6+4k-2 
解 得 上 = 3, 则 9 = 7,p = 19. 


5.67 求 最 小 的 正 质数 ,使 得 对 于 某 个 整数 = ,这 个 质数 能 整 
除 n? + 5n + 23. 


(巴西 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


fn} = n+ Sn+23 
因为 fln) = 1(mod 2),f(n) =+ 1(mod 3) 
fn) =- 1, + 2(mod 5) 
fin) = 1,3, + 2(mod 7) 
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fn) = 1, + 3, +4,6(mod 11) 
fn) =-2,+3,4, - 5, + 6(mod 13) 
且 A-2)=17 
所 以 满足 条 件 的 最 小 正 质 数 为 17. 


5.68 2005! +2,20051 +3,…,20051 +2005 这 连续 的 2004 
个 整数 构成 一 个 数列 ,是 此 数列 中 无 质数 ,那么 是 否 存 在 一 个 


由 2004 个 连续 整数 构成 的 数列 ,此 数列 中 恰 有 12 个 质数 ? 
(其 兰 效 学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 “考虑 数列 a ,a + 1,…,a + 2 003 和 数列 a + 1,a + 
2,…,a + 2 004 中 的 质数 个 数 . 

著 a 和 a + 2 004 均 为 质数 或 均 为 合 数 , 那 么 ,这 两 个 数列 中 的 
质数 个 数 相等 ; 

车 z 和 a + 2 004 中 有 一 个 是 质数 , 则 两 数列 中 的 质数 个 数 善 
1， 

已 知 数 列 1,2,…,2 004 中 质数 个 数 多 于 12 个 (至 少 2,3,5,7， 
11,13,17,19,23,29,31,37,41 是 质数 ). 对 于 数列 a,a +1,…,a+ 
2003, 当 a = 2 0051 +2 时 ,此 数列 中 无 质数 ,所 以 ,存在 二 个 
8(1 < 5 < a), 使 得 数列 656,54 1,…,58 +2003 中 和 恰 有 12 个 质数 . 


5.09 已 知 m,n, 上 是 正 整 数 , 且 mn" | 大, 证明 :mt | 


可 
新西兰 数学 奥 杆 匹克 ,2004 年 ) 


证 明 设 p 是 性 一 质数 ,an,asas 满足 中 上 mm 本 上 nm， 
pu 有 pm pn pt 由 于 mm" | | 天 ,所 以 
nam < man han & nay 

将 两 式 相 飞 ,可 得 ka。 << may. 
由 于 对 所 有 质数 p 结构 均 成 立 , 所 以 号 | 配 . 


5.70 将 数 {1,2,…，,10| 分 成 两 组 , 使 得 第 一 组 数 的 乘积 证 


能 被 第 二 组 数 的 乘积 p， 整除 . 求 吕 的 最 小 值 . 
《新 丁 兰 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ”因为 7 是 质数 , 且 不 能 被 约 掉 , 所 以 , 它 一 定 在 第 一 组 
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心得 体会 拓 广 疑问 
中 , 且 有 已 > 7. 当 P = 3x5x6x7x8,p=1x2x4x9x10 ~ 


时 ,最 小 值 7 可 以 取 到 . 


5.71 ” 求 所 有 的 质数 p, 使 得 存在 整数 m,n 满足 p = m* + 


npllm+n -4). 


解 当 | m1,1n 1<3 时 ,质数 2 = +1,5= 1 +2 
13 =《- 3)2 + 《- 2)2 满足 条 件 . 


下 面 证 明 仅 有 这 些 质数 满足 条 件 . 
由 p= m+ 于, 得 
mn 2 (+ . 2 一 
于 是 ,有 


m3+h-4=(《m+ni -30m+nm)mm 一 4= 


_ (m+ nn) +3p(lm+n)- 8? 
2 


由 pllm+m-4), 有 pl[(m+n)?+8]. 
于 是 , 要 么 pl(m+tn+2), 要 么 p | [(m+ mi - 
2(m + RR) +4], 即 当 p > 2 时 ,等 价 于 
pl{m—-m-n+2) 
(Dpl (m+ n+2). 
注意 到 


m+nelmt+n+2l 


当 mz+m 过 下 +R+2 时 ,有 
(2m -12+(28-12<10 
可 得 -1l<mn<2; 
当下- 《m+ n+2) 时 ,有 
(2m + 1) + (2n+1)Y <-6 
无 解 . 
(2)pP (mm n+2). 
注意 到 


m+nne<lmm-m-n+2l 


关于 mn-m-n+2 时 ,有 

(2m -n+ +dn+l)e12 
可 得 -3 mnsgl; 
溉 + 太志 - (mn 机 一 斥 +2) 时 ,有 


(QQm+n- 1 +3(n -1) <-a 
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无 解 ， 心得 体会 拓 广 疑问 


5.72 ”对 于 每 个 正 整数 n > 1, 设 p(n) 为 n 的 最 大 质 因子 . 求 
满足 下 列 条 件 的 所 有 互 不 相同 的 正 整数 x,y, 5. 


《1)x ,yz 是 等 差 数列 . 
{2)p(Z) & 3. 


解 ” 不 妨 假 设 x < y < z, 条 忻 (2) 表明 xyz 中 只 可 能 有 质 因 
子 2 和 3, 且 x,y,z 均 为 2° x 3 的 形式 ,其 中 a 和 上 8 为 非 负 整 数 . 


设 记 = (x,Y),x' = 天 ;Y= 去 . 由 条 件 (1) 可 知 z = 2y 一 x*. 


令 z = 译 ; 所 以 x ;YY ,2 均 为 正 整 数 ,日 仍 满足 条 件 (1) , (2). 

由 于 x' 与 y 互 质 , 且 x' + s' = 2y', 所 以 ,y 与 z 也 互 质 , 故 
(x',z)= 1 或 2. 

若 7 既 能 被 2 整除 ,也 能 被 3 整除 , 则 一 定 有 zx = z = 1, 与 
zx ,yx 互 不 相等 矛盾 .下 面 分 三 种 情况 讨论 . 

i 7 = 1, 于 是 x” = 1,z = 1, 与 互 不 相等 矛盾 . 

站 六 = 2,a > 0. 由 于 (x',y) = (7Y) = 1, 所 以 , 设 
x' a Ms = 3 于 是 有 

3 4 3 2 

因为 < 无故 有 了 3 12a+1 = 0,x' = 1, 从 而 有 3: = 2 一 

1, 即 有 2+1 = 1(mod 3), 故 w 是 奇数 . 


设 a = 2n -1, 则 有 
3 =2_1=(2 1)(2"+1) 
由 于 (2 -1,2"+1) = 1 
所 以 2-1=3=1 


即 m=la>=li=1 故 巡 =1 =2,z =3. 

和 和 = ,a> 0. 设 x = 2,z = 21, 则 
+2 =2x3 

即 24-1 + 24-1 = 3 
由 下 < 得 大 -1=0, 即 有 = 1,xz = 2. 
于 是 有 2-1 1 > 2. 若 1 > 2, 则 

24-2 = 3 - > = Sr = 。 OCmod?) 
所 以 a 是 偶数 a = 2 于 是 有 
241= (3 — 1)(3° + 1) 

邦 3 -1=23s+1=4H = 1,:=4 

因此 x' = 2,y = 92 = 16. 
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车 1 =2, 则 az = 1, 所 以 x = 2,Y = 32 = 4. 心得 体会 拓 广 蜂 间 
综 上 所 述 , (xy,z) = 【只 ,2 天 ,3) (2h,3h,4h) 或 (2 ,9h， 
164) ,其 中 是 形 如 2” x 3 的 整数 . 


5.73 ” 求 所 有 质数 p ,使 得 p* = y+ 1 成 立 ,其 中 x 和 y 是正 


整数 ， 
【 僵 罗 斯 数学 奥林匹克 ,2003 年 》 
解 ”内 为 
p=7+1= (y+ -y+l),y>0 

所 以 7+1322 

令 y+rl=p(tEZD ,LI<t<xz), 则 

y=p-l 

从 而 yy+1l= pp 


将 y = p' -1 代 人 得 
(p17 -tp-l)+1l=p" 
即 pp+3= pp! 
故 pp * 1 = 3 下 -有 
(1) 当 p =2 时 ,px -1 和 pr 一 1 为 奇数 , 则 pr-!' 为 奇数 . 
故 Y = ty2-y+l= 1 
因此 y = l,p = 2,x = 1. 
(2) 当 p 关 2 时 ,p 为 奇数 , 则 呈 -工程 下 -1 为 偶数 ,p*' 
为 奇数 . 
从 而 31 严 -或 311p2 = -1). 
当 31 亚 时,p = 3,x = 了 上 +1, 则 
所 -YY+l1=3 
解 得 y = 2,x = 2， 
当 31(p2 1) 时 ,有 
pF lp -1),x=t 
由 (1} 得 y = 1,p = 2. 矛 盾 . 
综 上 所 述 , 有 两 组 解 
p=2,x=1,y=1l 和 p=3,x=2,y=2 


5.74 设 5 是 大 于 1 的 正 整 数 的 有 限 非 空 集合 ,并 具有 以 下 
性 质 : 存在 一 个 数 ， € 5, 满足 : 对 任何 正 整 数 n, 或 者 


(s,n) = 1, 或 者 (s,n) = ;. 证明: 一 定 存 在 两 个 数 s,s 七 
Sts 和 上 不 -一 定 相 异 ) 使 得 (5 ,5 是 质数 . 
【斯洛文尼亚 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 
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证 明 ” 设 n 是 与 集合 $ 中 任何 一 个 数 都 不 互 质 的 最 小 正 束 心得 体会 拓 广 疑问 
数 ( 这 样 的 数 是 存在 的 .事实 上 ,因为 1 对 8,S 中 所 有 数 的 乘积 就 
与 5 中 任何 数 都 不 互 质 ). 

在 n 的 所 有 质 因子 中 ,每 个 质数 都 是 一 次 竺 的 ,否则 ,n 就 不 
是 具有 上 述 性 质 的 最 小 数 ,由 于 数 n 与 5 中 性 何 数 都 不 互 质 ,由 题 
中 条 件 可 知 ,存在 * E 5, 使 得 (s,n) = .因此 ,s 1 n. 

设 p 是 数 * 的 任 一 质 因 于 , 则 p 1 ma- 再 出 的 选取 方法 可 知 ， 


, 数 芋 与 某 个 $ 瑟 质 .由 (4, 卫 ] = 1 及 (t,n) > 1 可 知 p14. 但 
数 : 不 能 再 被 4 的 任何 其 他 质 因 子 整 除 (因为 这 些 质 数 都 整除 
台 ) 由 此 可 断定 (s ,+) = pp. 


5.75 设 p 是 质数 ,整除 x,y,z 满 足 0< x<y<z<p. 若 
,9 六 除 以 p 的 余数 相等 . 证 明 :x2? + 六 + 有 可 以 被 


x+y+z 整 除 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 
证 明 ”由 已 知 
= (modp) 
所 以 pl{x -7y) 
即 px- yx y+ 7) 


又 D<x<y<p,p 为 质数 , 故 p 赴 (xz -7), 因 此 
pl(lx2+ y+) 

同 理 可 得 

pl(Y+y+ 72) 

pl(lr+ rst+ ee) 


由 全 


由 四 ,四 可 知 
和 (+ 录 + 好 -好 
即 pl(lx—z)(lrx+y+z) 
pl(lx+y+#) 
已 知 0<x<y<s<p, 所 以 x+yY+x = 了 或 2p. 
由 于 p > 3, 则 (2,p) = 1. 
又 因为 x+y + 只 + 记 +22(mod2), 故 只 须 证 明 P 1 
(x + 2 + 于 ). 
由 四 得 
pl[x(x+y+3)+Y — xr] 
于 是 


P 1 - xz) 志 
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同 理 心得 体会 括 广 疑问 
pl(lx:— yz) © 
pl(lzi- xy) 名 

由 中 -~ 便 可 得 pl3x + y+ 22) 

故 pl{x + yt +2) 


原 题 得 证 . 


第 5 章 进位 制 
Chapier § Scale 
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第 6 章 进位 制 


定理 1 每 一 个 正 整 数 n 可 以 唯一 地 表示 成 
n= njm + am_ik"™ + + ok+ ao 
上 为 大 于 1 的 整数 ,1 < am < 0 之 G0 011" On] < 上 
定理 2 ” 设 n 的 各 位 数字 之 和 为 S(n), 划 
S{n) = A(mod 9) 
通常 用 2 进 制 等 手段 解 题 ,很 有 效果 . 


6.1 求 所 有 正 整 数 n, 使 得 2 1 nl. 


解 ” 对 于 任意 正 整 数 n, 肯 定 存在 非 负 整数 ,使 得 2* < 
4 <24+1, 将 4 表示 成 二 进 制 为 a2 ,a = 0 或 1, 特 别 的 a = 1. 
ja 
而 n! 所 含 2 的 次 方 为 
[J 站 9 n 上 下 ， 是 上 ， 
> [车 = > = eo) = 
ay -0 = "Don! 


等 导 当 日 仅 当 = -2 时 成 立 ， 因此 ， 当日 公 当 = 站 时 ,2n"-11m1 
成 立 . 


6.2 (1) 是 否 存在 一 个 平面 和 一 个 立方 体 ,使 得 立方 体 的 每 
个 顶点 到 平面 的 嘿 离 正好 是 0,1,2,… ,7. 


(2) 递增 数列 1,3,4,9,10,12,13,… 是 由 3 的 等 以 及 不 同 
的 3 的 其 的 和 组 成 ,请 问 这 个 数列 的 第 100 项 是 多 少 ? 


和 解 ”(1) 我 们 取 立 方 体 8 的 顶点 为 (0,0,0)，(0,0,1)， 
(0,1,0),(0,1,1), (100 110,1) {151,0) 以 及 (1,1,1) 这 8 个 
正好 对 应 0,1,2,3,4,5,5,7 的 二 进 制 来 表示 法 ,考虑 平面 * + 27 + 


2 3 4 
4z =0, 全 古 的 抽 分 为 0. yA VA 


6 -7 
万 ' 姜 ' 闵 ， ,不 难看 出 我 们 把 5 的 每 个 点 坐标 都 丑 以 V21 即 


可 得 到 符合 条 件 的 立方 体 7， 
(2) 不 难看 出 数列 中 出 现 的 项 正好 是 正 整 数 的 三 进 制 表示 中 


号 1 
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所 有 各 位 数字 为 0,1 的 那些 数 ,因此 它们 和 正 整 数 的 二 进 制 表示 
一 一 对 应 
1 = 12,le) = 1 

2 = 10, 10 = 3 

3 = 1l,llea) = 4 

4 = 100z 1000 = 9 

5 = 101, 1016, = 10，…- 

因此 这 个 数列 的 第 100 项 为 100 = 11001000z; ,110010003， = 981. 


6.3 ”对 于 任意 正 整 数 >2, 证 明 :; 都 有 -个 正 整 数 : < 知 使 


得 后 的 十 进 制 表示 中 最 多 只 用 了 4 个 不 同 的 数字 . 


证 明 当 上 <10000 时 ,只 要 取 上 = 工 即 可 ;以 下 我 们 假设 
上 > 10 000, 当然 存在 一 个 正 整 数 mn 使 得 10" < 各 < 10*+!, 由 于 
> 10 000, 所 以 nm = 16, 因 此 


16" _ (1.60° ,| 
10*+1 > 10 > 
故 16” > hes2r > 


令 3 为 "十 进 制 中 由 数字 0,1 组 成 的 所 有 小 于 10" 的 正 整数 集 
合 ” ,这样 S 共有 2" 个 不 同 的 元 素 , 由 于 2" > 大 ,所 以 了 中 必然 存 


在 两 个 不 同 的 元 素 a > 睛 ,它们 除 以 下 的 余数 相同 , 故 庆 Fe - 加)， 
当然 还 有 (a -了 8) < 10* < 如 ,并 且 a -上 每 一 位 数字 只 能 是 0,1， 
8,9， 

我 们 可 以 由 减法 竖 式 来 说 明 a -每 一 位 数字 只 能 是 0,1,8， 
9. 

(1) 如 果 某 位 上 是 0 - 0, 则 在 低位 不 需要 借 位 时 ,这 一 位 的 结 
果 是 0 低位 需要 借 位 时 ,这 一 位 的 结果 是 9. 

(2) 如 果 某 位 上 是 0 - 1, 则 在 低位 不 需要 人 异 位 时 ,这 一 位 的 结 
果 是 9; 低位 需要 人 异 位 时 ,这 一 位 的 结果 是 8. 

(3) 如 果 某 位 上 是 1 - 0, 则 在 低位 不 需要 借 位 时 ,这 一 位 的 结 
果 是 1 低位 需要 借 位 时 ,这 一 位 的 铺 果 是 0. 

(4) 如 果 某 位 上 是 1 - 1, 则 在 低位 不 需要 异 位 时 ,这 一 位 的 结 
哩 是 0; 低 位 需要 借 位 时 ,这 一 位 的 结果 是 9. 

综 上 所 述 ,a - 每 一 位 数字 只 能 是 0,1,8,9.， 


6.4 证明; 不 存在 正 整 数 nn ,使 得 对 于 = 1,2,3,…,9,(n+ 


£) 1 的 十 进 制 最 左边 的 数字 都 等 于 上. 
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证 明 “对 于 任意 正 整数 x*, 存 在 一 个 整数 r 使 得 10'" < x < 
10"+1, 我 们 定义 函数 x(x) = 107' 这 样 [a(x)] 正好 是 x 最 左边 的 


数字 ,alx) 有 如 下 性 质 : 
(D1 < ex) < 10, 
(2) 如 果 两 个 正 整 数 x,y 满足 atx)aty) < 10, 则 
at%y) = u(x)a(y) 
(3) 如 果 两 个 正 整数 x,y 满足 atx}aly) = 10, 则 有 
a(xy) = a(x)a(y) + 10 < min[La(x),a(y)] 
假设 存在 一 个 正 整 数 n ,使 得 对 于 = 1,2,3,-…,9,tn + 6)! 
的 十 进 制 最 左边 的 数字 都 等 于 , 则 
kcal{tn+ kl)y < k+l1 
这 样 <((n + 0) 是 严格 递增 的 ,所 以 n+2,n +3,…,n+9 中 不 
可 能 有 一 个 数 是 10' 形式 的 ,不 然 的 话 就 会 有 
al(n + k)!l) = ot(n + 上 -1)!1) 
由 性 质 (3) 可 得 
otn+ kattn tk- Dl) < 10 
因此 由 性 质 (2), 当 2 < 上 万 9 时 


attn + £)!) k+l 
l< olnth) = anti- DD <h-1< 


且 l <aln+2) < <aln+9) eg = 
这 样 由 性 质 (2) 
al(n+d)1) = af{n + 1)lNa(ltn + 2)a(n + 3)atn +4) < 
2x (2) ca 


与 [a((n + 4)1)] = 4 韦 盾 ,因此 结论 成 立 . 


6.5 a,b,n 都 是 正 整 数 ,5 = 2, 且 (5* -1)1a, 证 明 : 如 果 把 


a 表示 为 8 进 制 , 则 其 中 至 少 有 = 位 数字 不 是 0. 


证 明 ”假设 结论 不 成 立 , 旦 为 最 小 的 反例 , 即 = 表 示 为 5 进 
nn 


制 只 有 位 数字 不 是 0, 且 0 < 8 < n, 故 a = > ag, 其 中 正 整 


te=l 


数 a 满足 0 < G < 5, 整 数 0 ci < ec< < 
由 于 { 品 -1)1a, 故 庆 二 全. 令 司 二 起 (mod n)0 二 中 对 4 芒 ， 
套 嫩 = 呈 (mod 大 -1 因此 
上 i | 
G = Dy abs 三 q 册 由 + abs = OC(mod b* — 1) 
ie] 


而 
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0<g= owt + Dob < a 
且 g 最 多 只 有 上 位 数字 不 等 于 0， 与 a 为 最 小 的 反例 的 假设 矛盾 ， 


注 以 上 (如 - 1) 1 e, 这 个 条 件 可 以 减弱 为 { 世 一 1) | 。. 
注 的 证 明 ”假设 a 是 最 小 的 正 整数 反例 ,由 上 面 证 明 可 以 知 


道 s < 九 -1 令 a = 儿 全 于 ), 则 < 5, 而 a = (ITI), = 
(CRE: 二) , 则 。 有 位 数字 不 是 0， 矛盾 ， 


6.6 一 个 十 进 制 数 由 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 10 个 数字 不 


重复 构成 ,并 且 是 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 的 倍数 , 求 满足 以 上 
性 质 景 小 的 整数 . 


解 ”要 求 这 个 数 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 的 倍数 ,只 要 它 是 5x 
7xg8x3 的 倍数 就 可 以 了 ,由 于 此 数 的 各 位 数字 之 和 为 1+2+'…+ 
9 = 大 ,所 以 它 肯 定 是 9 的 倍数 ,另外 最 后 一 位 肯定 是 0, 所 以 招 题 
可 以 转换 为 :1,2,3,4,5,6,7,8,9 组 成 一 个 9 位 数 ,并 要 求 它 是 4 x 
3 了 的 倍数 , 何 时 最 小 ? 

如 果 前 面 6 位 为 123 456, 后 面 三 位 7,8,9 不 可 能 组 成 4 的 倍 


数 . 

《1) 如 果 前 而 5 位 是 12 345, 后 面 为 了 是 4 的 信 数 ,最 后 两 位 内 
能 是 568,76,%6. 

由 于 123 450 000 = 2(mod 7 了 ) ,所 以 要 求 * 最 后 4 位 数 ”= 
S{mod 7). 

i 最 后 两 位 是 68, 只 有 7 968.9 768 不 符合 要 求 . 

i 最 后 两 位 是 76, 只 有 9 876,8 976 不 符合 要 求 . 

而 最 后 两 位 是 96, 只 有 7 897,8 796 不 符合 要 求 . 

所 以 前 面 5 位 是 12345 不 符合 要 求 . 

(2) 前 面 4 位 是 1234, 后 面 为 了 是 4 的 悦 数 ,最 后 两 位 只 能 是 
68,56,76,96.123 400 000 = 3(mod 了) ,所 以 要 求 “ 最 后 5 位 数 ”= 
4(mod 7). 

i 后 两 位 是 多 ,当中 三 位 数 a 由 5,7,9 构成 ,要求 100a + 
8 = 六 mod 7) 二 a = 3(mod 7),5,7,9 构成 的 5 个 三 位 数 中 只 有 
759 满足 ,对 应 123 475 968. 

i 后 两 位 是 56, 当中 三 位 数 5 由 7,8,9 构成 , 要求 1005 + 
56 =4(mod 7) 二 6 = 2(mod 7) ,7,8,9 构 成 的 6 个 三 位 数 都 不 符合 
要 求 . 

诈 后 两 位 是 76, 当中 三 位 数 设 为 c, 由 5,8,9 构成 , 要 求 
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100¢ +76 = 4(mod 7) 坟 cc =6 寻 mod7),5,8,9 构 成 的 6 个 三 位 数 只 
有 895,958 符合 要 求 , 对 应 123 489 576,123 495 876. 

jy 后 两 位 是 %, 当中 三 位 数 设 为 4, 由 5,7,8 构成 ,要求 
100d4 +96 = 4(mod 7) 二 4 = 3mod7),5,7,8 构 成 的 6 个 三 位 数 只 
有 857 符合 赣 求 ,对 应 123 485 796. 

综 上 所 述 ,我 们 要 求 的 数 为 1 234 759 680. 


6.7 基 否 存在 这 样 的 十 进 制 4 位 数 ,任意 更 换 其 中 的 任意 三 


位 数字 ,仍然 无 法 得 到 1 992 的 倍数 ? 


解 ”由 于 4 位 数 中 1992 的 倍数 只 有 以 下 凡 个 :1992,.3 984， 
5 976,7 968,9 960, 干 位 数字 不 能 是 4 = 12,4,6,8| ,让 位 数字 不 能 
是 B= 11,2,3,4,5,6,7,8, 人 0} ,十 位 数字 不 能 是 C = 10,1,2,3,4， 
5 ,个 位 数字 不 能 是 DD = 11,3,5,7,91 ,所 以 如 果 一 个 4 位 数 的 干 
位 数字 来 自 4, 百 位 数字 来 自 8B, 十 位 数字 来 自 C, 各 位 数字 来 自 
尹 , 则 它 肯 定 满足 我 们 的 要 求 . 这 样 的 数 当然 是 存在 的 ,是 有 4x 
9 x6 x 5 = 1080 个 . 


6.8 ”从 个 位 数 算 起 奇数 位 都 不 是 浊 , 侦 数位 都 是 0 的 数 我 们 


称 为 是 “ 播 摆 数 " ,有 了 哪些 下 整数 ", 不 能 整除 所 有 的 摇摆 数 ? 


解 10 的 倍数 个 位 一 定 要 是 0, 所 以 10 的 倍数 不 能 整除 所 有 
播 摆 数 ;25 的 倍数 最 后 两 位 一 定 要 是 00,25,50,75, 所 以 2 的 倍数 
也 丰 能 整除 所 有 播 摆 数 .我 们 下 面 要 证 明 其 他 类 型 的 正 整 数 都 可 
以 整除 某 个 播 探 数 . 

(1) 若 (n,10) = 1; 则 1,11;,111,… 中 至 少 有 两 个 除 以 11n 的 
余数 相同 ,所 以 它们 的 差 是 11n 的 倍数 , 即 存在 11…100…0 是 11n 
的 倍数 ,因此 11…1 是 11z 的 倍数 , 自 于 11…1 是 11 的 倍数 ,所 以 其 
中 肯定 怡 有 偶数 个 1 ,这 样 播 舞 数 11…1: 11 = 10t0…101 是 ”的 
倍数 . 

(2) 若 n 是 奇数 , 旦 5 a, 列 根据 (1) 存在 一 个 1010…101 是 


总 的 倍数 ,所 以 相应 的 5 050…505 是 = 的 倍数 ,也 是 摇摆 数 . 

(3) 若 n = 2 ,我 们 是 用 数学 归纳 法 来 证 明 对 每 个 2"*! ,都 有 
一 个 有 2m - 1 位 摇摆 数 ww 是 22m+ 的 倍数 ;mm = 1 时 , 取 w =8 
即 可 ;很 设 2 - 1 位 播 摆 数 上 是 怪 扩 的 倍数 ,我 们 在 uw 前面 加 上 
20,40,60,80 得 到 4 个 摇摆 数 2 x 10 + ,4x 10 + ww,6x 10+ 
58x1io2+ 呈 ,它们 都 是 24 的 情 数 ,但 是 除 以 224*3 的 余数 两 两 
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不 同 ,因此 其 中 肯定 有 一 个 是 2 的 信 数 ,根据 数学 归纳 原理 , 结 
论 成 立 . 

作为 此 结论 的 直接 推论 ,存在 一 个 摇摆 数 是 224+1 的 倍数 , 当 
然 也 是 2: 的 倍数 . 

(4) 若 m = 25, 其 中 (7,10) = 1. 根 据 (3) 存在 一 个 播 扫 数 a 
是 2 的 售 数 , 则 a,a0a,a0a0a,… 都 是 摇摆 数 ,并 且 都 是 2 的 倍 
数 , 其 中 必 有 两 个 除 以 r 的 余数 不 同 ， 所 以 它们 的 差 
a0a0…a0a00…0 是 > 的 倍数 ,由 于 (r,10) = 1, 所 以 a0a0-a0a 
是 r 的 倍数 ,所 以 它 也 是 n = 36 的 倍数 ， 

综 上 所 述 , 当 站 不 是 10 和 总 的 倍数 时 ,nm 是 某 个 播 摆 数 的 因 
子 ; 当 是 10 或 25 的 倍数 时 ,n 不 能 整除 所 有 的 播 搜 数 . 


6.9 4 表示 444444 的 十 进 制 数字 之 和 ,中 是 4 的 十 进 制 数 


字 之 和 ,C 是 8 的 十 进 制 数字 之 和 , 求 的 值 . 
(第 17 属国 际 数学 得 林 匹 克 ) 


解 ” 设 g(x) 为 十 进 制 数 x 的 各 个 数字 之 和 .而 

444 4 2 5000 x 10 000:®3 = 5 x 107 "5 
故 它 最 多 是 一 个 17 776 位 数 ,所 以 

A= gd4444) < 9 x 17776 = 159 984 
也 即 4 最 多 是 一 个 首位 为 1 的 6 位 数 , 所 以 

B= 44 二 1+5X9= 4 特 
也 即 号 最 多 是 一 个 首位 为 4 的 两 位 数 ;所 以 
C= qt 号) E= 和 和 = 13 
由 q(x) 的 定义 ,对 于 所 有 的 整数 x 有 
gtx) = x(mod 0) 


所 以 
CC= 了 =4 三 44444 e714 = 了 x343!48 = 了 (mod 9) 
所 以 只 能 有 C = 7. 


6.10 求 所 有 可 以 被 11 整除 的 三 位 数 ,使 得 所 除 之 商 正好 等 


于 它 十 进 制 各 位 数字 平方 和 . 
(第 2 局 国际 数学 奥林匹克 》 


解 ” 设 此 三 位 数 为 abe, 其 中 a,5,c 是 三 个 0 到 9 之 间 的 整 
数 , 且 a zz 0, 这 样 我 们 就 有 a+c- 上 =0 或 11. 
(1) 若 a+c-& =0, 由 已 知 a2+ 如 + c=9a+4+5, 特 c= 
# -a 代 人 ,可 以 得 到 
2e* - {28 + 9)a + 26- 8) -0 


心得 体会 拓 广 疑问 


a 的 判别 式 为 
(28 +9) -8282 ~ 85) = Bl + 444 — 124? 
因为 a 是 一 个 整数 ,所 以 判别 式 应 该 是 一 个 平方 数 . 这 样 只 能 有 
6 =0 或 者 5, 将 5 = 0 代入 得 a 不 是 整数 ;将 5 = 5 代入 可 以 得 到 
a = $,c = 0. 不 难 验 证 550 的 确 满足 要 求 ， 
(2) 荐 a+c-83 = 11, 此 时 
ot+h+ie=90+b+1 
将 ec = -a+11 民 入 可 得 
2a2 (26 + 13)a 4 (28 +21b + 120) = 0 
它 的 判别 式 (- 和 2 可 - 48 + T) 应 该 是 一 个 平方 数 ,这 只 能 有 上 & = 
0, 将 5 =0 代 人 可 得 = 8,c = 3, 不 难 验证 803 的 确 满足 要 求 . 
所 以 满足 要 求 的 三 位 数 有 两 个 550,803. 


6.11 求 所 有 可 用 十 进 制 表示 为 13xy45z, 且 能 被 792 整除 的 


正 整 数 ,其 中 ,x,y,z 为 未 知 数 ， 


解 ”因为 792 = 8x9xil, 所 以 ,数字 13wy45z 能 被 8,9,11 整 
除 . 
由 8 1 13xy45z, 知 8 145z， 
而 45z = 450+ z = 448 + (z+2), 因 此 ,81(z +2). 故 z = 6. 
由 9113xy456, 知 
91(1+3+2+y+4+5+6) 
而 1+3+x+7+4+5+6=x+y+19= 
18+ (x+Y+1) 
因此 D1 (x+7y+1) 
各 x+y =8 或 x+y = 17, 由 11113xy456, 知 
111{6—-5+4—y+*-3+1) 


而 6 5+4—-7Y+*%-3+1=x-y+3 
因此 *-y=-3 或 zx-y=8. 

此 时 ,有 两 种 可 能 ， 

(1) 车 x + 为 偶数 , 则 x*+y=8 且 x -y=8. 从 而 ,x =8， 
y = 0, 

(2) 车 < +y 为 奇数 , 则 x+y=17 且 x-y=-3. 从 而 xy = 
7,y = 10, 不 可 能 . 


所 以 ,唯一 的 正 整 数 为 1 380 456. 
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初等 数论 难题 六 [第 一 卷 )} 
The Collection of Difficult Problem of Flementary Function Theory( The First Yolume) 


6.12 (11) 已 知 守 中 是 一 个 605 位 数 , 且 首 位 数字 为 1, 请 问 
,交响 中 有 多 少 个 数 首 位 数字 为 47 


(2) 设 点 是 一 个 正 整 数 ,如 果 存 在 一 个 正 整数 mn = rnt) 
使 得 2* 和 5* 开 始 的 位 数字 相同 , 问 开 始 的 位 数字 是 多 少 ? 


解 ”(]) 设 5 = {2 也,… 并 | ,对 任意 正 整 数 & < 604， 
$ 中 肯定 存在 a 位 数 , 设 2+ 为 其 中 最 小 的 一 个 , 则 2: 的 首位 数字 
肯定 是 1, 因 此 $ 中 正好 有 604 个 数 首位 数字 为 1. 

如 果 入 首位 数字 为 1, 则 24+1 的 首位 数字 为 2 或 3,2432 的 首 
位 数字 为 4,5,6,7. 因 此 共有 604 个 $ 中 的 数 首位 数字 为 2 或 3, 共 
有 604 个 5 中 的 数 首位 数字 为 4,5,6,7, 所 以 S$ 中 共有 2 007 - 
604 x3 = 195 个 数 首 位 数字 为 8 或 9. 但 是 兴 首 位 数字 为 8 或 9, 当 
且 仅 当 2*-! 的 首位 数字 为 4, 因 此 5 中 共有 1195 个 数 首 位 数字 为 4. 

(2) 我 们 把 $ 分 成 若干 组 ;12,21 22 ,2322 下 ,26427 ,22006| 
每 组 都 以 一 个 首位 数字 为 1 的 教 开始 ,根据 上 面 的 讨论 , $ 正好 被 
分 成 了 604 组 ,每 组 或 者 有 3 个 数 或 者 有 4 个 数 .如 果 某 组 正好 有 3 
个 数 牌 ,22455282) 则 2 首位 为 1,2441 首 位 为 2 或 3,243 首位 为 5 
6,7; 如 果 某 组 正好 有 4 个 数 下 20028224 刚玉 首位 为 1 和 + 
首位 为 2,2442 首 位 为 4,243 首 位 为 8,9. 因 此 首位 为 4 的 数 的 个 数 


等 于 以 上 分 组 中 有 4 个 数 的 组 的 个 数 .假设 分 组 中 有 x 个 3 元 组 ,| 


y 个 4 元 组 , 则 x + y = 604,3x + 4y = 2 007, 解 得 y = 195. 
(3) 设 非 负 整 数 ;, :使 得 
10° < 2* < 10°+!,10: < 5 < 10++! 
令 a= 和 ,6 = 这 ,显然 有 1 < a<10 和 1 < 6 < 10,0b -= 
10 一 ! 为 10 的 加 ,和 且 1 < a& < 1 字 , 因 此 a8 = 10. 所 以 我 们 有 
min(a,b) < vab = v0 < max(a,b) 
因此 前 面相 同 的 & 位 数字 正好 是 v10 的 前 面 吉 位 . (例如 = 4 
时 ,如 果 有 个 使 得 2* 和 5" 的 前 面 4 位 相同 , 则 在 上 面 的 讨论 中 
a, 上 4& 的 前 面 4 位 相同 都 是 。. fk, 由 于 Y 10 = 3.162... ,因此 由 
min(a,b) < vab = v10 < max(a,b) 马上 知道 e. fyh = 3.162， 
也 就 是 说 2* 和 5" 两 个 数 前 面 4 位 都 是 3 162.) 


6.13 ”一 个 正 整数 = 满足 如 下 性 质 : 它 的 十 进 制 表示 中 每 位 


数字 都 比 它 左边 的 数字 大 , 求 S(9n). 


解 注意 到 9n = 10n -站 , 信 站 = oar "G0; 由 于 a < 


心得 体会 拓 广 疑问 


古人 0 所 以 On 的 各 位 数字 从 左 到 右 分 别 为 1 一 


der dk 0 0 0, 压 S(9n) = 9. 


6.14 已 知 他 中 是 一 个 959 位 首位 数字 为 1 的 数 ,请 问 S = 


13 于 中 有 多 少 个 首位 数字 是 9? 


解 5 的 2008 个 数 除了 2 个 个 位 数 , 一 个 959 位 数 以 外 的 
2 005 个 数 都 是 2 < < 958 位 数 ,而 且 对 于 每 个 这 样 的 天 ,8 中 都 
有 2 个 或 3 个 位 数 ,我 们 把 它们 按照 位 数 进行 分 组 , 设 其 中 有 > 
组 是 2 个 数 ,y 组 有 3 个 数 ,网 x +y = 957,2x + 3y = 2 005, 解 得 
y = 91, 也 就 是 说 有 91 个 2 < < 958, 使 得 5 中 有 3 个 上 位 数 . 
如 果 -… 组 有 3 个 数 , 则 最 大 的 数 首 位 肯定 是 9; 另外 如 果 3° 是 首位 
数字 为 9 的 天 位 数 , 则 3*-1,3" 一 都 是 天 位 数 .因此 2 二 天 过 958 位 
数 中 有 91 个 首位 数字 为 9, 加 上 六,$ 共有 92 个 首位 数字 为 9. 


6.15 证明: 如 果真 分 数 的 分 母 不 超过 100, 则 在 这 个 分 数 的 
十 进 制 写法 中 不 可 能 从 左 到 右 恢 次 连续 出 现 1,6,7 这 三 个 


数 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 有 明 设 mnEZm<ne 100, 上 且 分 数 下 的 十 进 制 表示 
为 


人 = 0. a 1067 ar 


其 中 ,a ,a2 a Opa 和 10,1,2,"",9|. 记 P= 10* 时 ， 由 
pp -Lp] = 0.167o 4 , 国 此 


[3 
0.167 = De < 0.168 


有 又 记 9 = lOim— [pln€Z 


则 1.002 < Sa < 1.008 


baq _ G0—n 1 
因此 0<002< -i= <0.008 < 70 
由 此 得 到 


-_ 
0<6g-n<i0<l 


即 69 - n 不 是 整数 ,与 49,n € 也 矛盾 ,证 毕 . 
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梓 等 数论 难题 集 ( 第 一 关 ] 


The Collection of Dificull Probterm of Elewmentary Function Theory[The First Volume) 


6.16 证明 :存在 无 穷 多 个 正 整数 , 它 的 十 进 制 数字 中 证 有 


0, 并 且 它 的 所 有 数字 之 和 是 它 的 因子 . 


证 明 ”我 们 用 数学 归纳 法 证 明 数 列 e。 = 11…11 满 足 问题 的 


n 


要 求 , 即 3 | a,. 
n = 1 时 ,3 1 al 显然 成 立 ; 假 设 m = 大 时 ,六 1 a4, 我 们 来 考虑 
el 根据 数列 的 定义 


| = 0” -1) = GO DEY yi0 411) = 


a ( 102%3 + 10” + yy 
由 于 3* | a 

(O03 010 +41) =1+1+1] = 0(mod3) 
所 以 3 | gpw1; 硕 结论 成 立 . 


6,17 已 知 23 是 一 个 十 进 制 9 位 整数 ,并 且 和 每 位 数字 都 不 相 


同 ,请 问 其 中 哪个 数字 没有 出 更? 


解 由 于 = 1(mod 9), 所 以 
223 = (BP x 2 eo- 4(mod 9) 


而 > = 45 = Of(mod 9) 
所 以 没有 出 现 的 数字 是 4.( 注 :22 = 536 870 912) 


6.18 试 证 :2 的 每 个 正 整 数 舌 都 有 一 个 倍数 ,使 其 数字 (在 
十 进 制 中 ) 拘 不 为 0. 


{中国 国家 集训 队 选 拔 考试 ,1990 年 ) 


证 法 1 首先 约定 ,所 谓 某 数 的 第 ! 位 数字 一 律 指 从 右 向 左 
数 得 的 第 [个 数码 ， 

对 任何 让 EN, 令 NI = 2*. 

由 十 22 知 , 的 个 位 数码 不 为 0, 即 第 1 位 数码 不 为 0. 

若 Ni 的 各 位 数码 都 不 为 0, 则 本 题 得 证 . 


若 不 然 , 设 入 的 前 mw - 1 位 数码 均 不 为 0, 而 第 m(m = 2) 位 


数码 为 0, 令 
Ny = (1+10"-1)2+ = (1 + 10™i)N, 


则 wa 的 前 m 位 数码 均 不 为 0. 如果 击 要 ,再 对 Ns 进行 类 似 地 
处 理 , 竺 一 次 至 少 增加 一 个 非 零 数码 , 故 经 过 有 限 次 后 , 定 能 得 到 


心得 体会 拓 广 疑问 


一 个 数 六 , 它 的 前 天 位 数码 均 不 为 0, 且 2 下、 
不 妨 设 N, 有 9 > 天 位 数码 ,并 把 NV 写作 
N= m:1l0+n 
这 里 n 为 一 个 位 数码 的 自然 数 .因为 
和 | 到， 站 | 10k 
所 以 2+ 1 1, 且 的 各 位 数码 不 为 0. 
这 时 rn 即 为 所 求 . 


证 法 2 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 命题 : 

对 任意 大 EN, 存 在 仅 含 1 和 2 的 一 个 大 位 数 mx，, 使 得 闪 1 mt， 

显 热 这 是 比 本 例 更 强 的 结论 . 

(1) 当 直 = 1 时 , 取 mi = 2 即 可 . 

(2) 假设 上 = +t 时 ,命题 成 立 , 即 存在 mm 为 仅 含 数码 1 和 2 的 
位 数 , 且 2 | mm. 

设 m = 29, 这 里 4 为 正 整数 . 


考虑 下 面 的 两 个 数 
m+ 10' = 2'(qg + 5°) OD 
m+ 2°*10: = 2(g+2"5’) 名 


当 g 为 奇数 时 ,2 | m+ 10'; 当 4g 为 偶数 时 ,2:+1 | m, + 
2 .10:. 

取 其 中 能 被 2*1 整除 的 数 为 mu 注意 到 中 和 名 中 的 数 分 
别 相当 于 在 m, 的 前 面 添 加 1 和 2, 因 此 m1 仍 为 仅 售 1 和 2 的 :+ 
1 位 数 , 且 27+1 1 mill. 

所 以 命题 对 上 = t+ 1 成立. 

纤 上 所 述 ,对 所 有 上 和 NN, 合 题 成 立 , 从 而 原 题 成 立 . 


6. 雪 “ 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 = EN, 它 的 十 进 制 写 法 中 数 
字 之 和 的 5 次 者 等 于 对. 


【南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


解 ” 设 为 所 求 的 数 ,分 别 用 5 与 £ 表 示 它 的 十 进 制 写法 中 
数字 之 和 与 个 数 , 则 55 = 只 ,5 < 9k,n 尖 1011. 因此 ,语源 


5 > 10+. 记 ot = 全 ,因为 对 每 个 上 E N, 都 有 


5 3 Ck+1) -2 
Hh os sl) < «10 = Oi 
所 以 go, < a4; 即 数列 | os| 是 递减 的 .又 因为 ag < 1, 所 以 对 所 有 
上 26, 都 有 钊 下 < 102:7, 这 表明 ,不 大 于 5, 因 此 5 <9:5= 必 . 
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初等 数论 难题 集 ( 第 一 绑 ) 
The Collection of Difficult Problem of Flemeniary Function Theory! The Fint Volume) 


由 于 5 = 本, 所 以 在 $5( 因 而 也 在 8) 的 素 因 子 分 解 中 所 有 素 因 
数 都 应 有 偶 次 乔 . 所 以 5S 只 能 是 1,4,9,16,25 或 36. 直接 计算 表 


明 ,只 有 当 S = 1 与 9 时 ,n = w 5 的 各 数字 之 和 为 8. 因此 合乎 
题 中 条 件 的 只 有 m = 1 与 4 = 243. 


6.20 确定 最 小 的 自然 数 = ,使 n! 的 结尾 愉 有 1 987 个 0， 


《第 28 届 国 际 数 学 奥林匹克 局 选 题 ,1987 年 ) 


解 ” 设 S(tn) 是 在 p 进 制 的 各 位 数码 之 和 ,我 们 首先 证 明 
n1 中 素数 p 的 者 指数 等 于 
用 一 Stn) 
p-l1 
为 此 , 设 = 的 p 进 制 表示 为 
n= (gp.1 "aa0)p = op + GP + p+ a 
SR) = 6+ Ok + ++ do 


则 rn! 中 素数 p 的 医 指 数 为 
[2 [ 和 :…+[ 艾 - 
(Gp + GIp + 


(gp + arpt 3 tap) + a = 


1 pt 1- pt-! 


[2 Tp + ok iI-p 十 ”十 好 一 


{apr + rap + + ap + 00) — (ok + G1 + +a+ a0) 


p-l1 
于 一 Stn) 
bp-l 
解 本 题 的 关键 是 计算 n! 中 素 因 数 5 的 矫 指数 , 即 n” 为 何 值 
时 ,n!1 中 5 的 窒 指 数 恰 为 1 987. 由 于 
1987 :4 = 7 948 
7 948 = (223 243); 


S(T7 948) = 16 
7948 - 16 
5_1 = 1 983 


由 于 7950 能 被 弛 整除 ,7 955,7 960 都 只 能 被 5 整除， 
于 是 了 601 中 5 的 寡 指 数 从 为 1987, 即 n = 7 960. 


6.21 证明 :在 十 进 制 中 ,任何 一 个 平方 数 不 能 用 五 个 相 异 


的 偶数 或 奇数 的 数字 来 表示 


心得 体会 拓 广 疑问 


证 明 ”首先 ,证 明 任何 一 个 平方 数 数字 之 和 被 9 除 . 余 数 只 

可 能 是 0,1,4 或 7. 事 实 上 ,平方 数 居 设 为 
了 = 10g, + 10n-16 + + 100a + ao 

两 则 用 9 来 除 . 上 式 右 端的 余数 即 为 so + el +… + 被 9 除 所 得 
的 余数 ,此 余数 记 为 只 .如 设 * 是 9 除 天 的 余数 ,那么 丸 就 应 等 于 
”被 9 除 的 余数 .我 们 知道 ,r 只 能 是 0,1,2,3,4,5,6,7,8 中 的 一 
个 ,因此 ,显然 有 

r 三 0,3,6 时 ,只 二 0, 

r=l8 时 ,只 = 1; 

r = 2.7 时 ,只 = 4; 

r = 4,5 时 ,只 = 了 . 

故 RR 只 能 是 0,1,4 或 7. 

其 次 ,再 证 明 一 个 平方 数 的 最 后 一 个 数字 ( 即 个 位 数字 ) 如 果 
是 奇数 ,那么 它 的 倒数 第 二 个 数字 { 即 十 位 数字 ) 一 定 是 偶数 , 事 
实 上 ,设计 的 个 位 数字 是 奇数 x, 则 NN 可 写作 = 10k + x 的 形式 ， 
其 中 ,上 是 整数 ,于 是 

2 二 10082 + 加 入 十 x 

到 的 十 位 数字 是 x? 的 十 位 数字 与 20#x 的 十 位 数字 之 和 .不 难 验 
证 ,奇数 x 的 平方 x 的 十 位 数 是 惕 数 ,20kx 的 十 位 数字 也 是 倘 数 ， 
所 以 20kx + x* 的 十 位 数字 是 偶数 .因此 ,NN? 的 十 位 数字 是 偶数 . 

我 们 知道 ,在 十 进 制 中 , 五 个 不 同 偶 数 或 奇数 的 数字 只 能 是 
两 组 

0,2,4,6,8 和 1,3,5,7,9 

上 面 第 一 组 数字 之 和 被 9 除 的 余数 是 2, 因 此 ,它们 不 能 组 成 五 位 
数字 的 平方 数 ,第 二 组 数字 中 无 偶数 ,所 以 也 不 能 由 它们 组 成 五 
位 数字 的 平方 数 . 

注 ”如果 平 方 数 的 个 位 数字 是 偶数 ,那么 它 的 十 位 数字 可 能 
是 奇数 ,如 16,36. 但 这 种 情况 只 有 当 个 位 数字 是 6 时 才 会 出 现 . 


6.22 若 j 洒 十 上 可 写成 有 限 的 十 进 制 小 数 的 形式 . 求 自 


然 数 n. 
{ 基 辅 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


解 ”由 于 (n,3n+1) = 1. 
者 3n+1 与 2n -1 互 素 , 则 分 数 p = 一 生 土 1 .是 既 约 分 数 . 


n(2n — 1) 
若 3n + 1 与 2n ~ 1 不 互 索 , 设 它们 有 公约 数 2, 且 d > 1. 设 
384+T= do,2n-1= 必 


则 df(22 -38) = 2(3n + 1)- 32n -1)=5 
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初等 数论 难题 集 (第 一 券 } . 
The Collectien of DiBeult Problem of Flementary Function Theory{The First Yolume) 


故 3a+1 与 2n - 1 的 公约 数 是 5, 此 时 分 数 p 的 分 于 与 分 母 心得 体会 拓 广 疑问 
只 有 公约 数 5， 
由 于 p 可 以 写成 有 限 的 十 进 制 小 数 的 形式 , 故 在 约 分 之 后 ,p 
的 分 母 除了 2 与 5 之 外 ,没有 其 他 的 约 数 . 
因此 ,n(2n ~ 1) 仅 能 被 2 或 5 整除 , 即 
. n{2n ~ 1) = 2 + 5" 
因为 2 - 1 是 奇数 , 且 n 和 2n -1 五 宗 ,于 是 有 


下 = 站 

2m -1 = 53" 
即 24r1 = Sm+1 
由 于 5S™ + 1= 2(mod 4) 
则 2541 = 2(mod 4) 
于 是 只 能 有 k+l=1,k=0 


从 而 有 m= 0. 因 此 仪 当 B= 1 时 ,p 才 满 足 条 件 ， 
6.23 ” 求 所 有 正 整 数 ,使 得 在 十 进 制 表示 下 ,下 的 各 位 数字 


的 积 等 于 管 k - 211. 


解 ” 设 是 十 进 制 数 ,s 是 上 的 各 位 数字 之 积 , 易 知 *E N, 故 
8 | 上 且 窟 k -211 > 0, 即 

因为 上 EN ,所 以 ,上 六 8. 

又 8 18, 故 大 的 个 位 数 是 偶数 ,从 而 ,* 是 侦 数 . 

由 于 211 是 奇数 , 故 全 大 为 奇数 .所 以 ,16 赴 大 


设 k= A 安 站 | <o(i 二 2,3,.,£),1 = 志 9. 由 


定义 
3 = Te, axe a x 0 = og00.0c<4 
i=i 下 全 
故 k> := Ok- 211 
所 ,Ee 99. 


由 81k,16 赴 上 ,得 上 = 介 或 昌 , 经 检验 ,上 为 这 或 品 ， 


6.24 含有 286 个 非 等 数码 ( 即 26 个 一 位 正 整 数 ) 写成 一 行 ， 
证 明 ; 可 将 该 行 数码 分 成 若干 段 ,使 得 由 各 有 段 中 的 数码 所 组 成 


的 自然 数 的 总 和 可 被 13 整除 . 
【列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 ， . 
引 理 ” 设 5 是 由 个 不 能 被 13 整除 的 自然 数 构 成 的 集合 ， 
5 声 13;4(S) 是 8S 中 一 切 可 能 的 部 分 元 素 的 和 被 13 除 所 得 余数 
的 集合 , 则 集合 4(S) 中 的 元 素 不 少 于 大 个 . 
我 们 对 进行 归纳 . 
现 设 上 > 1. 
先 去 掉 任 意 - -个 a。€ 58, 并 将 其 余 - 1 个 数 所 构成 的 集合 记 
作 了 ,显然 有 AtT) 所 A(S). 
易 见 ,如 果 集 合 4(7) 中 怡 有 上 - 1 < 13 个 元 素 , 那 么 只 须 证 
明 4(7) 关 4 人 18S) 即 可 . 
由 于 13 是 素数 ,所 以 如 果 a 不 能 被 13 整 除 ,那么 0,1,2,… ,12 
中 的 每 -个 就 都 是 形 如 an(n 为 整数 ) 的 数 被 13 除 所 得 的 余数 . 
以 z 记 a 被 13 除 所 得 的 余数 , 选 到 一 个 ,使 得 r+, € A(T)， 
rasl 全 ALCT), 则 有 
Tn = yt, 
其 中 x,…,% 全 7 了 , 且 
fh+l = fet tn 和 A(S) 
亦 即 ACT) ¥ A(S) 
引 理 得 证 . 
现 将 26 位 数 先 分 成 13 个 二 位 数 
aibis a2b2s""', 903613 
我 们 考察 3 = |9a1,902,." 9a! 
由 引 理 所 证 可 知 , 和 集合 4(5) 由 被 13 所 除 的 所 有 13 种 可 能 的 
余数 组 成 ， 
设 m 是 所 有 1 个 二 位 数 之 和 , 则 必 有 
Tm = Moo, +90 t+ D 
现在 ,我 们 将 二 位 数 
i Bb 1 站 bi, 的 ob 
都 拆 成 一 位 数 ,得 到 2p 个 一 位 数 , 则 由 
mbi -a — bi = Ost = ly sp 
可 得 ,2p 个 一 位 数 与 其 余 13 - p 个 二 位 数 之 和 为 
mm 9ai， 一 9ai， 一 … 一 9 


由 式 全 , 它 能 被 13 整除 . 
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6.25 已 知 两 个 纯 十 进 制 循环 小 数 的 和 与 积 都 是 周期 为 了 的 


纯 循 环 小 数 , 证 明 :这 两 个 循环 小 数 的 周期 不 超过 了 . 


证 明 首先 注意 周期 为 了 的 纯 循 环 小 数 乘 以 107 - 1 后 为 整 
数 , 令 ea. 是 满足 条 件 的 两 个 循环 小 数 
A= (107-1)a,.B = (107 — Db 
则 A4+8 = (107 -1)(0 + b), AB = (107 - 1)2ab 
均 为 整数 .但 如 果 两 个 有 理 数 的 和 与 积 都 为 整数 ,那么 它们 是 一 
个 二 次 整 系数 多 项 式 的 根 , 因 此 都 为 整数 .这样 ,a ,5 均 可 表 为 分 
母 为 10”- 1 的 分 数 , 故 它 们 的 周期 不 超过 了 . 


6.26 证明 :如 果 n 是 任意 自然 数 ,那么 将 数 (5 + V25)" 写 成 


十 进 制 小 数 时 ,小 数 部 分 开头 的 n 个 数码 是 相同 的 . 
(篇 于 利 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

证 明 ”我 们 证 明 , 将 数 (5 + w 天)* 写成 十 进 制 小 数 时 ,小 数 
点 以 后 的 前 个 数码 或 者 都 是 0 ,或 者 都 是 9. 

这 就 等 价 于 证 明 

1 (S54+ V26)" -[(5+ v26)"] | < 10-" 
为 此 只 要 证 明 
(5 + v26)" + {5 — V26)" 

是 整数 ,以 及 15-v 天 1< 赴 
即 可 ， 

对 (5 + Y 26)" + (5 - v 26)* 进行 二 项 式 展 开 可 以 看 出 含有 


w 26 的 奇 次 守 的 项 相互 抵消 了 ,而 只 剩 下 售 有 v26 的 偶 次 宕 的 
项 ,因而 {5 + v 26)" + (5 -vy26)" 一 定 是 整数 . 
另 - 一 方面 ,由 5.1 = 26.01 > 站, 所 拟 
5<v26 -5.1 
15- v1< 
由 以 上 可 知 
| (5 + v26)" [0 v26)"] 110* 


由 于 5 -~ V26 是 负数 , 则 是 奇数 时 ,小 数 点 后 的 前 个 数字 
是 0;n 是 偶数 时 ,小数点 后 的 前 = 个 数字 是 9. 


心得 体会 拓 广 疑问 
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6.27 在 rn! 的 十 进 制 表示 中 ,从 个 位 数 算 起 第 一 个 非 零 数字 
记 为 Gn; 问 是 否 存 在 自然 数 ,使 得 aywsl,ensayaenws 是 周 


期 数列 ? 
(第 32 届 贺 际 教学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


解 ”如果 存 在 自然 数 六 ,使 得 
Ni N+ 
是 周期 数列 . 设 其 周期 为 了 , 令 
T=2".5%.p 
”其 中 ,masz 为 非 负 整数 , 且 (p,10) = 1. 
取 自 然 数 m > maxfal,az|, 且 10” > NN. 
取 丰 = m+ plp), 其 中 plp) 表示 [1,p] 中 与 p 互 素 的 整数 
的 个 数 . 
由 欧 拉 定 理 可 知 
109*t -1=0 (modp) 
所 以 10(1077) -1) =0 (mod T) 
即 10 = 10” (mod T) 
由 于 (10*)! = 10:(10* - 1)1 
从 而 由 & 的 定义 可 知 
G0 = Qt- 
显然 10: - 1 > N, 于 是 
0210_ 0" = 1240 10"-1 
显然 ,2. 10: - 10" 的 第 一 个 非 零 数 字 是 9, 又 
(2:10 - 10")1 = (2 10* ~ 10")(2. 10* -10r — 1)! 


所 以 2-10t-10"-1 = 5 
但 这 是 不 可 能 的 .这 是 因为 在 al = 2% . 3%. 5“ ,… 的 索 因 子 分 
解 中 ,满足 


- 守 [ 划 >- 实 [ 旨 
即 n! 中 2 的 最 高 指数 不 小 于 5 的 最 高 指数 . 
所 以 使 Nr ON+2»""" 为 周期 数列 的 六 不 存在 . 


6.28 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 正 整数 ,这 些 数 都 站 2005 的 倍数 ， 


而 且 这 些 数 写 成 十 进 制 数 后 ,0,1,… ,9 出 现 的 个 数 相同 . ( 规 
定 :首位 前 面 的 0 不 算 ) 


证 明 ”首先 ,注意 到 2 005 = 5 x 401. 
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令 财 = 1 234 678 905, 则 
N: = 有 (IDD + 1000 4 7 + 10® + 1) 

每 个 入 的 最 后 一 位 数 都 是 5, 因 此 ,能 被 5 整除 .同时 ,每 个 wk 中 ， 
0,1,2,…,9 出 现 的 个 数 相等 ， 

我 们 找到 了 类 似 加 的 数 ,但 是 只 有 其 中 一 部 分 数 能 被 401 整 
除 .由 抽 层 原理 , 必定 存在 一 个 模 401 后 的 同 余 类 ,这 个 集合 是 包 
含 Ni; 中 的 无 限 多 个 元 素 . 设 如, 是 这 个 同 余 类 中 的 最 小 数 ,从 同 
余 类 中 任意 取 Ni, 则 

Ne — WN, = Nn Ou” 

构造 一 个 新 的 无 限 集 ,这 个 集合 中 的 元 泰 由 和 Au-m 组 成 . 

因此 10 和 401 互 质 , Ni_w 能 被 401 整除 ,同时 ,和 Vm 的 个 位 数 
字 是 5, 所 以 , NM_m 能 被 2 005 整除 . 

这 祥 ,就 构造 出 了 满足 条 件 的 无 限 个 数 . 


6.29 “-- 个 十 进 制 数 的 某 一 位 数码 称 做 是 周期 重复 的 ,是 指 
这 个 数码 在 小 数 点 后 的 位 置 号 从 左 到 右 恢 序 构 成 等 差 数 列 . 


证 明 : 区 间 {0,1) 内 的 任何 一 个 十 进 制 无 理 数 ,至 少 有 一 位 数 
码 不 是 周期 重复 的 ， 


(第 16 届 全 俄 数 学 奥 宁 匹克 ,1990 年 ) 


证 明 ”结论 等 价 于 : 若 .上 进 制 数 4 E (0,1) , 蔚 它 的 每 位 数码 
都 是 周期 重复 的 , 则 4 是 有 理 数 . 
设 4 中 用 到 的 不 同 数码 为 已 , 己 ，……, 关 .各 个 数码 的 重复 周期 
依次 是 71,T,…,T ,这些 周 期 的 最 小 公 倍数 为 
三 [ 了 1 了 四] 
即 每 了 个 数码 为 一 组 周期 重复 ,因此 4 是 有 理 数 ， 


6.30” 求 (2 + 好) 中 的 十 进 制 表示 中 小 数 点 前 第 一 ' 位 数字 
和 和 小 数 点 后 第 一 位 数字 ， 


解 (人 + 四 = (7 +2v10)™ 
设 a =(7+2wi0o"+(7 -2v10)* 
由 ao = ,ai = 14 


注意 到 |a,1 是 一 阶 递 推 数列 ,其 特征 方程 为 
[i- C2vI0t -7-2v101=0 
即 -ll4+9=0 
故 ea- 14ai+9a = 0 


心得 体会 拓 广 疑问 
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因此 ,1a,| 是 整数 数列 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
计算 数列 前 几 项 模 10 的 余数 
ao = 2(mod 10) ,a = 4(mod 10), a2 mw Bmod 10) 
aa = Hmod 10), a4 = 2(mod 10) ,as = 4(mod 10) 
注意 到 ao = oa4(mod 10) ,ai = as(mod 10) ,由 于 ja ,| 是 二 阶 递 推 
数列 , 则 
4 下 gnatmod 10) 
故 Cl100 = Gog6 = 409 下 … 三 2 至 20mod10) 
因为 0 < 7-2y10 < 1, 则 
0<(7-2vN)m<1 
故 [7 +2v10) mm] = 6, - 15 1(mod 10) 
所 以 ,(Y2 +45)?9 的 小 数 点 前 第 一 位 数字 是 1. 
又 0 <7-2Y10 < 0.9, 则 
0< (7-2v10% < 0.1 
故 (7 +2v10)") =1-(7-2v10)"” > 0.9 
所 以 ,W2 + 好 ) 咖 的 小 数 点 后 第 一 位 数字 是 9， 


6.31 证明: 对 于 数字 全 部 是 由 1 组 成 的 商 个 自然 数 , 当 且 仅 


当 它 们 的 位 数 互 索 时 ,这 两 个 自然 数 互 喜 ， 
(波兰 数学 竞赛 ,1962 年 ) 


证 明 ”我 们 用 表示 数字 全 部 是 由 1 组 成 的 m 位 数 
Ts = 10m1 + 10"? + + 10+1= 吉 (10" -1) 


可 以 证 明 如 下 两 个 引 理 : 
引 理 1 对 m,d EN 车 d 1m, 则 五 | J. 
事实 上 ,由 dm 可 设 

m= kd,keEN 


n= j= 00% - 1) = 
于 (10? ~ Dioua-a + 108-24 4 + 1044+1) = 


(1052 + 104 人 + 10¢ + 1) 
由 于 10 + 1084-22 + … + 104 + 1 是 整数 ,所 以 


Jal jn 
引 理 2 如 果 m,n EN, 且 m > nn, 则 
Jmn | jn 一 


事实 上 
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J. -人 = 十 (Im -1) -二 (lo -1) = 二 (10" -10") = 心得 体会 丘 广 疑问 


言 (lo -DD) :10" = J * 10° 


因此 Jn-al jn— 
现 设 五 ,是 两 个 已 知 数 , 且 m > m， 

(1) 我 们 证 明 : 若 ,和 互 泰 , 划 mx 和 n 也 互 罕 . 

事实 上 ,着 m 和 n 不 互 素 , 则 (m,n) = d > 1. 于 是 由 引 理 1 必 
有 

joliell, 

因而 ,与 J 有 大 于 1 的 公约 数 ,与 j, 和 互 豆 矛 盾 . 

(2) 我 们 再 证 明 , 若 mw 和 nn 互 素 , 则 乒 和 上 也 互 素 . 

对 m 和 应 用 思 转 相 除 法 

m= m+rO0<r<n 


n=r+nd<r<r 


r= rg:+ rss0 < TTi 
TR-2 = TRE TO < TE < Tl 
rp? = TAAk+1 
由 以 上 一 系列 等 式 可 知 , ry 是 + + Ta 和 严 的 公约 
数 . 因为 m 和 nn 互 索 ,所 以 有 


fi 半 1 
由 引 理 2 有 | dn — J 
由 引 理 1 有 J Sy 1 


因此 ,若是 太 和 二 的 公约 数 , 则 DD 也 是 - 万 的 约 数 .由 于 
J Jy = J * 10™ 
并 且 DD 显然 没有 约 数 2 和 5, 因 此 上 DD 与 10” 互 素 , 因 此 DD 能 整除 J， 
类 似 地 可 以 证 明 万 能 整除 了 天， 大 1 
由 于 = 1; 则 


因此 Ds=1 
于 是 于 与 六 互 素 . 


6.32 已 知 正 整 数 育 的 各 位 数字 之 和 为 100, 而 58 的 各 位 数 


字 之 和 为 和 .证 明 : 六 是 偶数 . 


解 ”用 :4) 表示 正 整 数 4 的 各 位 数字 之 和 . 
通过 观察 两 个 正 整数 4 和 8 的 加 法 竖 式 ,可 知 


stA+r Be stA)+t s(t) 

当 且 仅 当 不 发 生 进 位 时 ,等 号 成 让 . 

首先 ,由 题 设 条 件 可 以 推 知 ,在 求 5N +5N = 10N 的 过 程 中 没 
有 发 生 进 位 ,这 是 因为 

stlON) = stN) = 100 = s (SN) + s(t5N) 

其 次 ,5N 只 能 以 5 或 0 结尾 ,分 别 对 应 于 NN 为 奇数 和 偶数 . 若 以 5 ， 
结尾 ,在 做 加 法 5N + 5N = 10N 的 过 程 中 就 会 发 二 进位 ,此 与 事实 
不 符 . 

所 以 ,5N 必 以 8 外 尾 , 即 N 是 偶数 . 


6.33 ”如 果 一 个 正 整数 的 十 进 制 表示 中 ,任何 两 个 相 邻 数字 


的 奇偶 性 不 同 , 则 称 这 个 涉 整 数 为 交 赫 数 . 试 求 出 所 有 的 止 整 
数 n ,使 得 全 少 有 一 个 二 的 倍数 为 交 蔡 数 . 


解 为 证 此 是 先 证 明 两 个 引 理 ， 

引 理 1] 对 天 寅 存在 DR clyez ex 六 9 使 得 @， 
aaakt 1 是 奇数 ,mas 十 个 数 ， 有 2 1 
oo 表示 十 进 制 数 ). 

引 理 ] 的 证 明 “对 上 进行 归纳 . 

当 上 = 1 时 ,由 8116 知 命题 成 立 ， 

假设 二 = 1 - 1 I 对 各 种 论 成 立 . ， 

当 吉 = 半 时 ， 设 aiay… 22, = 20 时 销 根 设 ). 其 村 证 明 存 
在 0 过 e 昌 二 ga 为 青 数 ,为 偶数 ,用 

22n41 | Cob x 1" 4 22 
即 省 | Cap x 52 + 21) 
即 8 1 (Cab + 22)( 因 为 3"-? = 1(mod 8)) 

由 B81 C1244),8 1 (14+2).81 (C15 +0),81(50+6) 可 知 引 
理 1 成立 . 

引 理 2 对 上 过 1 存在 一 个 2 关 位 的 交 蔚 数 ci az…ax ,其 末 位 
为 麻 数 , 且 33 | oemezk( 这 里 al 可 以 为 0). 

引 理 2 的 证 明 ”对 进行 归纳 . 

当 直 = ] 村 ,由 25 1 5 知 命题 成 立 . 

假设 点 = -1 时 成 立 , 即 存 在 变奏 数 aitez…: an 2 满足 
$7 | ng na. 

此 时 只 人 须 证 明 存 站 0 < oa,8 和 9,9q 为 偶数 ,5 为 奇数 ,有 5" 1 
{ab x 10 + + x 5)( 设 ayaz aa = 1 x 3" 了 2), 即 

25 | (ab x 2 + 1£) 
出 (2 ,25) = 1 知 存 在 0 < 地 专 25, 使 得 
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25 | (ab x 2°2 +4 1) 心得 体会 拓 广 疑问 
车 此 时 5 为 奇数 , 则 gb ,ab + 50 中 至 少 有 一 个 首位 为 偶数 是 
满足 条 件 . 
若 5 为 偶数 , 则 a6 + 25,ab + 75 中 至 少 有 一 个 首位 为 偶数 日 
满足 条 件 . 
故 引 理 2 得 证 ， 
bes 


设 m=2 .38.4,(i,10) = 1,a,8EN, 车 a > 2,8> 1, 则 
对 的 性 : 人 的 末 位 数 为 6, 且 十 位 数 是 偶数 .因此 ,nm 不 


满足 要 求 . 
(1) 当 a = 8 = 0 时 ,考虑 数 21,2 121,212 121.…,2121…21,-…, 其 
Tar 
中 必 有 落 个 模 rn 同 余 ,不妨 设 i > 已 且 2121…21 = 2 121…21 
a oi 
{mod n), 则 


2121…21 00-…00 = 0(mod r) 
因为 (rn,10) = 1, 所 以 
2121-…21 = 0(mod 1) 
此 时 n 满足 要 求 ， 
(2) 当 ) B=0 0,a 2 1 时 ,由 引 理 1] 知 存在 交替 数 aja2… az 满 
是 2° | U2" a. 考察 


让 1@2 2 B12 O20 G2 ap", 


R102 OIA 2 2k "1 2 Ga" 


上 
其 中 必 有 两 个 模 : 同 余 ,不 妨 设 0 > 已 , 且 
Q162 28 G182 人 2 = G1G2 294" G02" G2 ( mod £) 

4 个 a 个 
因为 (4,10) = 1, 所 以 

A 2 2 2 = Omod 1) 

-个 
又 因为 (1,2) = 1, 所 以 
2 | 1@2 ap G1 2 2 


日 此 数 为 交替 数 . 
(3) 当 a = 0,8 > 1 时 ,由 引 理 2 知 存在 交替 数 ala2" oa 满 
是 581 aiez…eakt, 且 eax 是 奇数 . 
同 (2) 可 得 存在 :， > tz 满足 
t 1 L102 2 1 
中 


因为 {5,1} = 1, 所 议 


Sh | 立 | 2 


nt 
且 此 数 为 交 蔡 数 , 末 位 数 a 为 奇数 . 
(4) 当 a = 1l8> 1 时 由 (3) 知 存在 交替 数 
ee82… 02601G2" 94 满足 a24 是 河 数 , 且 
Sh | alaa tan G1 G2 da 
从 而 ,2 x 58 1 arez…aze'…araz…a250, 且 此 数 为 交替 数 . 
综 上 所 述 ,满足 条 件 的 为 2 n,n EN*， 


6.34 ”把 至 多 n(n > 2) 个 数码 {十 进 制 记 数 法 ) 的 一 切 自 然 
数 分 为 两 组 :数码 和 为 奇数 的 是 第 一 组 , 笋 码 和 为 个 数 的 为 第 
二 组 . 

证 明 ; 如 果 1 上 < rn, 那么 第 一 组 中 所 有 数 的 上 次 智之 
和 等 于 第 二 组 中 所 有 数 的 上 次 宕 之 和 . | 
(第 4 届 全 苏 教学 瞻 林 匹克 ,1970 年 ) 


证 明 ” 设 记 为 10 个 数码 构成 的 集合 ,A 为 偶数 码 的 集合 ， 
8B, 为 奇数 码 的 集合 , 即 
Di = {10,1,2,…,9} 
Al = 10,2,4,6,8| 
BI = 11,3,5,7,9} 
一 般 地 ,对 于 任意 的 ,用 DD, 表示 不 密 于 m 位 的 所 有 数 的 集 
合 . 4 和 BB 分 别 表示 由 DD, 中 数码 和 为 偶数 与 数码 和 为 亲 数 的 数 
所 构成 的 子 集 (D, = 4 U 8B,). 
如 果 把 0 也 计算 在 内 ,4 和 上 B, 各 含有 5，10"-'! 个 元 素 . 
我 们 把 集合 4 的 所 有 元 紊 zx 之 和 记 为 之 


我 们 的 问题 是 证 明 


并 把 这 个 和 记 为 3 . 

当 nn = 2, = 1 时 ,问题 归结 为 显然 的 等 式 
>) (100 + p)+ 27 0106 + 9) = 2) (10¢ + gg) + 27 0106 + p) 
其 中 ,gE dpEADEBgER. 

当 dE DrE Dl 时 ,上 面 等 式 的 两 边 都 等 于 

S(O 10d + By7),SI) = S10 + 1)(1+424+. #49) 
这 是 因为 每 个 数字 a ,5,p,g 进入 两 边 的 和 各 5 次. 

对 于 n = 3,. 对 于 一 切 aE 4s,p EANGE Bg€E Bi,d€E 
Dr ct 五 |, 有 

>1(loe + p+ (108 + 人 )2 = 
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50: 19( Da: 4 人) 加) + 
2.10(D)ap + Dibg) + 50D) p+ 0D og =- 
50:10D +2.100 a p+ DD gg) + S07 7- 
5 1092 d+ 20 5 + OD)7 
同样 也 能 求 出 2, (10a + g)? + >) (105 + p)2 为 相同 的 结果 . 


下 面 用 对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 一 般 的 结论 .这 里 将 利用 公 
式 


(x 4 = Cey yp 
+ Oi + 
(二 项 式 系数 GQ,1 < <<-1, 在 我 们 的 推理 中 不 起 作用 ) 以 及 公 
式 


iv( 关 于 一 切 w To 扩 了 的 和 ) 
假设 对 于 mn 位 数 和 任意 的 上 ,1 < < n, 所 需 等 式 已 得 证 , 即 
Da = Dg = SY 
Er [了 
下 面 求 4 ,| 中 数 的 堪 次 村 之 和 < n+1. 
其 中 a EApPEAEEBIEBAEDrED,!le 
了 过 下 -二 
S00 + p+ (IO + GE = 
5 10:( D7 at + D7 Ht)+ 
2 OCOD ep D7 Big +5 10 (DO) p+ D7 9) = 
5 .10 2 d+ OGIOMSITD DG + 5° 10"1 2 
量 然 ,改变 p 和 gq 的 位 置 即 得 BB,i 中 数 的 次 矫 之 和 ,也 等 于 
同一 个 表达 式 . 
因而 对 n + 1 ,结论 成 立 ， 


6.35 已 知 自然 数 a,b,na>15>1ln>14 和 向 是 
以 e 为 基数 的 数 系 中 的 数 ( 即 = 进 制 中 的 数 ) ,下 _; 和 B, 是 以 
上 4 为 基数 的 数 系 中 的 数 ( 即 占 进 制 中 的 数 ) ,4 1 4,B,_1, 8 
可 表示 为 以 下 的 形式 


4 = Ap_tXn_2 or A = XnXn 1 Xo 
( 按 a 进 制 写 出 ) 
Bo = zn txn2 Kos Bs = xm-1 0 


( 按 5 进 制 写 出 ) ,此 处 x 0,x5-1 0. 


试 证 明 :着 。 > 0, 则 人 -1 < 名- 


心得 体会 拓 广 疑问 
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分 析 按 本 题 要 求 ,为 了 证 全- < Ba- 成立 (4 、b 时 ) 可 | 人 得 体会 拓 广 车 问 


采用 比较 法 ,只 需要 证 , 当 e > 5 时 ,号 -1 - 全 -+ > 0 即 可 . 


证 法 1 “引入 辅助 函 教 , 设 几 s) = 中 ,其 中 


p(x) = DE g(x) = pr) + x 
因而 有 


mm 一 上 


pla) = Sx "= + NI 
不 严 自 


1 1 三 入 -以 按 如 进 制 写 出 ) 
gta) = pla)+ ro 一 
XO = 


wapzls = 4s{( 按 a 进 制 写 出 ) 


所 以 fo) = 全 
同 理 Ab) = 号 


因此 , 当 a。> 4 时 ,要 证 名 < < -=: 成 立 就 等 价 于 证 明 
ALa) < 5) 成立 ,也 就 是 内 须 证 明 函 数 y = 六 x*) 严格 递减 即 可 . 


对 所 x) 求 导数 ,得 
， 了 下 了 - 和 a ，， wl 
f° (x) = 2 如 Pp + se) plp +h:% )_ 
we (xl 4 D2 _ 
Em 
x Ul) + rn ro) _ 
全 
x el( i(k — n)- nxo) 
ka 
g 
由 于 > 0m > On»> 1,x=0 


(kn)<Ok=1,2, ,nn-1>0,9>0 
因此 ,只 要 有 一 个 > 0(0 二 天 二 王 - 1), 就 有 
7 人 2) < 
这 就 是 说 ,对 于 x > 0, 有 了 (x)< 0, 故 f(x) 是 严格 递减 函数 . 
所 以 当 a > 上 了 时 ,fia) < 85) 成 立 , 即 


A Bl 
A “及 


成 立 ， 
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证 法 2 因为 
{Ra + Kt) i 
{x bt nab + od") = ! 
za a br ra br xola "hb-"*) < 0 | 
所 以 | 
EN 
于 是 
Tn ia 1 + Xn 2 + + 30 xr! + + Xo 
a” br" 
| B 
即 < 
由 此 变形 ,得 
x xb rab 
人 
册 ，1 十 区 在 县 ，) 十 于 由 
4 如 -1 
用 B, ， 
4 和 -1 > Bi 
所 以 人 = <“ 和 ,证 毕 ， 


6.36 证 时 : 当 半 赵 向 于 无 穷 时 , 数 1 972* 的 数码 之 和 无 限 增 


长 ， 
{波兰 教学 竞赛 ,1972 年 ) 


证 明 我们 征明 更 一 般 的 结论 : 
车 4 是 偶数 ,而 二 林 是 5 的 信和 数 ,S, 表示 mnt = 1.2,…) 的 各 : 
位 数码 之 和 , 则 数列 } 5,| 无 限 增 大 ， | 
设 a 的 各 位 数码 ,从 在 向 左 依 次 为 aaa, ,在 这 数列 中 ， 
下 标 足 蓄 大 的 项 都 是 零 , 因 此 1 
2 


因为 已 知 不 是 5 的 伴 数 ,所 以 el x 0, 因 而 a" 也 不 是 5 的 信 


数 ， 
先 证 明 下 面 -- 个 引 理 :如 果 
】 过 /去 i OD 
那么 数 mm 的 数字 &j,1,0,,2,…, as 中 至 少 有 -一 个 不 为 等 . 
事实 上 ,如果 对 某 个 满足 条 件 中 的 自然 数 j, 有 关系 式 


心得 体会 所 广 峰 问 


i] = 人 = "= 4i = 0 
若 令 2 = 4- mm 
则 有 a ee 2 na 
因此 有 10o 1a-e 
因而 又 有 2 站 | 加 -ce 
因为 a 是 偶数 ,所 以 2 | a*( 因 为 4 万 n). 由 此 得 
站 | 四 


由 关系 式 加 , 国 可 知 25 1c. 

但 中 = 16 > 10 > c, 所 以 c=0. 

由 所 设 ¢ 的 末 位 数字 aj 关 0, 所 以 引出 矛盾 , 引 理 得 证 . 

根据 这 个 引 理 ,在 下 列 各 组 数字 中 ,每 一 组 至 少 各 有 一 个 数 
字 不 为 零 


2 ys Hd 
5 6 7 16 
G1 G18 O19 Gen 
aryl 42 
这 里 了 = 站 满足 条 件 DD, 即 
4 本 
k+l1 elogrn 


因此 令 = [logrn] - 1, 于 是 ,上 面 的 上 + 工 个 数列 含有 wr' 的 不 同 
数字 ,而 且 每 个 数列 都 人 富有 非 零 项 .因此 数 or" 的 数字 和 5, 不 小 于 
+1 = [logsn]. 因 为 


站 


[logn] > logm -1 


且 lim lomn = 加 
文 因为 5, > [logn] 
所 以 lim $, 二 名 


6.37 给 定 一 个 加 位 数 和 = qjoa*romamg(t0 和 4 肝 9,01 关 
0,8 = 1,2,…,29) .已 知 对 于 每 个 上 ,数码 a 都 在 该 数 的 表示 


式 中 出 现 ex_s 次 (例如 so = 7, 则 数码 am 就 出 现 了 7 次 ). 试 
求 x 的 数码 之 和 . 


(第 34 届 黄 斯 科教 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 


解 以 (4) 表示 其 中 数码 4 的 个 数 ， 

则 由 已 知 条 件 可 得 ,如 果 数 码 B.C 处 于 对 称 的 位 置 上 , 则 有 
KCBY = CkCC) = 了 ,例如 若 eu = 5 则 ak 出现 5 次 , 即 上 atw6) = 
au = 5 车 ore = 7, 则 aw 出现 7 次 , 妈 上 gg) = ai6 = 7. 这样 一 
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来 , 便 知 这 些 数码 处 处 都 应 处 于 对 称 的 位 置 上 .因而 若 有 友 吾 ) = 心得 体会 招 广 疑问 
E(C) 及 B = C, 可 立即 推 知 恒 有 (4) = 4, 并 且 位 于 中 间 位 置 
( 邯 第 15 位 ) 上 的 数码 应 出 现 奇 数 次 ,而 其 余 的 数码 都 应 出 现 偶数 
次 . 
于 是 便 知 x 中 的 数 向 个 数 不 超 过 
2) + 天 (4) + ECO) + 天 8) 4+ ECO = 
2+4+6+8+3 = 29 
再 根据 条 件 便 知 ,数码 恰 有 29 个 . 
这 就 意味 着 ,这 些 数码 恰好 有 2 个 2,4 个 4.6 个 6,8 个 8 和 9 


于 是 的 数码 之 和 等 于 
224+ 中 + 凶 + 旦 + 史 = 201 


证 明 用 反 证 法 .如 果 s = ab,l < a < s, 则 
10 -1 10%*-1 
9 7 9 


P=1l+10+. +10!= 


因为 10* -1110 -1 

10* -1| 10% -1 _ 
故 9 9 TR 
而 1< ey, 
这 与 p; 是 素数 淮 盾 . 


注 ”这 个 结论 反 过 来 不 真 ,如 py = 111 = 3:37,ps = 11 111 = 
41 :271 ,等 等 ,但 是 ,也 存在 p, 是 素数 ,如 py, pg,pw;pa7 都 是 素 
数 , 这 是 迄今 所 知道 的 这 种 素数 的 全 部 ,而 且 paz 是 在 发 现 pzs 几 
乎 外 年 后 ,在 1978 年 才 用 电子 计算 机 算出 来 的 .猜测 下 -- 个 这 样 
的 素数 很 可 能 是 po ,但 该 猜测 尚未 得 到 证 明 . 至 于 回答 是 否 有 
无 穷 多 个 p, 为 素数 的 问题 ,是 非常 困难 的 .在 这 里 ,我 们 还 可 以 提 
出 下 面 这 样 的 问题 .我 们 看 到 83 的 数位 上 的 数字 之 和 8+3 = 11 
是 一 个 素数 ,那么 是 否 有 无 限 儿 个 素数 ,这 些 素数 数位 上 的 数字 
之 和 还 是 素数 ?看 来 这 也 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 


6.39 求证 :对 于 每 一 个 大 于 1 的 整数 让, 必 存 在 一 个 小 于 如 
的 倍数 ,在 十 进 制 中 , 它 最 多 含有 4 个 不 同 的 数码 {每 个 数码 


可 以 重复 使 用 ). 
{第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 》 


证 明 ”对 每 一 个 大 于 1 的 整数 上 , 没 下 整数 & 满足 2"-! < 
上 <2". 
设 4 是 由 数码 0,1 组 成 的 至 多 为 n 位 数 的 整数 集合 . 
记 | 4 | 为 集合 4 中 元 素 的 个 数 , 则 
| A, | = 22 


max A, = 地 (10* -1) | 
因为 2” > 睛 ,所 以 ,在 4, 中 必定 有 两 个 不 同 的 元 素 x,y 内 以 


大 时 余数 相同 ,从 而 
tip=|lx-y| 


由 于 * 和 y 都 是 由 0 和 1 组 成 , 则 p 的 数码 只 能 出 现 0,1,8,9 | 


这 四 种 可 能 (1 -0 = 1,1-1=00-0=0,10-01=9,100- ， 
11 = 中 等 ). 
于 是 产 至 包含 有 4 个 不 同 的 数码 ,下 面具 须 证 明 疡 是 小 于 吕 
的 数 即 可 . 
pe max 4。 = 二 (10" -1) < 也 ，10mx = 9. kn < 
区 an 一 D4 -log!ld 网 ks 去 [nb 本 kn = A 


于 是 p 是 上 的 倍数 , 旦 小 于 总 , 它 至 多 有 4 个 不 同 的 数码 0,1.8,3. 


6. 和牛 设 a >0,5 >0, 且 a »> 3, 设 用 缆 转 相 除 法 求 (a ,5) 村 
所 进行 的 除尘 次 数 为 ,b&b 在 十 进 制 中 的 位 数 是 1, 则 1 


ies5l 


证 明 ”考察 斐 波 那 契 数列 | ul 


有 人 | 
首先 证 明 数 列 中 的 一 个 和 性质 
Wnrs > 10w,, 时 2 他 


n= 二 2 时 ,wz = 1,47 = 13, 故 四 成 立 , 变 m>3 
n+ 三 rand 十 En+3 = 2 un 3 + nt2 二 了 n+ 十 n+1 = 


Dual + us = Bu + Ii! 


天 为 za = Un 十 Mn 2 安 2zn 

[i 2un SE 4bn-l 

这 样 Mn = Bun + Tim > Bu + di SE 10bn 

由 人 @ 可 得 | 
Urst > On = 22,364 2 二 


现 设 a = no,b = n1, 用 回转 相 除 法 得 


第 6 章 进位 制 
Chapter 6 Scale 


心得 体会 拓 广 疑问 


初等 数论 淮 莉 集 { 生 一 着 ) 
: The Collootion of Diaal Probieen of Floatary Pandan Theory( The Fi Volarme) 


mo = n+nD0< na < ml 心得 体会 拓 广 疑问 


ni = 12R2 + RD < ma < 2 


m2 = EM RO Ml 
Hl = GE 
因为 gi > 2, 故 由 时 得 
Me] = 922= uw 
Me-2 E+ + tia = 
了 -3 M2 + RE + 4 = ls 
于 +11 
如 果 大 > 引 , 即 庆 冤 5741 则 ni 半 Wir 主 wi142; 由 名 得 
nl 了 > 10'w = 10! I 
因为 wn; 的 位 数 是 1, 故 号 不 能 成 立 ,这 就 证 明了 上 < 51. 
注 存在 正 整 数 a 和 上 使 = 5 和 例如 可 三 144,8 = 89, 有 


144 = 89 + 乱 
89= 人 5+34 
SS = 34+21 
4= 21+13 
21 = 13+8 
1]3=8+5 
8=5+3 
5S=3+2 
3=2+1 
2=2 


以 上 作 了 10 次 除法 ,而 5 是 二 位 数 , 故 有 = 51. 


6.41 求人 Y3 +42)1 喇 的 十 进 制 写法 中 位 于 小 数 点 前 后 相连 


的 两 个 数字 ， 
{ 国 际 数 学 竞赛 ,芬兰 ,1980 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 ,m = {3 + 他 )1 + 3 -民品 是 整数 ， 
并 求 出 它 的 最 后 一 位 数字 , 记 
a = (3 + 2) + 3 2) = 
(5 + 246)" + {5 ~ 246)" 
设 @ = (5+276)",B = (5 -2Y6)", 则 
ga = a+p,ans = (5 +26)a + (5 - 26)8 
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az = (+2V6)2a +(5 -2V6)28 = 心得 体会 拓 广 矣 问 

(49 + 2046)a + (49 -20V6)8 = 

(50+20y6)e + (0 — 26)8 - (a + B) = 0 - 
所 以 对 任意 nn 志 Zt as = 10a -oa 因为 ao = 2,al = 10 为 
整数 ,所 以 当 mE Zr 时 ,ec 另外 + on = 10ao1 被 刘 束 
除 . 因 此 as - an =《anr4 + nr2) -an + 94) 也 被 10 整 除 ,这 
表明 ,az akyat0,…eo 被 10 除 的 余数 相同 .由 于 az = 8, 所 以 
m = ago 的 十 进 制 写 法 中 来 位 数字 为 8. 最 后 由 于 

m= W342 AN > 3 + Nm > 

m-0.5%0> m-0.1 
所 以 (Y3 2)1 吕 的 十 进 制 写法 中 个 位 数 ( 小 数 点 左 侧 ) 为 了 ,而 十 
分 位 数 (小 数 点 右 侧 ) 为 9. 


6.42 求 下 面 霖 积 的 数码 和 (关于 = 的 函数 ) 
9.99.9099... (10 -1) 


其 中 每 个 因子 的 数码 个 数 等 于 它 前 面 的 因子 的 数码 个 数 的 两 
售 . 
(第 21 届 美 国教 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


解 记 机 =9.9.9999.…: (0 -1). 

先 用 数学 归纳 法 证 明 :4, 是 2?"+1 - 1 位 数 . 

(Dn = 0 时 ,4o = 9 是 一 位 数 ,又 2041 -1 = 1, 所 以 n =0 时 ， 
结论 成 立 . 

(2) 设 是 22+1 - 1 位 数 ， 

那么 nm = 上 +1 时 

OE PT EE (NR 

由 于 如 是 24+!1 -1 位 数 ,所 以 由 上 式 4i, 是 (24+7 - 1) + 2t+! = 
26k+ti+1 _ 1 位 数 . 

从 而 n = 上 + 1 时 ,结论 成 立 ， 

即 对 所 有 的 自然 数 n, 总 有 4 是 22+ - 1 位 数 . 

设 4 的 各 位 数码 之 和 为 S ,由 于 

A AP 1) = A) + A 
由 于 4，; 是 2 -1 位 数 , 故 可 设 


dl = Gd dn 二 2 一 1 an 天 0 


于 是 有 
S$ = (art+ ar+" + an— 1}+ 
(9+{9- a + (9 9) + + (0 oe) + (i0- a,)) = 
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6.43 证 明 ; 数 上 的 所 有 数码 之 和 不 大 于 数 84 的 所 有 数码 之 
和 的 8 售 . 


数 NY 的 各 位 数码 之 和 不 超过 数 5N 的 数码 之 和 的 5 售 . 
(第 34 届 葬 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 


证 明 “” 记 数 x 的 数码 之 和 为 S(tx). 
不 难 证 明 ,对 任何 自然 数 4 和 B 都 有 
S(A+ B) < S(A) + SC(B) 
下 面 我 们 证 明 


SCLAB) & S(A)S(B) @ 


设 4 = aia2…an; 则 


AB = > aB10"-: 
因此 就 有 


S(AB) < S(2)aB) < S(B + B+ +B) 
ial 一 全 
立 o 


于 是 由 式 中 有 


S(B+B+"+B)e Da S(B) = S(A). S(B) 


因此 SC(AB) 二 “S04). SC(B) 
由 人 名 得 SCk) = S(1 O00k) = 3(125 .8k) 二 
S(125) . S(BE) = 8S(8k) 
SC(N) = S(OGN) = 3025 .FN) 二 
S(32) SN) = SS NY) 
& = 125,N = 32 时 ,上 述 二 式 的 等 号 成 立 . 


6.44 3 为 十 进 制 中 至 多 有 = 个 数码 的 非 负 整数 所 成 的 集 . Sr 
由 $ 中 那些 数码 之 和 小 于 的 元 素 组 成 .对 什么 样 的 n, 有 & 


存在 ,使 得 | S51= 21 5S,1? 
{中 国 国家 集训 以 训练 题 ,1990 年 ) 


解 ”对 任 一 = 位 数 

A= og dE (0,1,2,..,9} 
设 m 位 数 召 = Bb,b =9- gi = 1,2,: 
则 可 建立 数 4 与 教 8 的 一 一 对 应 


心得 体会 拓 广 疑问 


fiA— 8 
车 4 的 数字 和 记 为 da(4) ,8 的 数字 和 记 为 2(8), 则 有 
d(A) + d(B) = 9n 
对 于 任意 0 < 下 < 9n,d(4) < 玉 的 充分 必要 条 御 是 
dtB) > 9m 一 天 


于 是 |{4,a() < 野 ]| = |{4.a(4) > 最} 
若 n 为 奇数 , 则 


从 而 仅 对 = [经 ] + 1, 有 
1Ss1=21S51 
若 n 为 偶数 ,对 任意 整数 
1S1z¥215,1 


6.45 ”证明 ;对 任意 mE€ N, 有 无 限 多 个 形 如 5 的 数 ,n & N， 
使 得 在 它们 的 十 进 制 写法 中 ,末尾 m 个 数字 的 每 一 个 都 与 其 
相 邻 的 数 有 不 同 的 奇 慢 性 . 


(评委 会 ,英国 ,1977 年 ) 


解 ”首先 ,对 jE Zt 用 归纳 法 证 明 ,和 5 1 被 2 整除 ,但 不 
被 243 整除 , 当 j = 0 时 ,5 -1 = 4, 结 论 正确 , 设 对 某 个 j > 0， 
入 -1 被 2 整除 ,但 不 被 2*， 整除 . 则 因 

H+rle (4+1)3+1= 2(mo0d4) 
故 Ht (5 +1) 
被 2*3 整 除 ,但 不 被 2** 整 除 .再 对 mE N 用 归纳 法 证 明 题 中 结论 
或 立 . 当 m = 1 时 ,由 于 有 无 限 密 个 n EEN, 使 得 5" 的 十 进 制 写法 
中 最 后 一 个 数字 5( 奇 数 ) 与 其 最 后 第 二 个 数字 2( 人 偶数) 相 邻 ,所 
专 结 论 对 m = 1 成立. 设 结论 对 某 个 m = 1 成立, 即 有 无限 多 个 
n 所 N, 使 得 5° 的 末尾 m + 1 个 数字 交替 变换 奇偶 性 . 设 5° 即 是 其 
中 一 个 , 且 5* > 10"+2 ,现在 构造 至 ,使 它 的 末 属 m +2 个 数字 交替 
变换 奇偶 性 .如 果 上 面 取 定 的 和 的 { 自 右 算 起 的 ) 第 m+ 2 位 与 第 
m+1 位 数字 的 奇偶 性 不 同 , 则 取 站 = nm. 否则 取 上 = n+2"-1, 则 
St-(mt+2) _ Sm-{m+2) 一 Sa+3 {m1 _ 1) 二 2m+1( mod 2m+21 
因为 32"-1 - 1 被 2" 整除 , 且 不 被 2" 拉 整除 ,所 以 
St 5" =5.10"(mod 10™+*2) 

这 表明 ,3: 与 5 的 末尾 m + 1 个 数字 完全 相同 ,但 它们 的 ( 自 右 算 
起 的 ) 第 m +2 位 数字 的 奇偶 性 不 同 . 这样 ,第 m +2 位 与 第 m+ 1 
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位 数字 的 奇偶 性 不 同 的 数 $# 便 构 造 出 来 了 (并 且 由 于 只 要 求 天 适 
合 茜 各, 所 以 这 样 的 并 有 无 限 多 个 ). 所 以 结论 对 m + 1 成 立 . 


6.46 ” 求 所 有 这 样 的 自然 数 的 和 ,它们 在 十 进 制 写法 中 的 数 


字 组 成 递增 或 递减 数列 ， 
【评委 会 ,芬兰 ,1982 年 ) 


解 ”分 别 因 A 与 8 表示 具有 严格 单调 (递增 或 递减 ) 数字 的 
自然 数 集合 ,用 SLNM) 表示 集合 于 中 所 有 数 的 和 ,把 集合 5 分 成 
邵 下 两 个 不 交 子 集 B, 与 Bi: 末 位 数字 为 0 的 数 与 末 位 数字 非 零 的 
数 ,于 是 ,SCB) = S(B0) + 5S{B1) ,如 果 让 &8E 8B 与 105E Bo 相 
对 应 , 则 得 到 Bl 与 Bo 间 的 一 个 双 射 .因此 5{B80) = 10S{81), 从 
而 SCB8) = 11S( 8B1). 其 次 如 果 让 

G = ba 和 伍 站 
与 b = tI0— a)(0~ a) (I0- a € BB 
相对 应 ,其 中 a+ b= (0 -1) 
则 得 到 集合 4 与 马 间 的 一 个 双 射 .因为 集合 4 中 每 个 数 都 可 由 数 
123 456 789 山 掉 若干 个 数字 得 到 ,二 对 每 个 上 = 1,2,…,9,4 中 恰 
有 人 个 上 位 数 ,所 以 


l= S(A) + S(B) = DG M0 -1) = 
oD di0: - D0) = 


Bl + 10)? - {1 + 1)) = 下 (1 - 2) 
用 记 表 示人 集合 吾 中 首位 数 为 9 的 自然 数 集合 ,而 B 中 其 余 的 数 与 
0 组 成 的 集合 记 作 8;, 则 
S{B) = S(H) + SCB) 
令 a= qaraor EASD = (Ob bb) € bs, 
相应 地 , 则 4 与 包间 建立 了 一 个 双 射 , 且 a + 了 8 = 10+ - 1, 因此 


m = S(tA) + SH) = $00 -1)= 1 -2 


后 , 如果 当 上 > 工时 证 二 - 981p2… EBS = 
(9 - bt - ba) (9 - 可)E4 相 对应 ,而 当 丰 = 0 时 让 5 与 0 相 
对 应 , 则 8B, 与 4 UU 10| 间 便 建 罕 了 一 个 双 射 , 且 a + 56 = 104+1 - 


1. 因 此 
n= SCA) + S{B,) = Sciot) = 1]0,， 1 -多 
上 上 站 
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且 m+n = 2304) + SC8), 于 是 得 到 方程 组 
1 + 十 S(B) = =- Or -2) 
2S(A) + SC(B) = m+n = 1 -2 
和 解 得 
S(A) = B11 _m-_-n), S(B) = Hm +n-2l) 


注意 ,集合 4 与 8 都 舍 有 9 个 一 位 数 , 它 科 之 和 为 45. 因 此 所 求 的 
和 为 


S(A) + 5(B) -45 = (m+ n) -dil-4 = 
0 _ x0y _ 101 41 , 331 _ 
g (ll 20) -Bio+ 光 20-45 = 


0] 110 _ 35 


8 下 2 -45 

6.47 设 aEN 为 17 的 倍数 , 且 在 二 进 制 写法 中 怡 有 三 个 数 
字 为 1 证明 :rn 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 六 个 数字 为 0, 且 若 怡 
有 了 个 数字 为 0, 则 上 是 偶数 ， 


{ 英 国教 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


证 明 ”因为 = 的 二 进 制 写法 中 愉 有 三 个 数字 为 1 ,其 余数 字 
为 0, 所 以 它 可 以 表 为 m = 于 +21+2", 其 中 EmE Rt, 且 k < 
1 < m. 如 果 的 二 进 制 写法 中 0 的 个 数 小 于 6, 则 mw < 7, 且 因为 
当 = 0,1,2,3,4,5,6,7 时 , 居 被 17 除 的 余数 依次 为 1,2,4,8,，- 1， 
-2, - 4, - 8, 经 直接 验证 ,其 中 任意 三 个 不 同 的 数 之 和 都 不 被 可 
整除 ,所 以 n 0Cmod 17) ,矛盾 .因此 在 an 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 
6 个 0. 如 果 的 二 进 制 写法 中 恰 有 7 个 0, 则 mm = 9, 如果 为 奇 
数 , 则 下 = 0, 从 而 2+2" = 3(mod 17), 但 由 于 任意? E 和 ,2,…， 
8| 都 不 满足 2 = - 3(mod 17) ,所 以 n= 2 + +2 不 是 17 的 局 
数 ,矛盾 .因此 i 为 偶数 .这 样 的 数 确实 存在 ,比如 = 2 +2B+ 
2 =578 即 是 一 例 . 


6.48 设 41,a2,… ,as 为 nn 个 不 同 的 正 整 数 ,其 十 进 制 表示 


中 没有 数码 9. 证 明 :二 + 二 十 … 十 二 < 0. 
(第 30 局 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 


证 明 ”首位 为 K1<7 < 的 的 +1 位 数 有 满足 .10: < 此， 
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从 而 
< 了 ， 10-! 
设 各 位 数字 不 为 9 的 了 + 1 位 数 的 集合 为 避 ,， 又 设 81, az， 
an 中 位 数 最 包 为 p + 1 位 , 则 


> 和 < 也 马 到 < 习 (1 + 去 + 二 3 + < 


<=! ai < Er 


6.49 一 个 正 整数 称 为 “ 坏 数 " ,如果 它 的 二 进 制 表示 中 数码 
1 的 个 数 是 偶数 ,例如 18 = (10 010), 是 “ 坏 数 ”. 
在 正 整 数 集合 中 , 求 前 1 985 个 “ 坏 数 " 之 和 ， 

{ 英 国教 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 


解 ”我 们 把 0 也 看 做 是 “ 坏 数 " ,这 样 并 不 影响 所 求 的 结果 . 
先 用 数学 归纳 法 证 明 引 理 : 

到 0 到 2" ~ I(n > 2) 中 ,“ 坏 数 ” 的 个 数 与 和 都 恰好 十 了 它们 
的 一 半 . 


(1) 在 0 到 宕 -1 中 , 即 在 0,1,2,3 中 ,0 是 “ 坏 数 ”,3 = (11)。 


是 “ 坏 数 " ,所 以 有 2 个 “ 坏 数 ", 且 
0+3= (0+1+2+3) 


所 以 在 0 到 2 -1 中 ,“ 坏 数 ” 的 个 数 是 它们 的 一 半 , 其 和 也 是 它们 
的 和 的 一 半 . 

{2) 假设 在 0 到 2" - 1 中 ," 坏 数 " 的 个 数 与 和 都 恰好 等 于 它们 
的 一 半 . 

由 于 把 0 到 2* - 1 中 的 每 个 数 都 加 上 2", 就 相当 于 在 二 进 制 
数 中 多 了 一 个 1, 因此 ,0 到 2 -1 中 的 “ 坏 数 ” 都 变 成 了 “ 非 坏 数 "， 
从 而 0+2 到 2* -1T+2 即 2 到 2231 -1 中 * 坏 数 ” 的 个 数 与 和 
也 恰好 为 它们 的 一 半 , 因 此 ,0 到 2"1 - 1 中 * 坏 数 " 的 个 数 与 和 都 
怡 好 占 了 一 半 ， 

这 样 就 用 数学 归纳 法 证 明了 引 理 . 

于 是 ,从 0 到 2 - 1 中 * 坏 数 "的 个 数 为 2"-1 ,它们 的 和 为 


二 (1 +2+ (2 1) = 222(2n 1) 


由 于 1984 = 20+ 加 + 训 + 玉 + 上 
而 前 29 个 “ 坏 数 ”的 和 为 28(24 - 1). 


心得 体会 拓 广 疑问 


前 (20 + 29) 个 “ 坏 数 ” 的 和 还 要 加 上 24 到 24+2 -1 中 * 坏 | 
数 ” 的 和 , 即 
20 :27520020 — 1) 
由 此 ,前 20+2+2+2 + 和 = 1984 个 “ 坏 数 ” 还 要 再 加 上 
(201 2 RT + 2 + 
pi 
于 是 前 1 986 个 “ 坏 数 "( 和 包括 中 (车 不 包括 0 即 为 前 1 985 个 
“ 坏 数 ”) 的 和 为 
BN 1 2 B20 1) + 2 4 
TPF F242 +26(28 1) + 
(2 F204 1) + 
(21 +20+2+2+2) .2+2+1= 
221+220+28+28+238+21+2+2+Y3+2+1 
这 就 是 所 求 的 前 1 985 个 “ 坏 数 ”的 和 (十 进 制 ). 


6. 名 ”确定 数 入 ,8B8,B' 之 间 的 关系 ,使 得 基底 为 B 和 基底 为 


B' 的 两 个 计数 系统 中 , 数 N 都 可 以 写成 相同 的 三 个 数位 字 ， 
已 知 8B 求 B 和 NN. 当 8B = 切 时 ,应 用 此 结果 . 


解 ” 设 w,y ,z 是 x,y,z 在 任 一 顺序 下 的 数位 字 . 并 假设 


xB2 + 有 + 了 = BT 全 
对 于 B 和 8B' 的 固定 擂 , 这 方程 可 以 写成 下 列 形 式 
p+qy+rm=0 @ 


这 里 p,g,r 是 8B 和 B' 的 整 函数 ,存在 满足 加 的 x,y,z 的 整数 值 
的 无 穷 密 个 集合 , 即 ， 


本 kag kar 
(p,q) (psr) 


这 里 (a,5) 是 a 和 4 的 ( 正 的 ) 最 大 公 因 子 .加 ,总 , 避 是 任意 整数 ， 
对 于 本 问题 ,还 要 求 
Osx yz < BB 全 
既 满 足 加 又 满足 鲜 的 值 不 必定 存在 ,但 是 如 果 它 们 存在 , 则 根据 
试 算 容 易 求 得 . 
如 果 8 = 10, 对 BF' 取 相 继 的 整数 值 ,并 求 满足 国 的 x,y,z 的 
解 ,虽然 在 使 用 中 有 许多 可 减少 工作 量 的 方法 ,但 这 方法 还 是 试 
算法 .对 于 B = 10, 下 面 列 出 了 不 少 的 解 , 表 中 不 管 基 是 什么 , 首 
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位 数字 是 0 的 情况 都 已 除外 
2650 = 526) ,7740 = 47713,82510 = 258。 
316% = 6317,83410 = 438 5510 = 155 
15810 = 1859,261i0 = 1261s,91210 = 21%, 
22710 = 272,3710 = 17316,511i0 = 115w 
445p = 544,9130 = 3906,910 = 190. 
1960 = 169)1,7820 = 278is;911。 = 191% 
28310 = 2381 ,44110 = 14410,* = … 
3700 = 30711,5180 = 18519,9190 = 199» 
1910 = 119,3,882,0 = 28810,96110 = 1697 
注 ”特殊 地 有 
9120 = 219»% = 1926,913 = 3916 = 193% 


6.51 序列 110001011 的 所 有 三 个 数字 段 代表 了 二 进 制 数 系 
中 的 金 部 三 位 数 , 且 每 段 只 用 一 次 ,对 任 一 整数 n 用 下 面 的 方 
式 可 得 出 一 个 类 似 的 序列 ;开始 先 写 下 m 个 1, 在 后 面 的 位 置 
上 逐次 写 上 0, 除 非 深 上 0 后 完成 的 一 个 4 位 数字 段 是 前 面 已 


出 现 过 的 , 碰 上 这 种 情况 则 写 上 1. 证明; 如 此 产生 的 n? + 
n -1 个 数字 序列 也 有 在 本 题 一 开始 时 (% = 3) 列 出 的 序列 的 
性 质 ， 


证 阴 设 & 代 表 二 进 制 的 一 个 # 位 数 , 其 最 后 一 位 占据 已 知 
序列 中 的 第 七 个 位 置 . 且 令 mw = a, - 1, 注 意 到 , 据 序 下 的 网 成 法 
则 知 ,出 一 个 育 数 mw 的 出 现 可 推出 前 面 出 现 了 a. 现在 ,假定 序列 
中 出 现 了 重复 的 数 ,前 头 出 现 的 是 ish ai = ani <j. 

当 a 是 奇数 时 (由 构成 法 知 a; 不 会 是 偶 的 } 除非 a; 是 序列 中 
的 第 一 个 数 a = a。= 2" - 1, 则 存在 - :个 数 使 得 

= 0 <i 
于 是 ,mi;@ 仅仅 它们 的 最 后 一 个 数位 置 字 不 同 , 因 此 数 mi， 
9;-13 Qi-t 有 相同 的 最 后 rn - 工 个 数位 字 , 从 而 其 中 二 个 相同 ,这 和 与 
前 设 矛盾 . 

于 是 推 知 第 一 个 要 重复 的 数 本 身 是 a。= a; = 2" - 1, 后 … 结 
果 扒 出 

wi= limod2),0<:<n 


因 w ;是 奇数 ,or 在 其 前 面 出 现 . 换 句 话说 ;对 应 于 w 1, 在 a 前 


面 存 在 两 个 以 0 为 其 第 ~… 位 数 ,随后 是 n ~ 2 个 1 的 数 , 即 w-， = 
2 - 1,eri = 2"! -2. - 
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ai 和 erFi_i 这 两 个 数 的 最 后 n - 工 个 位 数 相同 ,因此 ,它们 
仅仅 第 一 位 数 不 同 . 当 两 者 均 多 为 奇数 时 (同样 ,aj_z 为 奇 ), 四 二 
与 a 在 它们 前 面 出 现 , 故 对 应 于 6&2 在 二 前 面 有 守 个 不 同 的 
以 0 为 其 第 二 位 数 而 其 后 是 (n - 3) 个 :的 数 .其 中 两 个 是 2 - 
1 与 2*-? -2. 

由 于 这 些 数 能 编 成 前 n - 1 位 数 相同 的 教 对 ,重复 这 同一 理 
由 ,得 ; 

对 应 于 mk = 3,4,… sn - 1), 知 在 a 前面 有 2 个 不 同 的 
数 .以 0 为 其 第 大 位 数字 ,其 后 是 m -上 -1 个 1. 其 中 两 个 是 
2" -1 或 23 汪 -2. 

这 样 ,在 aj 前 面 便 有 2 +4+…+2t+…+2 = 2 加 一 2 个 
数 .由 于 这 些 数 包括 了 以 0 作为 其 任 一 位 数 ( 除 最 后 一 位 数 外 ) 的 
所 有 数 ,这 2" 个 数 中 剩 下 的 两 个 便 是 2 - 1 与 2* -2, 即 w 与 
at 这样 ,全 部 2" 个 数 在 序列 中 出 现在 第 一 个 数 m 重复 之 前 , 因 
此 , 若 序 列 终 止 于 上 9, 则 和 个 数 中 的 每 一 个 都 只 得 到 一 次 . 


6.52 给 定 xn 个 不 同 的 自然 数 , 试 对 
{1)n = 5; 
(2)n = 1 989. 


证 明 ; 存 在 某 个 无 穷 的 正 数 等 差 数 列 , 其 首 项 不 大 于 公 
匡 , 且 数列 的 项 中 怡 合 有 3 个 或 4 个 所 给 定 的 数 ， 
(第 52 届 甘 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


证 明 ”对 性 一 整数 e, 考 虑 它 的 二 进 制 表示 , 即 


全 《aat 1…G1)2 = 2 “ 271 
j= 


其 中 = 1,a = 0 或 1,j = 1,2,…,k-1. 

当 m = 时, 我们 先 来 考察 所 给 定 的 5 个 自然 数 的 二 进 制 表 
示 中 的 末 位 数 ai， 

如 果 它 们 不 全 相同 , 则 因 其 中 只 有 0 和 1 两 种 情况 ,所 以 其 中 
会 有 3 个 或 4 个 mi 是 相同 的 ,其 余 的 1 个 或 2 个 与 它们 不 同 . 

如 果 这 相同 的 3 个 或 4 个 mi 等 于 1, 则 将 等 差 数列 的 首 项 取 作 
1 将 公差 取 作 2, 于 是 所 得 的 无 穷 的 正 数 等 差 数 列 {( 为 奇数 列 ) 中 
将 含有 相应 的 3 个 或 4 个 自然 数 ,而 不 含有 其 余 的 1 个 或 2 个 自然 
数 . 

如 果 这 相同 的 3 个 或 4 个 ai 等 于 0, 则 将 这 个 等 盖 数 列 的 首 项 
取 作 2, 将 公差 也 取 作 2, 同样 可 含有 相应 的 3 个 或 4 个 自然 数 . 

如 果 这 5 个 自然 数 的 二 进 制 表 示 中 的 末 位 数 a 全 都 相同 ,就 
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再 看 它们 的 次 末 位 数 ,如 果 仍 全 部 相同 ,再 看 a3,… ,总 之 ,能 找 心得 体会 拓 广 疑问 
到 某 一 位 数 a; 不 全 相同 ,市 a;_1…ai 全 都 相同 . 

于 是 , 由 a; 中 必 有 3 个 或 4 个 是 相同 的 , 这 时 ,如果 
{aai_i…al)a 地 0, 则 将 等 莽 数 列 的 首 项 就 取 作 (aai-1…at)a 所 对 
庶 的 十 进 制 正 整数 ,如 果 (eiei- et) = 0, 就 将 首 项 取 作 2 ,并 
且 都 将 公差 取 作 2', 于 是 所 得 的 正 数 无 穷 等 善 数列 即 能 满足 要 
求 . 则 nm = 5 时 ,结论 成 立 . 

下 面 证 明 n = 1 989 时 结论 成 立 . 

假设 对 任何 5 < n 冯 由 ,结论 成 立 . 我 们 证 明 m = m +1 时 ， 
结论 成 立 ， 

我 们 依次 考察 这 m+ 1 个 自 姑 数 的 一 进 抽 表示 中 的 各 位 数字 
ls 2 ,直到 找到 某 一 位 数 人 应) 不 全 相同 ,而 i 全 


都 相同 .由 于 wa € 10,11 , 则 至 少 有 [ 于 十 了 ] + 1 个 数 等 于 0, 或 至 
少 有 [下 六 +] + 1 个 数 等 于 1, 但 均 不 会 超过 m 个 , 对 至 少 有 
[于 二] + 1 的 那些 a; 所 对 应 的 自然 数 ,它们 的 数目 在 5 至 m 之 


间 , 使 用 归纳 假设 ,如 果 它 们 的 数 自 怡 有 3 或 4 个 就 直接 外 理 ,这 
样 对 芷 三 机 十 1 时 ,结论 也 成 立 . 
从 而 由 数学 归纳 法 证 明了 对 n 六 5 的 自 热 数 结论 都 成 立 . 


6.53 对 每 一 个 正 整 数 =, 若 呈 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 为 价 
数 , 则 令 a， = 0, 理 则 令 m = 1. 证 明 ; 不 存在 正 整 数 上 和 mm， 
使 得 


人 = Omti = tm Og j 生 机 -1 


【第 53 届 关 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1992 年 ) 


证 明 由 题 设 的 规定 易 得 
Gan = Oardmtl = 1- 0%m = 工 一 gr 
假设 存在 正 整 数 天 和 m 满 是 条 件 ,并 假定 mn 是 使 得 条 件 成 立 
的 最 小 值 . 
如 果 mm 是 奇数 ,不 妨 设 {i = dim = lm = O(a = 1 的 情 
形 可 以 同样 处 理 ). 
因为 不 论 上 还 是 上 + m 是 偶数 
QE4l = Ormtl = 人 am = 1 
再 因为 ,不 论 & + 1 还 是 + m + 1 是 偶数 ,都 有 
Qk#2 = dtmi2 = rim42 = 0 
由 此 下 去 ,yoityeiyerw 1 在 0 与 1 之 间 是 交替 的 . 
于 是 ,因为 m - 1 是 偶数 ,有 
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但 是 , 因为 不 论 上 + m - 1 还 是 下 + 2m - 1 是 偶数 ,都 有 
an = G542m = 1, 推 出 矛盾 . 
如 果 m 是 偶数 ,取出 项 加 = Qtrmti = Grr2mH(0 过 了 挟 
m -1) 的 所 有 下 标 , 并 利用 + 为 偶数 时 ,am = a5+ 可 以 得 到 


a[#] 4 = o[#]19e = eftern0 < i (2)-1 
这 与 m 的 最 小 性 矛盾 .因此 ,不 存在 符合 条 件 的 和 m. 


6.54” 设 自然 数 n 为 17 的 信 数 , 且 在 二 进 制 写 法 中 恰 有 三 个 
数码 为 1, 证 明 :n 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 六 个 数码 为 0, 且 若 


栓 有 7 个 数码 为 0, 则 nr 是 偶数 ， 
(英国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


证 明 ”因为 ”的 二 进 制 写法 中 怡 有 三 个 数码 是 1, 其 余 都 是 

0, 所 以 它 可 专 甫 为 
n= 2 +42 +2" 
其 中 ,1,m 为 非 负 整 数 ,是 上 < < mm. 

如 果 n 的 二 进 制 写法 中 0 的 个 数 小 于 6, 则 m < 7. 

当 ! =0,1,2,3,4,5,6,7 时 ,2: 被 17 除 的 余数 依次 为 1,2,4,8， 
-1,-2,-4,-8. 林 以 验证 ,其 中 任意 三 个 数 之 和 均 不 能 被 17 整 
除 , 从 而 n = 2 + 2 + 2”" 不 能 被 17 整除 ,与 题 设 矛盾 ， 

因此 ,在 = 的 二 进 制 中 至 少 有 6 个 0. 

如 果 # 的 二 进 制 写法 中 人 恰 有 7 个 0, 则 于 = 9， 

如 果 为 奇数 , 则 的 二 进 制 表示 中 最 末 一 位 起 1, 从 而 此 = 
0, 由 于 

2 2m = 2 + 2 = 513 = 3(mod 17) 
则 为 使 " 是 17 的 倍数 ,应 有 
2{ =- mod 17) 
但 是 , 当 了 E 11,2,…,8| 时 
2 二 -30mod 17) 
出 现 了 矛盾. 
因此 = 为 偶数 ,这 样 的 偶数 确实 存在 ,比如 
n=2+B+2 = 578 = (1001000010), 


本 1 可 
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6.55 ”证 明 : 有 无 限 儿 个 形 如 5° 的 数 ,n EN, 在 它们 的 十 进 


制 写 法 中 至 少 接连 出 现 1 976 个 0. 
(评委 会 ,越南 ,1976 年 ) 


证 明 “我们 证 明 , 对 和 任意 点 后 N, 有 无 限 多 个 m 所 N, 使 得 
57 =1(mod 2*) ,事实 下 ,由 狄 利克 雷 原理 ,在 吕 , 引 , 邓 ,…, 人 Pt 中 
至 少 有 两 个 下 与 和 9,p > 9 ,它们 被 站 除 的 余数 相同 .于 是 它们 的 


益 % -59 = 59(S 7 - 1) 被 2 整除 .因此 52-9 -1 以 及 Se 人 - 
1,r EN, 都 被 2# 整除 ,于 是 对 短 个 mw = rlp - gr 和 EN 有 

5S* = 1(mod 2:),S"+t = St(mod 10*) 
即 5"t# 的 未 尾 上 个 数字 构成 5+ 的 十 进 制 表示 , 取 卡 马 N, 使 得 
2* > 101 6, 则 


5 一 10° < 10:-1 6 


即 夺 的 十 进 制 写 法 中 至 多 售 有 -1976 个 数字 ,因此 5"** 的 末尾 
£ 个 数字 中 , 非 零 的 数字 只 能 是 最 后 那 二 - 1 976 个 ,而 其 余 ( 接 连 
出 现 的 )1 976 个 数字 都 是 0. 结论 证 毕 . 


6.56 -由 位 数 (xyat)s 称 为 8 进 制 中 的 稳定 数 ,如 果 { xyzt)p = 


(deba}n ~- Cabcd)n ;其 中 asbaee 是 由 x,y,z,! 依 递 | 


增 师 序 排列 商 得 . 试 在 8 进 制 中 确定 所 有 的 稳定 数 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候 选 题 ,1985 年 } 


解 ” 如 果 c > 4，. 

则 由 (deba)g (abcd)s 上 太志 5<csd 得 
a+B-d=t DD 
b-l+-cec= 了 @ 
ct-b=y 二 

锂 一生 一 才 @ 
如 果 e = 5, 则 有 
+B-d=t 


b-l+B8B-c=2 

c+8-1-b=Y 辣 | 

d-l-a=x [人 

当 c = 各 时 ,四 和 岛 可 得 
y=B-1, z=B-|I DD 

因为 在 B 进 制 中 ,x,y,z,! 的 最 大 值 为 8B - 1, 由 全 知 ,x,y， 
z,t 中 至 少 有 两 个 达到 最 太 值 8 - 1, 于 是 必 有 @ = BB-l1,c= 
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及 由 ec = 58 知 ,b= BB-1. 由 全 知 
a<ada=*=b 


所 以 让 三 如 
再 由 图 得 2a= BB-2 
由 心得 a=t_B+d-=B-1-B+8B8-1=B8-2 
于 是 有 2a=B-2=28-4 
即 B=2,0=0=x 
这 与 (xyzt)s 为 四 位 数 了 矛盾. 
于 是 必 有 c > 五 . 
(1) 如 果 a = bc = 了 由 国 ,四 可 得 
=y+l 
所 以 有 a= c=0 
再 由 鲜 ,d - a = x 化 为 c - a = c, 于 是 
站 = 作 
由 全 得 c=1 


进而 由 二, 回 得 8 = 2. 于 是 得 到 一 组 解 
《il00)。 -《0011)。=《1001)2 


(2) 如 果 a < 或。 < 4d, 这 时 
c-b+lead-a 


由 加 加 得 xXy+2 

所 以 Xu 

如 果 x = d ,由 国 得 e =0, 由 中 ,四 得 
zt>0 

所 以 y= a= 

由 翅 ec 一 由 = 

由 办 z= FF-2 

于 是 c=z=B8B-2 
t=b=8-3 

再 由 d=3 

所 以 B-2=cah Bae5 


由 B= 4 得 d = 3,c = 2.b= 1,a=0, 即 
(3210)4 -〈0123)。 = (3021)4 
由 B=5 得 & = 3,c = 3,8 = 2,9 =0, 即 
(3320)s — (0233)s = (3032)s 
如 果 % = e, 由 于 z 3 所 所 以 z = dd 
由 人 中,t > a, 所 以 


y= GE 
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由 外, 四, 轩 ,四 可 解 出 
38 4B 28 加 
54= 5 -1b= s'0=-5s-! 
因此 , 当 51B 时 ,可 得 到 需要 的 解 . 
如 果 * = 3, 则 


y= a,s= dt=e 
由 句 , 团 得 c=a+8+1ld=a+b 
此 时 4 <。 与 4 6 逆 盾 . 


于 是 8 进 制 中 的 稳定 数 为 
{1001),, (3021)4, (3032)s 
38 8 48 28 
长 151 3) .518 


6.57 a 是 一 个 正 整数 ,使 得 a 是 51 宇 -1 的 售 数 ,求证 ;在 5 


进 制 下 ,a 的 表达 式 至 少 有 1 994 位 数 不 同 于 零 . 


. 证 明 ”由 于 对 每 一 个 正 整 数 * ,利用 


Sr x = x 1) 


可 以 知道 
Sx = x{mod(5 ™ _ 1)) 
设 在 5 进 制 下 


这 里 a 10,1,2,3,41 ,0 二 上 志 nn; 且 a > 0, 在 5 进 制 下 
51%4 _] = 44…p4(1994 个 4 
由 回 ,@ 及 题 设 , 有 n 2 1 993, 将 a 以 每 1 994 位 数 为 一 
利用 岛 , 有 


a 1 994 4 
I = 9 wa ando + 3 1 987 十 人 3 006'" 立 | 904 十 


D 
名 
0 = onen-1Gn-2 032G1a0 ® 
二 
上 段 ， 


3 5 150M 十 + Sh od 1 
这 里 = 1 994| 区] ,| 区] 表示 不 超过 村 络 ; 的 最 大 整数 .为 
了 与 前 面 公式 统一 ,这 里 写 引 (4 EN) 以 代替 5 进 制 下 101 1. 


由 公式 加 和 人 名 ,有 
在 有 Hm B20 00 十 G3 m1 0 960 ”下 1 994 十 
5 91 95 90 3%8 + Gua-1" LC modt5! 2 — 1)) 加 
对 本 题 结论 用 反 证 法 . 假设 有 某 个 正 整 数 ,满足 题目 条 件 ， 
但 是 这 4&4 在 5 进 制 下 至 多 有 1993 和 位 数 不 等 于 零 .在 5 进 制 下 ,两 个 
数字 4 晤 B 相 加 ,它们 的 和 中 不 等 于 零 的 位 数 个 数 小 于 等 于 4,8 
中 不 等 于 零 的 位 数 个 数 之 和 . 这 一 结论 很 显然 ,在 切 进 制 下 也 成 
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立 , 在 四 的 右 端 ,不 等 于 零 的 位 数 至 多 有 1 993 个 (因为 @ 的 右 端 
和 中 不 等 于 零 的 位 数 应 小 于 等 于 a( 注 意 公式 国 ) 中 不 等 于 零 的 
位 数 ). 国 的 右 端 比 a 小 多 了 .再 将 的 右 端 类 似 加 进行 分 段 ,再 
得 到 类 似 @@ 右 端的 一 数 .在 5 进 制 下 ,这 数 至 多 有 1 993 位 数 不 等 
于 零 .日 这 数 比 @ 的 右 端 小 多 了 .如 此 继续 下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 
个 至 多 1 995 位 数 
6 = Blomb 9 babs bo PD 
4 与 a 在 mod(5 叶 1) 意义 下 同 余 , 即 5 也 是 51 罕 -1 的 倍数 .但 
是 5 至 多 有 1 993 位 数 不 等 于 零 ,但 是 在 5 进 制 下 ,至 多 1 995 位 数 
中 是 后 叶 - 1 倍数 的 公 下 述 5 个 ,它们 在 十 进 制 下 写 出 来 是 
51% 1,05% 1) 2,05 1).3 
(S14 — 1) -4,519+ — 1).:5 @ 
在 5 进 制 下 ,参考 国 , 上 述 5 个 数 分 别 为 
44…4(1994 个 4) ,144…43( 中 间 1 993 个 4 
244…42( 中 间 1 993 个 省 
344…41 中间 1993 个 4),44…40(1 994 个 和 由 
这 5 个 数 不 等 于 等 的 位 数 个 数 都 超过 1 993 个 ,矛盾 . 


6.58 设 a,5,n 都 是 自然 数 , 并 且 a >1,b > ln > 1; 叉 
4 1 和 4. 是 a 进 制 数 ,B 和 BB 是 3 进 制 数 ,并 且 A, ,4。， 
号 -1 和 BB 可 表示 为 如 下 形式 

和 = 0( a 进 制 写 出 ) 

Bl = XlXn2' "X00 B, = Yown TO 起 进 制 写 出 ) 
此 处 和 和 关 0,x_1 关 则 , 

试 证 ; 当 a > 5 时 

1 中- 


4 B, 
(第 12 局 国际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


证 法 1 由 a 进 制 的 定义 


An] = Ka + 2 


A 


其 中 a > 1, 所 以 有 


1 nd 


4 Wan + nA 


Yn 
1 : 1 1 
和 二 


同 理 
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| 1 Xn 
B, 一 1 1 1 
mit 
因为 a。 > 5 > 1, 则 十 < 十 ,并且 x 过 0,%%1 二 多 所 以 有 
1 1 1 
和 < 
1 1 
tt tt it 0 pn 
- Yn 
从 而 一 1 1 1 > 
nt nl 十 n+ Xo 
Tn 
1 1 1 
Tn nl tA nl + XO" pn 
- 二 1 Bi 
于 是 全 < 


证 法 2 先 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 引 理 : 对 于 任意 自然 数 
及 a > 5858, 有 
arB, — brAs > 0 
事实 上 , 当 m = 1 时 , 则 x > 0,xo > 0, 且 
ai - bAL = atxrb + xo) — bxia + xo) = xota — b>0 
所 以 ,na = ] 时 , 引 理 成 立 . 
假设 rn = 时 , 引 理 成 立 , 即 
atBy — DA > O, arBe > biA 
因为 a > 5, 所 以 有 
as > BtA 
at+18 Er > 0 
于 是 当 n = 大 + 工时 ,有 
air 有 2 tA = 
Cs + BB) - br astigyl + 机 = 
grtlB, — 只 > 0 
因此 a Bl > b+ A 
即 n = + 1 时 , 引 理 成 立 ， 
所 以 ,对 所 有 自然 数 n, 引 理 成 立 ， 
于 是, 由 引 理 可 得 


Bl A 1 
B, 一 A, = NB (MB 一 BA.1) 三 
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A hn(B. 一 Bx) 一 CA, 一 awn ) B,) 过 


CB, ~ bnd) >0 


， 4 如 -1 Bl 
所 专 A < 


证 法 3 引 人 辅 助 函 数 ， 
设 忠 k) 二 q(x) ;其 中 


n=-l] 
px) = Dn g(r) = p(x) + wn: 


因而 有 pla) = Ts, "A 
[EA 
gta) = plo)+ wx" a= ; ET = A 
人 _ pla) _ 1 
所 以 fe) = 2 -入 
_ p(B) _ Bo 
网 理 AD = 90) = 襄 


因此 ,要 证 明 当 a。 > 5 时 ,各 -! < 号 -: 成 立 ,就 等 价 于 证 明 


Ala) < 扎 5) 成 立 ， 
由 此 可 见 , 若 能 证 明 y = . 扰 x) 是 单调 递减 函数 , 则 命题 获 证 ， 
为 此 ,对 x) 求 导数 ,得 


f(x) = p'(x)g(tx) 一 pixIg (x) 


g(x) 
p' (xp(x) + re) ~ pa)(p (x) + mre A) 
qx) 上 
sn (ap x) np(a)) 
qx) 加 
n=-| a-] 
xn 人 it - : 4 mep) 
q(x) 
用 一 上 
xm tk 一 让) 一 zo) 
一 人 


由 于 > Ox > Om > On > lk-n<0,n 0,9(xr) > 
0, 所 以 当 x > 0 时 ,用 '(x) < 0. 

因此 放 x) 是 单调 递减 阔 数 . 

所 以 当 @ > 5 时 ,及 a) < 玉 4), 即 
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6.59 设 mn 和 为 已 知 的 正 整数 ,mm 以 十 进 制 表示 时 位 数 为 
d, 其 中 d < n. 求 (10" - 1)m 以 十 进 制 表示 时 所 有 各 位 数字 
的 总 和 . 


解 ”在 十 进 制 下 , 记 
mm = G1 OD 
这 里 gt 10,1,2,.,91 ,7 = 1,2,…,d,al 完 1. 
(10° - Dm = 10"p m = 
ra2 9d000(n 个 零 ) -alaz -aa @ 
Gay ad 1 225:91 从 左 到 右 第 一 个 不 为 香 的 数字 设 为 ai (Ek - 1， 
2,… 如), 即 


ak = ts 一 0 地 
注意 如 果 = d, 鲍 自行 消失 . 记 d”= rn- a,d" 是 非 负 整 数 ,从 
减法 运算 可 以 知道 (注意 > a) 
0102… at00…0(a + 日 -上 个 零 ) - qaz aa00…0(d 一 大 个 零 ) = 
10 kb Oa 在 2 0 一 下 个 零 ) Eh 
这 里 太 = m -1( 如 果 上 = 1, 则 式 鲜 右 端 a1a2…ay_1 部 分 消失 ). 
a = 10- ma =9 -二 
如 果 7 了 = 1,2,…, 志 -1, 式 四 右 端 中 间 有 -上 个 9. 记 (107 -1)m 
的 各 位 数字 之 和 为 4 , 则 


A= (Cartant + ott+h) + on — Ek)+ 


Car + a 二 GEI+ dR)= 

{ot Gt ot+a 1)+on A)+ 

{((9 0) FO otra) + 10- ac)) = 
k=] 

Dot oo) +t (oD) + (0 a)+ 


j=1 


| + {nn 一 ky 三 
已 一 1+9+Bn -k= On 二 
因此 (10" - 1)m 以 于 进 制 表示 时 ,所 有 各 位 数字 的 总 和 为 9n. 


6.60 求 一 个 三 位 数 , 它 具有 下 列 性 质 :将 它 的 数字 按 原来 


的 顺序 在 某 个 非 十 进 制 的 记 数 制 中 写 出 的 数 ,是 原 数 的 2 倍 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1961 年 ) 


解 ” 设 非 十 进 制 的 记 数 制 为 ¢ 进 制 ,并 设 这 个 三 位 数 在 十 进 
制 中 的 百 位 数字 ,十 位 数字 及 个 位 数字 分 别 是 x,y ,x. 
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由 题 意 得 
2(100x + 10y + 7) 一 
由 此 可 得 
(200 - ce)x + (20- cjy+z=0 全 
于 是 问题 归结 为 求 方程 中 的 适合 下 述 条 件 的 整数 解 x ,y,z,c 
1 过 xs 有 90<7y7s90<szs9 
Co XC YeD az 
我 们 首先 证 明 ,新 记 数 制 的 底 ec 只 可 能 等 于 15. 
事实 上 ,如 果 0 < ec < 14, 则 
{200 ~ ceo)xw + (20- c)y+z4x+67+z 
趟 中 不 可 能 成 立 . 
如 果 e = 16, 那 名 
{200 -cd+(2 加 -ely+z 过 -56r+4y+z 二 
— 536+36+9=-1l 
于 是 c = 15 
将 = = 15 代 人 方程 中 ,可 得 
—- 25x + Sy+2z= 人 0 过 
如 果 整 数 x,y 和 z 满足 方程 四 ,由 于 - 25x 和 5y 都 是 5 的 售 
数 , 则 z 也 应 是 5 的 倍数 .因而 z = 0 或 z = 5. 
阁 z = 0, 则 方程 他 可 得 
-SSx+y= 候 
因此 上 只 能 有 x = 1,y=5 
这 时 十 进 制 的 三 位 数 为 150, 在 15 进 制 下 
《150)5 = lS +5°.15= 300=2.150 
符合 题 日 要 求 . 
若 * = 5, 则 方程 人 @ 可 得 
— Sx+¥Y+1=0 
于 是 当 * >3 时 
-Sx+yY+le<-15+9+1=-$<0 
所 以 只 能 是 * < 3, 即 x = 1 或 x = 2., 


当 x=1 时 ,YY = 4. 

当 x = 2 时 ,y = 9. 

这 时 十 进 制 的 三 位 数 分 别 是 145 和 295. 
在 15 进 制 下 


(145)5 = 19 +4-15+5= 290 = 2.145 
{295) = 2 .13 419.15+5 = $0 = 2.295 
于 是 本 题 有 三 个 解 , 它 在 十 进 制 下 是 145,150 和 295， 
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6.61 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 n € N: 如 果 并 排 写 出 干 进 制 
记 数 法 中 的 数 玛 与 吧 , 则 其 中 十 个 数字 0,1,2,…,9 各 恰好 出 
现 一 次 . 


(南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 


解 ” 用 六 m) 骨 示 mE N 的 十 进 制 写 法 中 数字 的 个 数 , 则 对 
所 求 的 rn,f(n3) + fln*) = 10, 和 是 f(a) 3 4, 否则 n3 < 1 000, 即 
n < 0, 从 而 nt < 100000, 因 此 

fn fn 4+5< 10 
不 可 能 . 于 是 六 mm) = 4, nd4) = 6, 其 次 ,由 于 nw < 10 000, 而 
22 > 10000, 所 以 n < 22. 同样 ,由 于 nf > 100 000, 而 17 < 
100 000, 所 以 an > 17, 了 是 18 < n < 21. 由 于 任意 自然 数 都 与 它 的 
十 进 制 写 法 中 数字 之 和 模 9 同 余 , 所 坟 
nt 0+ +2+ + 9 (mod 9) 

因此 n(n + 1) = 0(mod 9) 
n = 19 与 20 不 合 这 个 条 件 ,而 21 与 214 的 末 位 数字 都 是 1, 所 以 
n = 2I 也 不 合 要 求 .最 后 ,经 直接 验证 ,18 = 5 832,18+ = 104 976， 
即 只 有 na = 了 8 合乎 题 中 条 件 ， 


6.62 ” 试 求 出 并 证 明 ; 所 有 的 正 整数 的 个 数 , 它 在 进位 制 的 
表示 中 数字 各 不 相同 ,并 且 除 去 最 左边 的 数字 ,每 一 个 数字 均 


和 它 左边 的 某 个 数字 相差 + 1. (答案 用 = 的 显 函 数 以 最 简单 
的 形式 表达 ) 
{第 19 届 美国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


解法 1 我 们 考察 满足 题 设 要 求 的 nn 进 制 中 的 位 数 的 个 数 . 

显然 ,这 个 上 位 数 应 该 由 上 个 连续 的 n 进位 数字 组 成 

为 此 有 下 面 的 结论 . 

(1) 对 每 个 上 = 1,2,…,n, 有 n -上 +1 个 可 能 的 上 个 连续 的 
n 进位 数字 的 集合 ， 

| 

(2) 对 十 给 定 的 个 连续 数字 ,符合 条 件 的 排放 方法 有 2*-! 
种 . 

这 是 因为 ,最 右边 的 数字 战 者 是 各 数字 中 最 大 的 或 者 蚌 最 小 
的 ,从 右 数 第 二 个 数字 是 剩 直 的 数字 中 最 大 的 或 最 小 的 ,… ,最 左 
边 的 数字 则 为 选 完 -1 个 数字 之 后 刹 下 的 数字 .这 就 是 说 , 陈 最 
左边 的 数字 外 ,其余 - 1 位 数字 每 一 位 都 有 2 种 选择 , 因此 有 
28-1 种 . 

(3) 对 每 个 堪 , 恰 有 一 -个 以 0 开头 的 天 个 连续 数字 的 排列 ,这 
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因此 ,由 (1),(2),(3) 可 知 , 满 足 要 求 的 上 位 整数 个 数 为 
(n~-k+1):.2:-!_1 
当 上 = 1,2,…,n 时 ,对 所 有 的 大 求 和 


yn kD 2 1 = 


{(20 + “0) 1) + ((2! +2 +2) -1)++ 
《(242 253) ~ 1) + (2°!1 1) = 
{2° -t+f2n -t+…+(22-1)+(2 -1))-m = 
{27 +2014+ 二 22+2) -2n = 2ntl-2p 一 2 
因此 ,满足 要 求 的 正 整 数 有 2*+1 - 2n - 2 个 . 


解法 2 ”因为 具有 0 不 能 作 第 一 个 数字 ,我 们 先 定义 F(n) 为 
n 进位 满足 题 设 条 件 的 整数 ,而 先 不 考虑 第 一 个 数字 是 否 为 0, 则 

Fll) = 1, 即 1 

F(2) = 4, 即 10.01,1,10|; 

Ft3) = 11, 即 10,01,012,1,10,102,12,120,2,21,2101 ， 

现在 建立 F(n + 1) 的 递 推 式 . 

注意 到 n + 1 进位 中 的 数字 申 有 三 类 ，; 

(1) 单一 的 数字 :0,1,2,*…,n; 

(2) 一 个 适当 的 = 进位 数字 串 , 接 一 个 紧 挨 着 最 大 的 未 用 数 


(3) 一 个 适当 的 n 进位 数字 申 , 接 一 个 紧 挨 着 最 小 的 未 用 数 


于 是 有 
Flin+l)= n+l1l+2F{n) 
F(t1l)y=1 
由 此 可 以 推 得 
F(n) = 2"*1— nn-2 
由 于 以 0 作为 第 一 个 数字 的 数 不 会 要 求 ,这 样 的 数 ,在 = 进 制 中 有 
0,01,012,… ,012…(a — 1) 
共有 m 个 . | 
所 以 所 求 正 整 数 的 个 数 为 
Fln)}—- n= 28t1 2n-2 
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6.63 一 个 正 整 数 育 被 称 为 7 -10 翻 人 倍数, 如果 把 NN 表示 成 
为 7 进 制 形式 以 后 ,然后 把 转 挤 后 的 数 当 居 10 进 制 看 正好 是 
2N. 如 51 = (102); 就 是 一 个 7- 10 翻 倍数 , 求 最 大 的 7- 10 翻 
倍数 . 


解 。” 设 (wk- etao)y 是 一 个 7- 10 翻 倍数 , 且 a 关 0, 因 


此 
2 x > or = Dy a0i D0 -2:378)a =0 

和 中 只 有 oo. ai 的 系数 是 负 的 ， 其 他 都 是 正 的 ， 因此 下 过 2. 又 由 于 

1 -2.F = 314, 所 以 i 2 3 时 ,系数 至 少 是 314. 而 
(10-2.7Da+t(l-2)a=- 0 

所 以 不 可 能 有 i 3 的 项 ,因此 只 能 有 上 = 2, 因 此 2a2 = 4a1 + a0， 

并 旨 要 求 wm 尽量 的 大 ,将 wm = 6 代 人 得 到 12 = 4ai + ao, a 也 要 

尽量 的 大 ,所 以 取 al = 3,ao = 0. 因 此 最 大 的 了 - 10 妓 倍 数 是 
{630) = 6. PF43.:7+0 = 315 


6.64 ”对 于 任意 正 整 数 ,证 明 : 存 在 一 个 每 位 数字 都 是 奇数 


的 n 位 数 是 5 的 倍数 ， 


证 明 = = 1 时 ,我 们 取 5 即 可 ,假设 n = 上 时 ,存在 一 个 每 
位 数字 都 是 奇数 的 上 位 数 4 使 得 站 | 4,5 个 每 位 数字 都 是 奇数 


全 数 的 差 都 不 是 54+' 的 倍数 的 倍数 ， 因此 


1 玻 SA TA Od 

' SF 9 与 9 与 
除 以 5 的 余数 两 两 不 同 ， 所 以 站 中 肯定 有 个 是 5 的 倍数 ,因此 
各, 34 5 本 ,了 7 下 ,94 肯定 有 一 个 是 St+1 的 倍数 . 由 数学 妇 纳 原 
理 ,命题 成 立 ， 


6.65 我 们 称 一 个 十 位 数 是 "有趣 的 数 " ,如 果 它 的 每 位 数字 


都 不 相同 , 并且 它 是 11 111 的 倍数 . 请 问 有 驳 少 个 “有 趣 的 
数 "? 


解 设 m= obecdefghi 是 一 个 有 趣 的 数 , 则 
于 三 ys 三 {mod 9) 


[和 
由 于 (9,1 111) = 1 
所 以 的 909 | 
设 + = bcde,y = JR 


心得 体会 拓 广 绪 问 


我 们 有 n= x+rras+y= 0(mod9 99) 


由 于 Oc<x+t+y<2x9 9%9 
所 以 x+Y=% 99 
这 样 只 能 有 a+tf=b+g=…=e+j=9 


每 一 对 都 有 两 种 选择 次 序 ,所 以 共有 120 x 2 个 这 样 的 数 ,但 是 我 


们 要 去 掉 首 位 为 0 的 ,所 以 共有 高 x 120 x 34 = 3 456 个 有 趣 的 数 . 


6.66 ”对 于 性 意 正 整数 n ,p(n) 表示 n 的 不 等 于 0 的 各 位 数 
op 
字 的 乘积 .5 = 2 p( 站 , 求 5 的 最 大 素 因 子 . 


解 ” 考 虑 所 有 的 “三 位 数 ":000,001,…,99, 共 1000 个 数 , 它 
们 的 各 位 教 字 的 乘积 之 和 为 
0-0.040.0:1+…+9.9.9= (0+1+ + 9) 
而 我 们 p(n) 的 定义 是 = 的 不 等 于 0 的 各 位 数字 的 霖 积 ,这 样 就 需 
要 把 上 面 的 0 都 更 改 为 1, 这 样 1000 项 之 和 = (1+1+…+9)3 = 
463 ,最 后 我 们 需要 去 掉 000 对 应 的 第 一 项 ,所 以 
S$=40-1=3x5x7x 1 
5 的 最 大 训 因 了 于 为 103. 


6.67 x 代表 整数 [(Y2)"] 《rn = 1,2,…) 的 十 进 制 表 示 中 的 


个 位 数字 ,请问 xi ,x2,…, xa，…' 是 不 是 循环 的 ? 


解 ”我 们 来 关心 x1,x2,…,x,，,… 的 奇偶 性 ,定义 新 数列 !y, 
如 下 :车 % 是 偶数 , 则 y= 0; 若 xm 是 奇数 , 则 y= 1. 若 mm， 
x2,…, 14." 是 循环 的 二 1y,1 是 循环 的 二 172aw1| 是 循环 的 ,我们 
来 考察 1 和, 把 [2 表示 成 为 二 进 制 小 数 , 把 它 乘 以 2" 得 到 
(2)2"+1, 由 于 奇数 的 二 进 制 表示 最 后 一 位 为 1, 偶数 的 二 进 制 表 
示 最 后 一 位 为 0, 所 以 (WJ2)"+ 的 整数 部 分 的 最 后 一 位 就 是 y2。,3， 


由 于 2 乘 以 一 个 二 进 制 小 数 就 相当 于 把 它 的 小 数 点 向 右 移动 ” | 


位 ,因此 yt 实际 上 就 是 /2 的 二 进 制 表示 中 小 数 点 右边 第 n 位 
数字 ,由 于 /2 是 无 理 数 , 所 以 它 的 小 数 表 示 表 定 不 是 循环 小 数 , 这 
样 yw1 肯定 不 循环 ,因此 x ,x2… ,x,，… 不 循环 ， 


6.68 求 (f3 + 设 站 吗 十 进 制 的 个 位 数 , 以 及 首位 小 数 . 
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解 显然 a = {V3 +42)”" + (3 -Y2)*" 是 正 整数 , 令 e = 
Y3 +Y2,d = 上 -2 显然 有 0 < d < 1,cd = 1. 代 人 算得 前 两 项 
1 = c+ d= 10a = dj -20cd)2 = 98 
并 月 Dar? = Gdn+t! 一 (ced)?a, = 0a -An 
因此 对 于 所 有 的 正 整 数 m 都 有 miz = 一 an(mod 10) , 故 
0 004 三 《一 lg =- $= 2(mod i0) 
而 [i | 
坡 (Y2 + AD) = m - 玫 忠 个 位 数字 为 1, 首 位 小 数 为 9. 


6.69 S(x) 代表 x 的 十 进 制 下 每 位 数字 之 和 . 
(1) 证 明 : 对 所 有 正 整数 =, 总 沪 4 < 5, 这 个 上 界 还 能 改 


进 吗 ? 


开明 ,SLx). : 


证 明 (1) -- 个 整数 乘 以 2 的 时 候 , 如 果 发 生 进位 最 多 只 能 

进 1, 而 且 这 个 1 加 到 上 -… 位 以 后 不 会 发 生 连 锁 进 位 ,因为 前 一 位 
乘 以 2 雇 后 镜 下 的 最 多 是 8, 因此 由 数学 归纳 法 容易 证 有明， 
5S{2x) = 2 5S(2d), 其 中 a 取 澳 x 的 十 进 制 的 每 - -位 数字 ,而 
S(x) = > S(d) 是 显然 的 . 很 容易 验证 对 于 每 一 个 个 位 数 dd， 
Sa) < 53(2d), 因 此 

S(x) _ > s(a) 

S(2x) = 》 5(24) ™ 
而 S(5)》 = 5S(10) ,所 以 上 界 $ 不 能 改进 了 . 


Stas) 3 万 +4 
S{3a1) ” 3 无 界 . 


(2) 设 a = 33-…34, 则 


6.70” 求 所 有 的 正 整数 5 ,使 得 5 可 以 整除 一 个 十 进 制 每 位 


数字 不 等 于 0 的 数 . 


解 (1)》 如 果 是 10 的 倍数 , 划 它 的 倍数 坟 尾 肯定 是 0, 不 可 
能 符合 要 求 . 

(2) 如 果 rn = 5 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,存在 一个 每 位 
数字 都 是 奇数 的 上 位 数 是 rn 的 倍数 ,上 = 1 时 ,显然 ; 设 = 上 时 成 
立 , 来 考虑 = :1+1 的 情况 , 设 放 是 一 个 每 位 数字 都 是 奇数 的 :位 


余数 都 不 相同 , 因此 其 中 必 有 一 个 是 5 的 依 数 , 故 118 ,3 村 ,5 型 ， 


必得 体会 扼 广 疑问 


7 好 ,9 时 有 一 个 为 3 的 倍数 . 

{3)n = 站 ,由 数学 时 纳 法 可 以 证 明 存 在 一 个 每 位 数字 不 等 王 
0 的 二 位 数 是 rn 的 倍数 ,大 = 工时 ,显然 ; 设 上 = 1 时 成 立 , 来 考 惠 
上 = + + 1 的 情况 , 设 是 每 位 数字 都 不 等 于 0 的 ;位 数 并 日 是 2 


的 倍数 .如 果 廊 为 奇数 , 则 WW 是 211 的 倍数 :如果 才 为 偶数 , 则 5 


是 211 的 倍数 . 
(4 若 tn,10) = 1, 则 1 1 中 人 至少 有 两 个 除 以 n 


的 余数 相同 ,这 样 它们 的 差 就 是 = 的 倍数 .由 于 (Cn,10) = 14, 去掉 
差 后 而 的 0 可 以 得 到 一 个 1 1 是 nn 的 倍数 . 


(5 = mat, 其 中 (mJ0) = 1,4 = 2 或 5 由 前 面 的 讨论 存在 
一 个 每 位 数字 部 不 是 0 的 数 N, 使 得 入 是 a 的 信 数 , 则 N,N,…， 


请- 一 育 中 至 少 有 两 个 除 以 m 的 余数 相同 ,这 样 它们 的 头 就 是 m 的 
倍数 ,由 于 (m,10) = 1, 去 掉 差 后 面 的 0 可 以 得 到 一 个 NY-…N 是 n 


的 倍数 ， 
综 上 所 述 ,如果 rn 不 是 1 的 倍数 就 可 以 满足 要 求 ， 


和.7] 《1) 证 明 : 连 续 的 个 正 各 数 中 ,肯定 存在 一 个 数 的 数字 
和 蚌 11 的 倍数 . 


(2) 对 于 连续 38 个 下 整数 .上述 命题 不 成 立 ,请 找到 最 小 
的 反例 . 


证 明 “我们 记 ad(n) 为 正 整数 = 的 各 位 数字 之 和 . 

i 当 正 整数 x 术 尾 为 0 时,n,n +t],n+ 人 9 这 10 个 数 没 有 
发 生 进 位 ,所 以 数字 和 也 部 是 连续 的 10 个 整数 ,因此 当 d(n) 对 
jmed 1 时 ,n,n + 1,…,n +9 中 必 有 -- 个 数 的 数字 和 为 11 的 信 
数 . 

i 当 n 末尾 恰好 有 Ck > 1) 个 9, 则 

dn+1) = din}4+] 9k 
诈 若 请 末 尾 为 属 , 且 
dtn) = dn + 10) = 1(mod 11) 

显然 dfnr+9l= err+o9=Iotmod ll) 
盆 谴 m+9 末 嵌 有 才 个 9, 则 
2= dn+ 0)- dn + =1 -0kmod ll) = 6 (mod 11) 

(1D) 假设 现在 有 39 个 连续 正 整数 5, 它们 的 数字 和 都 不 是 11 
的 倍数, 其 中 最 小 的 10 个 中 必 有 一 个 尾数 为 0 设 为 n, 则 nw + 10， 
n+20€ 58,H dn}) = din+10) = dln + 20) = 1(mod 11), 这 
样 n +9,n + 19 末 尾 都 至 少 有 5 个 9, 这 样 n+ 10,n + 20 都 是 
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1 000 000 的 以 数 ,矛盾 . 

(2) 如果 存在 38 个 连续 正 整 数 的 反例 , 设 这 些 数 为 N,N + 
1,…:A + 37. 根 据 以 上 的 讨论 ,只 能 有 NN + 9 尾数 为 0 

d(N +9) = d(N + 19) = 1(mod 11) 

这 样 d(N + 18) = 10(mod 11) 
且 N+ 18 末 尾 至 少 有 6&6 个 9, 这 样 N+ 18 最 小 可 能 为 999 999, 此 
时 38 个 数 为 999 981,… ,1 000 018, 容 易 验 证 它们 当中 的 确 没 有 一 
个 数 的 数字 和 为 11 的 倍数 . 


6.72 是否 存在 19 个 不 同 的 正 整 数 ,它们 的 和 为 1 999, 并 且 


每 个 数 的 数字 和 都 相同 . 


解 ”假设 存在 这 样 的 19 个 数 ,它们 的 数字 和 为, 则 其 中 必 

然 有 一 个 数 小 于 等 于 [于] = 105, 它 的 数字 和 上 上 最 多 是 18. 由 
于 每 个 整数 和 它 的 数字 和 除 以 9 的 余数 相同 ,所 以 

k= 19k = 1 999 = 1{mod 9) 
所 以 下 = 1 或 10. 若 8 = 1, 则 19 个 数 都 是 10 形式 ,出 于 都 小 于 
1 999, 所 以 此 有 两 个 相同 ,矛盾 . 因此 只 能 有 让 = 10. 而 数字 和 等 
于 10 的 最 小 20 个 数 为 19,28,37,…,91,109,118,127,… ,190,208， 
其 中 前 面 1 个 数 的 和 等 于 1 800, 而 

1 800 + 190 = 1 990 x 1 999 
所 以 19 个 数 中 最 大 的 数 大 于 等 于 208, 此 时 19 个 数 的 和 大 于 等 于 
1 800 +208 = 2 008 六 1 999, 所 以 满足 要 求 的 19 个 数 不 存 在 . 


6.73 设 m 是 合 数 ,p 是 的 真 因数 , 试 求 合 (1 + 2 + 


2*?)m -1 能 被 2* 整除 的 最 小 自然 数 m 的 二 进 制 表示 . 


解 设 n= ph,k >1, 
显然 有 mw zz 2", 再 利用 = 的 最 小 性 我 们 可 知 1 < m < 2 如, 即 
m 的 二 进 制 表示 至 多 是 = 位 数 . 设 mn 的 二 进 制 表示 中 从 右 到 左 每 
P 个 数字 组 成 一 段 ,并 依次 记 为 A1, 42,…, A, 依 题 意 有 
[dd 


+) se 


由 十 看 的 竖 式 我 们 可 知 ,4; 应 为 00…01, 从 而 4z 应 为 
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11…11, 43 应 为 00…00. 并 且 用 归纳 法 易 得 若 2 二 了 二 上 -1 则 而 
车 上 为 偶数 , 则 为 11…11, 若 1 为 奇数 , 则 为 00…00. 

于 是 车 上 是 奇数 , 则 在 竖 式 中 ,4 为 00…01,44 1 为 11…11， 
且 从 nn -=- P 位 上 进 了 1 到 m-P+1 位 ,所 以 本 为 1…11, 从 而 
"= A100.00 * 000 0 

Pp 个 P 个 PP 个 小 个 个 
?和 
若 大 是 偶数 , 则 类 似 地 可 求 得 A 为 11…10, 即 


m = 【11…1000…0011 11 … 00…0011…1100…01)> 
ed dd 
个 个 Pp 个 4 个 个 p 十 


6.74 对 于 任意 正 整 数 丰 ,大 8) 表示 集合 f+ 1 + 2,…， 
2 内 在 二 进 制 表示 中 恰 有 3 个 1 的 元 素 的 个 数 . 
《1 求证 :对 每 个 正 整 数 m ,至少 存 在 一 个 正 整 数 丰 ,使 得 


fk = m. 
(2) 确定 所 有 的 机 整数 m, 使 得 恰 存 在 一个, 满足 
Fk) = 由， 


和 证明” 设 s(a) 表 示 正 整数 = 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 ,并 定 
义 4 为 : 若 sfa) =3 则 40a) = 1; 若 s(n) 3, 则 Altn) = 
0. 

若 正 整数 所 二 (am "agao); 则 

2n = {am_1 01000) 


n+ = (ae aienotyz 
所 以 s(2n) = stn) 
即 有 A(2n) = ACn} 
并 且 st2n + 1) = stn)+] 


依 题 意 
fk + 1) = ACE + 2) + (E+) + 十 
AC2E) + AC2k + 1) + AC(2E + 2) = 
(FE + 1) + AE 2) + + 2E)) + 
ACDE + EY + AC2E + 2) — A(kK + 1) = 
FORY 4 ACE +41) 4 CACQE+2) - ACk+1)) = 
FR) + ACZE + 1) 
即 有 
fk), sk) #2 
ArD= ro s(£) = 2 也 
由 名 并 注意 到 了 (1) = 0 及 有 雹 穷 多 个 正 整数 = 满足 sf(r) = 2, 中 
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得 证 . 
设 有 正 整 数 m 使 得 恰 存 在 一 个 上 满足 /Ek) = m, 则 应 有 

FE = FOR + 1 AF-1) = fF)-1 
由 中 即 有 sk-1)= s(tk)=2 

车 大- 1 是 偶数 , 则 s(E) = st 上 一 1) +1, 这 不 可 能 . 故 关 -1 
是 奇数 ,又 注意 到 s(k - 1) = 2, 从 而 上 -1 具有 形式 上 -1=2 + 
1,1 是 正 整 数 , 即 上 = 2 + 2, 为 使 3(k) = 2,1 还 须 满足 ! > 2. 

下 面 我 们 来 计算 f(2: + 2) ,i 是正 整数 且 1 > 2， 

在 所 有 二 进 制 表示 不 超过 ?位 的 正 整 数 1,2,…, 半 -1 中 有 局 
个 正 整 数 ,它们 的 二 进 制 表示 中 怡 有 2 个 1 ,从 而 由 中 及 天 1 =0 
可 知 f(2!) = 名, 进而 

F242) = FD +1) +1 = /2) +1= 0+1 


于 是 (2) 中 所 求 的 应 为 具有 形式 十 - 方 !+1.1 是 大 于 等 
于 2 的 正 整 数 . 


6.75 证明: 数 2" 的 各 位 数字 之 和 随 着 = 的 增 大 而 趋 于 无 穷 . 


证 明 “对 于 某 个 确定 的 正 整 数 ,由 于 2" < 10", 故 不 妨 设 
2 = 《aa Ql] jwo( 前 若干 位 数字 可 能 为 0) - 


下 面 证 明 : 如 果 正 整数 j 满足 1 < j < 才 , 那 么 数字 mr 
全 2 4 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 
假设 对 某 个 正 整数 j,1 < j < 才 , 有 


tl = Hr2 = C4 = 0 
设 e = (aai-1…ae261j0, 划 有 
2 一 《= 《nan-1 El 00…0)m 


证 

从 而 10 1 2 -ec;, 因 此 中 412" - ee. 又 因为 m 有 和 ,所 以 24 12， 
于 是 站 1e. 

显然 有 el 0, 所 以 c 关 0, 从 而 由 站 1c 可 得 e > 2 = 地. 
但 是 c 是 一 个 7 位 数 ,c < 10 ,矛盾 ! 

这 一 矛盾 说 明 , 前 述 断 言 成 立 , 从 而 可 以 将 数字 al a2,…, an 
分 成 如 下 组 ,使 得 每 组 中 均 至 少 有 一 个 数字 非 零 

全 qs 04 


ss T6379" 16 


共 上 组 


[| [2 上 二 
rt 42 
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其 中 ,为 满足 本 < nn 的 最 大 正 整 数 , 亦 即 8 = [log mn]， 

于 是 对 于 任意 正 整 数 m, 数 2" 至 少 有 [iogtn] 个 数字 非 零 , 即 
2" 的 数字 之 和 不 小 于 [lognm]. 又 [logwrz] 随 着 n 的 增 大 而 趋 于 无 
大, 故 题 设 结论 成 立 . 

注 “事实 上 ,有 更 一 般 的 结论 : 

设 六 为 正 整 数 , 非 10 的 方 宪 , 则 数 jr 的 各 位 数字 之 和 随 荐 n 
的 增 大 而 趋 于 无 穷 . 

本 例 的 证 明 实 际 上 适用 于 N 为 个 数 且 不 是 5 的 倍数 的 情形 ， 
将 土 述 证 明 稍 作 修 改 即 可 适用 于 六 为 2 或 5 的 倍数 且 非 10 的 方 午 
的 情形 .对 于 一 般 的 正 整 数 点 , 尚 还 没有 一 个 完全 初等 的 证 明 ， 


6.76 证明: 每 个 不 能 被 10 整除 的 正 整 数 均 有 一 个 倍数 ,其 


数字 均 不 为 0. 


证 明 ”我 们 先 证 明 如 下 的 命题 . 

引 理 1 2 的 每 个 正 整 数 备 都 有 一 个 倍数 ,其 数字 均 不 为 0. 

解法 1 设 4 = 248 是 一 个 能 被 2: 整除 的 各 位 数字 为 1 或 2 
的 上 位 数 , 则 由 于 5$* + 吾 与 2. 5" 4+ 8 中 治 有 一 个 偶数 ,从 而 
1 - 10* +4 与 2，10* + 4 中 的 一 个 数 能 被 24*!1 整除 .因此 ,2 的 每 
个 正 整 数 等 2" 均 有 一 个 信 数 为 n 位 数 , 且 各 位 数字 为 1 或 2. 


解法 2 对 于 2 的 星 2", 它 的 末 位 数字 不 为 0. 设 这 个 数 从 末 
位 数 起 第 位 上 是 0, 而 后 面 的 所 有 数字 都 不 是 0. 我 们 把 2* ， 
10*"! 加 到 这 个 数 上 , 则 所 得 的 数 能 被 2" 整除 ,并 且 最 后 个 数字 
不 是 0. 继 续 这 个 过 程 ,最 终 可 以 得 到 一 个 能 被 2 整除 且 最 后 个 
数字 都 不 是 0 的 数 .现在 我 们 仅 保留 最 后 "个 数字 ,这 = 个 非 零 数 
字 构 成 的 数 显 然 能 被 2" 整除 . 


解法 3 ”考虑 各 位 数字 为 1 或 2 的 共 2r 个 n 位 数 . 因 为 其 中 每 
两 个 数 的 差 从 右 到 左 的 第 一 个 不 为 0 的 数字 总 是 奇数 ,所 以 这 个 
差 不 能 被 2° 整除 , 即 这 2" 个 数 mod 2" 互 不 局 余 ,它们 梅 成 mod 2* 
的 完 系 .从 而 其 中 恰 有 一 个 是 2" 的 倍数 ， 

与 此 理 1 类似 地 ,还 可 以 证 明 ， 

引 理 2 5 的 每 个 正 整数 短 都 有 一 个 倍数 ,其 数字 均 不 为 0， 

下 面 来 解 本 题 ， 

每 个 不 能 被 10 整除 的 正 整数 m 都 可 表示 成 m = a:，:, 其 中 
a 过,51,s 为 非 负 整 数 , 正 整 数 :与 10 互 质 . 

车 s =0, 即 1 = m,{m,10) = 1. 有 在 1,11,…,11… 直 中 必 有 


n+] 个 
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两 个 数 的 差 11… "00…00 为 m 的 倍数 , 丸 (m,10) = 141, 从 而 
为 m 的 代数 


“车 < > 加, 则 由 引 理 我 们 可 以 先 选 取 一 个 各 位 数字 均 木 为 0 的 
和 的 倍数 (aa eza0Dn. 将 (aa azai 看 做 * = 0 时 的 1， 
用 完全 类 似 的 办 法 可 以 让 上 明 在 
(adr a) 0 (A 1 01 a0 4" 2 ) 0 
中 必 有 -一 个 数 能 被 上 整 除 .又 (ae , 曲 = 1, 从 而 这 个 数 即 为 m 的 倍 
数 ,并 且 它 的 各 位 数字 均 不 为 0. 


6.77 ” 求 满 足下 述 条 件 的 所 有 主 整 数 关 二 > 1, 对 于 革 商 个 


互 异 的 正 整 数 mm 和;, 数 丰 +] 与 各 +1 是 彼此 将 对 方 的 数 
字 按 相反 的 次 序 排列 起 来 而 得 到 ， 


和 解 由 对 称 性 ,不 妨 设 m < n. 
因为 如 + 二 与 操 +1 服 有 相隔 的 位 数 , 所 以 
1k™ + EE) > k"+] 


地 
有 (IO -各 ”+9>0 出 

当天 时 ,10) = 11; 名 不 成 立 , 而 当 上 = 10 时 ， 
+ 分别 为 m+ 1 和 n+ 1 位 数 , 也 不 具有 相 问 的 位 数 ， 
因此 应 满足 < 9. 

大 3 村 放 = 2,4,5,7,8. 利 用 一 个 正 整数 和 它 的 各 位 数字 
之 和 对 9 同 余 ,我 们 有 

说 +1 三 各 +1mod9) 

即 (和 1) = 00mod9), 姑 rw so (mod 9) 

因为 2 二 天 过 9m - 严 泣 ] 所 以 易 风 各 -了 关 ]1 或 10, 从 而 
所 2x9+1= 19, 不 等 式 四 不 成 立 ,故此 时 疱 解 ， 

基 31 上 大, 即 上 = 3.6,9. 尖 二 =3 时 , 肥 mm = 3,n =4 即 可 满 
足 题 意 . 当 才 = 6 时 , 数 生 +1 与 如 +1 的 末 位 数字 都 是 7, 依 题 意 
它们 的 首位 数字 也 应 是 7, 从 而 

CI) k+l 

二 kr 2k" + 
这 显然 不 可 能 . 当 上 = 9 时 ,为 使 中 成 立 应 有 nm = 1, 玫 是 mm， 
n 中 恰 有 一 个 奇数 , 即 数 如 +1 与 各 + 中 有 -个 未 位 数字 为 0 
这 也 不 可 能 . 

综 上 所 述 ,本 题 的 答案 为 上 = 3. 
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6.78 ” 设 正 整数 站 具 有 性 质 :如 果 能 被 整除, 则 将 的 组 


成 数字 按 相反 次 序 写 出 来 所 得 的 数 也 能 被 上 整除 .证 明 : 是 
9 的 约 数 ， 


证 明 ”在 数 1.11,……,11…11 中 ,由 抽 尘 头 则 可 知 其 中 有 两 个 
数 被 上 除 的 余数 相同 ,于 是 这 两 个 数 的 差 11.…1100.…00 即 可 被 


整除 . 将 这 个 数 倒 排 得 00-…0011…11, 即 11…11. 芒 题 意 便 有 
下 1 11…11, 设 其 中 共有 了 个 十， 


于 是 由 
11…11000… 人 0 
| 外 [十 
- 11…-11 
一 证” 
11 10 09 08:……89 
TT 
知 天 1 11…1 09 88…8 9. 将 其 倒 排 得 9 88…8 90 11…1, 依 题 意 
1 388…890 11…1. 进而 由 
Hr Tr 
988…89011…1 
TR 
一 88…88011…11 
| 中 
100…089 00…0 
1 二 t-t 小 
一 99…99 
Ti 
00..0 
下 全 
知 天 1 99 00'0. 将 9 00…0 倒 排 得 9, 依 题 意 上 | 史 9, 命 题 得 证 . 


上 十 [i 


6,79 设 a,b,n 是 正 整 数 ,5b > 1 有 晶 (&* -1) 1 a. 证 明 : 在 正 


整数 a 的 上 进 制 表示 中 至 少 有 = 个 非 零 数 宇 . 


证 明 ” 设 所 有 能 被 六 - 1 整除 的 正 整 数 的 5 进 制 表示 中 非 堆 
数字 的 最 小 值 为 * ,并 记 其 中 在 5 进 制 下 恰 有 。 个 非 零 数字 的 正 整 
数 中 各 位 数字 之 和 最 小 的 数 为 4. 

设 4 的 8 进 制 表示 为 
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A = ot 加 Ba 十 + ob 
其 中 rn > nz > "… > nn 为 非 负 整数 ,下面 我 们 证 期 n; 闫 
ni( mod n). 
事实 上 , 若 有 mm = 三 n(mod n), 设 n= ni 一 rtmod n}), 其 中 
0 和 <rs mn-1. 考 虑 数 
B= A- 8 -ab + (ot ob 
显然 有 (如 -1) 1 
若 a+m< 则 如 只 有 * 一 1 个 非 零 数字 ,这 不 可 能 .车 45 < 
ai+ a <25, 则 BB 有 s 个 非 零 数字 ,但 8 的 数字 之 和 比 4 的 数字 
之 和 小 
(gta b+l-a-o=b-1 
这 亦 不 可 能 ， 
于 是 关 nmod Rn) ;从 侧 s 和 n. 设 n= ri(mod mr 和 
上 ;12 = 1,2,. ,8. 
若 有 * < 产 ,出 考虑 数 


c= Bt Gobz 二 + ob 


由 Ch" 1) | eb Pi = ,2,",s 
可 知 (b"—1)1tA-c) 

又 (br -1)14 

从 而 (如 -1 15c 


但 是 c >0 并 且 s < 4 知 
cab Db+r bo- D+ +(th -D's= 
br 1-(b-1)<6-l 
矛盾 ! 这 就 说 明 * = n ,命题 得 证 . 


6.80 证 明 : 数 12,…,2000 可 以 用 四 种 颜色 染色 ,使 得 没有 


一 个 七 项 的 等 差 数 列 , 它 的 项 是 阿 种 郑 色 . 


证 明 记 s = 11,2,…,2 000|. 

因为 6x 7 > 2000, 所 以 每 个 * 中 的 正 整数 都 可 以 表示 成 七 
进 制 数 ( dcba)y, 其 中 a ,5,c,d € 10,1,2,…, 人 i. 设 
A: = I(dcba)y i (dcba)y E srsa¥ ib irc il,i= 1,2,3,4 

由 十 每 个 七 进 制 数 的 末 三 个 数位 上 不 可 能 出 现 1,2,3,4 共 四 
个 不 同 的 数字 ,所 以 有 

A A lj Aslj A4=s 

下 面 我 们 证 明 集 合 A.(i = 1,2,3,4) 中 任意 7 个 数 不 构 成 等 

其 数列 ， 
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假设 4; 中 的 某 7 个 数 怕 成 等 差 数 列 , 设 其 公差 为 d. 

车 7 涉 d, 则 0,4,2d,…,6a 这 7 个 数 被 7 除 的 余数 于 不 柑 同 ， 
从 而 这 个 等 基数 列 的 7 项 中 必 有 一 项 , 它 的 七 进 制 内 示 中 的 末 位 
数字 为 i 矛盾 1 

类 似 地 , 当 ? 了 | 或 到 1 时 .我 们 可 以 得 出 这 个 等 羔 数 列 中 
必 有 - -项 , 它 的 七 进 制 表 示 中 从 右 数 第 一 位 或 第 二 位 上 的 数字 为 | 
i, 亦 世 岳 ! 

而 若 玉 12, 则 64 6x 六 > 2000, 又 矛盾 1 

上 述 巴 盾 说 明 ,假设 不 成 立 , 即 集合 4:(i = 1,2,3,4) 中 任意 
7 个 数 不 成 等 差 数 列 . 从 而 将 集合 直 ,A 门 而 ;4 门人 门 A ， 
44 门 丰 丰 二 站 而 中 的 数 分 别 用 四 种 颜色 染色 即 可 满意 题 设 查 | 
求 . 
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6.8t 黑板 上 写 有 一 个 正 整数 , 每 秒 钟 都 将 其 加 上 它 的 惕 数 


数位 上 的 数字 之 和 ( 即 加 上 十 位 数 , 千 位 数 等 等 的 和 )}. 让 明 : 
或 退 或 早 庙 板 上 的 数 将 不 青 发 生变 化 . 


证 明 ”我 们 用 归纳 法 证 明 若 黑板 上 的 数 为 位 数 , 且 sr 是 偶 | 
数 , 则 其 后 所 得 的 数 均 至 多 为 n + 1 位 数 .n = 2 的 情形 显然 ， 

设 断 言 对 nn = 不 -2 成 立 , 则 n= 时 , 设 在 某 一 时 刻 , 黑 板 . FI 
的 数 由 上 位 变 为 & + 1 位 , 则 其 前 三 位 数 必 为 100， 

这 些 数字 对 偶数 数位 的 和 没有 影响 ,从 而 对 该 数 中 后 天- 2 位 
数字 所 形成 的 数 x 用 归纳 假设 知 x 不 会 变 为 多 于 上 - 1 位 的 数 ,十 
是 黑板 上 的 数 永 远 不 会 多 于 天 + 工 位 ， 


6.82 让 明 : 存 在 正 整 数 n,n > ] 000 ,使 得 2" 的 各 位 数字 之 


和 大 于 2 的 各 位 数字 之 和 ， 


证 明 ”假设 所 述 结 论 不 成 立 , 记 s(4) 为 4 的 各 位 数字 之 和 ， 
对 4 = 21%! 和 任意 下 整数 上 ,通过 考察 2° 除 以 9 的 余数 可 知 
gC 2 A 7 | 
而 另 一 方面 | 
sf 2 < OgA- 2 41) < Gg A+1l8k+9 
18 < 27, 对 充分 大 的 在 即 可 导出 六 和 基 . 


6.83 ， 沁 由 整数 [(v2)"] 的 个 位 数字 构成 的 数列 为 1a,f. 试 | 


问 ;ao 上 | 是 向 为 循环 数列 ? 
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解 ”在 a, 为 偶数 时 , 令 B= 0, 在 a 为 奇数 时 , 令 b= 1. 
因为 bs 与 Y2 的 二 进 制 表示 中 小 数 点 后 第 n 位 数字 相同 , 故 
bzn+tt 不 会 循环 ,从 而 | a,1 不 会 为 锋 环 数列 . 


6.84” 设 为 正 整 数 .证 明 : 可 以 从 0,1,2,…, 汪 (3" -1) 中 取 


出 2° 个 数 ,其 中 任意 三 个 数 均 不 成 等 差 数 列 . 


证 明 ”注意 到 
(3 1) = (1-11)s 


个 


故我 们 可 从 0,1,2,… 六 (3" -1 中 取出 三 进 制 宕 示 各 位 数字 均 为 
0 或 1 的 共 22 个 数 ,这 其 中 若 有 三 个 不 同 的 数 成 等 差 数 列 , 设 为 
2 + 上 = 2c. 由 此 式 可 知 e,b,c 的 三 进 制 表示 中 的 对 应 数位 上 的 
数码 均 相 同 , 即 a = 5 = ,矛盾 ! 


6.85 若 一 个 正 整 数 的 二 进 制 表 示 中 1 的 个 数 为 偶数 , 则 称 


其 为 麻 数 . 求 前 2 000 个 魔 数 的 和 ， 


解 ”无 论 正 整 数 站 是 否 为 魔 数 ,在 数 48 ,4 下 + 1,4k +2,4 开 十 
3 中 均 怡 有 两 个 麻 数 ,并 且 它 们 的 和 为 8 +3. 取 上 = 1,2,…,999 
即 知 在 区 间 [4,3 999] 中 共有 1 998 个 魔 数 ,又 3,4 000 为 腐 数 ,从 
而 前 2 000 个 魔 数 之 和 为 | 
Bx (lt+t2+ +90)+3x 90+3+4000 -= 4003000 


5.86 设 正 束 数 "为 17 的 倍数 , 旦 二 进 制 写法 中 怡 有 3 个 1， 


证 朋 ;w 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 6 个 0; 昌 车 至 少 有 7 个 0, 则 n 
是 偶数 . 


证 明 ”因为 n 的 二 进 制 写法 中 恰 有 三 个 数字 为 1, 其 余数 字 

为 0, 所 以 它 可 以 表 为 
R= 

其 中 ,kimEZR, 有 <l<m. 

如 果 = 的 二 进 制 写 法 中 0 的 个 数 小 于 6, 则 mm < 7, 且 因为 当 
i = 0,1,2,3,4,5,6,7 时 ,2' 被 17 除 的 余数 依次 为 1,2,4,8, - 1， 
- 2, 一 4, -8, 经 直接 验证 ,其 中 任意 三 个 不 同 的 数 之 和 都 不 被 17 
整除 ,所 以 一 关 昌 mod 17) ,矛盾 .因此 在 m 的 二 进 制 写 法 中 至 少 有 
6 个 0, 如 果 n 的 二 进 制 写法 中 恰 有 7 个 0, 则 严 = 9 如 果 5 为 奇 


心得 体会 拓 广 疑问 


数 , 则 上 = 0, 从 而 2 +2"7 = 3(mod 17) ,但 由 于 任意 了 E 11,2,…， 
8| 都 不 满足 2 = -3(mod 17) ,所 以 上 = 2 + 2:+2" 不 是 17 的 倍 
数 ,矛盾 ,因此 n 为 偶数 .这 样 的 数 和 确实 存在 ,比如 nn = 21+ 关 + 如 
= 578 即 是 一 例 . 


6. 名 ”对 给 定 的 正 整数 ,用 (上) 表示 上 的 各 位 数字 和 的 平 


方 ,又 记 扩 NE) = CAE), 求 记 wp(21 守 ). 
(评委 会 ,向 牙 利 ,1990 年 ) 


解 ” 设 正 整 数 a 的 位 数 为 m, 则 当 & < 了 时 ,m 志 1+ 记 4b. 
因此 . 
fila) & Pm Bl + gh)? < (4logz165)2 
由 此 得 到 A Hx 4 < 2 
(2 mW) < (4 x 30)? = 14 400 
所 以 广 (21 宫 ) 的 各 位 数字 之 和 不 大 于 4 x 9, 因 此 
BT) «30 = 1 296 
DP) < (9+9+9)2 = 729 
fm) < (6 +9+9)2 = 242 
另 一 方面 ,因为 万 人) 三 妃 (mod 9 ,所 以 
2%) = (2 = (2 = 4(mod 9) 
{2 HW) = 2(mod 9) 
B21.%) = Hmod 9) 


用 归纳 法 容易 证 明 

£2 wm) mod 9), 当 nn 为 奇数 时 

" -~ 2{mod 9)， 当 n 为 但 数 时 
因此 ,由 (21) < 242, 广 (21 宫 ) 4(mod 9) ,以 及 /.() 是 完全 
平方 数 可 知 

2 m0) € {14,49,121,256,400} 
所 以 fol2.%) € 116,169| 
F220) € 149,256| 
R20) = 169 


于 是 , 当 n 8 时 ,有 
19%、_ 169， 当 m 为 偶数 时 
hl2 ) = {zse: ， 当 n 为 奇数 时 
国 此 fig1(2' 0) = 256 
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6.88 上 为 奇数 的 充 要 条 件 是 ,ma 的 二 进 制 写法 中 ,当天 的 


某 个 位 数 上 数字 为 1 时 ,nr 在 局 一 位 数 上 的 数字 也 为 1， 
(保加利亚 教学 奥林匹克 ,1968 年 ) i 


证 明 ”在 i! 的 素 内 子 分解 式 中 2 的 苦 指 数 为 
[2}+ [二 + [8]+ 

因此 人 为 奇数 的 必要 晶 充 分 条 件 是 ,在 ct 的 素 因 子 分 解 式 中 2 的 

罕 指 数 


4 {[ 引 - [到 - 可) 人 ([ 习 -[- [9)， 
([ 蛋 - 和 -1s 汐 )- = 
其 中 , 当 m € N* 充分 大 时 


[车 , 尖 [所 


部 为 0 因为 
于 一 -让 一 不 
芭 = 去 + + 
所 以 当 mEeEN:* 由 
[内]- [去 ]- [二 本 = [亲人 过 纪 
是 非 负 的 .因此 当 且 人 既 当 对 所 有 m E N” , 均 有 
{wr <1 
2 2 
时 aa =0. 下 面 证 明 , 这 个 条 件 等 价 于 题 中 所 说 的 关于 与 的 二 
进 制 写法 的 条 件 , 设 在 ”的 二 进 制 写法 中 ,每 个 位 数 上 的 数字 都 


不 小 于 上 的 同一 位 数 上 的 数字 , 则 对 每 个 mcE N* ,[ 生 ]> { 志 } 


因此 
{所 车 = 入]- 世 ] < 工 - bE 
现在 设 的 基 个 位 数 上 的 数字 小 于 上 在 同 -位 数 七 的 数字 (此 时 
这 两 个 数字 应 分 别 为 0 与 1), 则 对 某 个 mE N* ,[ 生 | < {去 }, 因 
此 
{ 和 全- { 雪 )- {去 }+1=1- 芭 } ] 


这 就 证 明了 了 上述 两 个 条 件 的 等 价 性 . | 
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56.89” 求 所 有 自然 数 nm, 使 Stn) = Sl(2n) = S(3n) 二 


Sna2) ,其 中 5(x) 表示 十 进 制 x 的 各 位 数字 和 ， 
(捷克 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


解 显然 * = 1 满足 要 求 . 
注意 ,对 正 整 数 x, 有 Slx) mw x(mod 9) ,因此 , 当 m > 1 时 ,有 
n= Stn) = St2n) = 2n(mod 9) 
所 以 R=0(mod9), 即 91n. 
如 果 上 是 一 位 数 , 则 rR = 9, 取 
St9) = S{2 x 9) 三 S{3 x 9) 三 "*" 所 Ss(F) = 从 
因此 ,9 满足 题 上 月 要求. 
设 n = ae 是 上 + 1) 位 数 , 则 
I0:+1gn < 10*+! 
下 面 证 明 
nl0+10l+...+10+1 DD 
事实 上 ,如 果 m < 104 + 10:~f+…+10+1, 则 
S{((10: + Dn) = SC105 + 1) sl162 at 1) = 
SU ot) + Sor Arotri + 01) > 
S(arazasr) = S(n) 
与 题 设 矛盾 ,从 而 中 成 立 . 
设 a = 9m,m EN , 且 设 mm 是 1 位 数 , 则 和 <1 < 上 +1. 记 
m -1= 机 机 … 忆 , 则 由 中 及 题 次 ， 得 
Sm) = SI0 + 10671 + + 10+ I)n) = SO 1)m) = 
SC10t*1 4 (1m 一 1) + (10r+t ~ 100): +《10 m)) = 
3 有 52 有 99…9ctcz…o) 
其 中 ,9 有 &+1- 个 且 
b+e= 9,i = 1,2,.,1 
所 以 Stn) = E+1) 
因为 nn 是 + 1 位 数 , 所 以 
n= 990.9(k+1 个 9) 
又 当 n = 99:…9 = 1l08*1 -1 时 ,容易 验证 
S{n) = S{2n) = S(3n) = S$(n2) 
于 是 所 求 的 正 整数 为 m = 1 及 n = 10* -1, 其 中 = 1,2,… 


6.90 求 (/3 +Y2)1 咖 的 十 进 制 写法 中 位 于 小 数 点 前 后 相连 


的 两 个 数字 . 


{芬兰 数学 奥 宁 匹 充 ,1980 年 ) 
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证 明 ”首先 证 明 ,m = (3 +Y2)1 咖 4(f3 -Y2)! 吕 是 整数 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
并 求 出 它 的 最 后 一 位 数字 . 记 
an = (f3 +4 + (3 — Ya) = 
(5 +246)" + (5 — 26)" 
设 a = (5+246)",8 = (5 -246)", 则 
qs = a+Ba = (5+ 246)0 + (5- 276)8 
aa = (5S +26)a + (5 -2V6)28 = 
(49 + 20Y6)a + (49 - 20v6)8 = 
(50 + 20v6)a + (50 - 20V6)8 - {a+ 8) = 
10mnsl ~ an 
所 块 对 任意 负 世 Zr ,as = 10a@4 - au 图 为 mo = 2,4; = 10 为 
莫 数 ,所 以 当 EZ 时 ,a 万 革 ,另外 + m2 = 10anyl 被 认 整 
除 , 因 此 Gr+4 一 Qn 二 《an44 十 G+2) 一 《antz + fn) 也 被 0 整除 .这 
表明 , oz,asyao, ,aw 被 10 除 的 余数 相同 ,由 于 az = 品 , 所 以 
下 = ag 的 十 进 制 写 法 中 末 位 数字 为 8. 最 后 由 于 
m = (3 + (3 -2)1 > 
(W320 m0 mn-0.1 
所 以 人 3 +42)! 宫 的 小 进 制 写法 中 个 位 数 ( 小 数 点 诺 侧 ) 为 ?, 而 十 
分 位 数 ( 小 数 点 右 侧 ) 为 9， 


6.9] “ 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 正 整数 4, 它 的 十 进 制 写 法 中 


数字 之 和 的 5 次 宕 等 于 必 . 
(南斯拉夫 教学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


解 ” 设 为 所 求 的 数 ,分 别 用 5 与 表示 它 的 十 进 制 写 法 中 
数字 之 和 与 个 数 . 则 55 = 不,5 < 9k,n 产 10:-1, 因此 ,局 > 
$5 104-2 记 吕 = 全 ,因为 对 每 个 iEN" ,都 有 

5 5 {41)- 之 
sD _ > 25 .10 - 1 
所 以 mi < 下, 即 数列 fei 是 递减 的 . 又 因为 eg < 1, 所 以 对 所 有 
上 6, 都 有 六 丰 < 104-7, 这 表明 ,6 不 大 于 5, 因 此 S <9.5 -= 45. | 
由 于 $5 = 到 ,所 以 在 $5 因而 也 在 3) 的 素 因 子 分 解 中 所 有 素 因 
数 莉 应 有 偶 次 塞 .所 以 5 只 能 是 1,4,9,16,25 或 36. 直接 计算 表 
明 , 只 有 当 $S = 1 与 9 时 ,n = VY 仿 的 各 数字 之 和 为 5, 因此 合乎 
题 中 条 件 的 只 有 站 = 1 与 n = 243, 


6.92 设 o = 0,as = a[ 引 +(-1 ,nm > 1 对 正 整数 


, 求 浇 足 条 件 2 < nn < 2kt 且 mm = 0 的 下 标的 个 数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
解 “ 设 正 整数 上 满足 从 二 n < 2+1, 目 n 的 二 进 制 表示 为 
ns (zis Xe-1，…"，X0)2; 这 里 XE 二 1, 而 xi EE 10,1},: = 0,1,.**, 
一 1. 可 以 证 明 
Ga 1 的 + 和 DD 
事实 上 ， 如 果 x1 + Xo 为 惕 数 ， 则 [| 0,3(mod 4)， 因此 ， 
于 + 为 偶数 , 且 [ 呈 ] = 《xi, 21,1)2; 如 果 和 + x0 为 奇 


数 , 则 = 1,2(mod 4), 因此 代为 奇数 且 [ 雪 ] = (4， 
x D 成 立 . 

反复 利用 中 ,得 

co = Dt t(D 四 

上 式 右 边 为 下 个 1 或 - 1 的 和 ,所 以 当 避 为 至 数 时 不 会 等 于 0, 因 
此 ,当天 为 奇数 时 ,满足 站 二 nm < 2++! 且 a, = 0 的 下 标的 个 数 
为 0. 

当 为 偶数 时 ,如 果 as。 = 0, 则 加 的 右边 怡 有 二 个 -1 二 个 1. 

事实 上 ,四 确定 了 一 个 映射 pg:4 一 B, 这 里 4 = tn = (x: 
Xp 2 12 ,B= {由 + 1 或 -1 构成 的 项 数 为 
E 的 数列 | ,而 且 

PUNE NE 0)2) 三 
((- Dr, Dr, (1) +5) 
注意 ,4 中 任意 元 素 的 二 进 制 表示 的 首位 都 是 1, 设 
ny = (mst 0)2 ny = (Xk 19 0 Ed 
其 中 w= ln nm 
并 设 ;为 使 得 x zw’; 的 最 大 下 标 , 则 
(snr A Co it 

这 表明 9 是 4 到 8B 的 单 射 ,又 易 知 141=18B1= 时 ,所 以 ?是 4 
到 8 上 的 满 射 ,因此 ,gq 是 4 到 8B 上 的 双 射 ， 

上 述 事 实 表 明 ,为 求 使 得 2: < n < 11 且 a, = 了 0 的 下 标 n 的 


个 数 , 只 需 算出 B 中 恰 有 专 个 - 1 的 数列 的 个 数 ,而 这 个 数目 为 
于 是 , 当 上 为 奇数 时 ,满足 条 件 的 下 标的 个 数 为 0, 当 上 为 偶数 


时 ,满足 条 件 的 下 标 n 的 个 数 为 他. 
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5. 级 ” 设 在 定义 且 取 慎 在 正 整数 集 上 的 水 数 /满足 f(1) = 1， 
且 对 任意 am, 有 3Fn)F2n + 1) = fn)(1 + 3f(n)), 
2n) < 61(n). 求 方程 FE) + f(2) = 293(5 < 2) 的 所 有 解 ， 
{ 中 国 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


解 ”因为 3Fn) 与 1+3Fm) 屯 素 , 所 以 3r(a) 1 (2n), 又 
大 2n) < 6F08), 所 以 f(2n) = 3Fn), 因 此 ,由 已 知 等 式 得 到 
fl2n +1) =1+3fn) = Fan+1 
现在 对 m € N, 确 定 Am) 的 值 ,首先 用 归纳 法 易 证 ,对 任意 
m 所 N" ,存在 非 负 整数 0 < al < aa < … < oa 其 中 + 上 依赖 于 mm， 
使 


m = 2 42 4 +2 OD 
其 次 , 当 m E N* 表 为 形式 @ 时 
fm) = 3 3 十 39 @ 


事实 上 , 当 m=1= 2 时 ,由 已 知 条 件 
fl) = f(2) =30=1 
当 m=2=2 时 
12) = F251) = 3f(1) = 3 
当 m 和 =3=2+2 时 
f3) = A2+1) = fA2)+1=P+P 
因此 外 对 mm = 1,2,3 成 立 , 设 加 对 m < 2n 成立, 设 m = 2n = 
20+22+…+25: 则 al 时 
Fm) = f(2n) = 3f(n) = 3F 2 + 2 十， + 2°°1) 
由 归纳 假设 
fm) = 3(3 和 + 3 二 3) = 3 4 
故 四 当下 = 2n 时 成 立 , 当 mm = 2m+1 时 ,站 = 2 二 2o + + 
25, 其 中 0 = wo < al < … < a,; 因 此 
fm) = fn rs m+ 3 


所 以 二 当 m = 2n + 1 时 也 成 立 ， 
最 后 ,由 于 
H+AD =23 = 3+B+2xF+3+2x1 
所 以 下 = 2 
23+22+12+ 冯 2+1 
其 相应 的 上 为 
= 122+2+124+42+2+132+22+1 
因此 ,所 求 方程 的 解 为 
(Ek,7) = (47,5),(45,7), (39,13),(37,15) 


心得 体会 拓 广 族 问 


6,94 证 明 : 对 任意 dg mn CE N". 


(1D 存在 a 个 数 的 集 ,n < 2", 它 的 所 有 非 空子 集 具有 不 
同 的 和 , 且 这 些 和 中 包含 所 有 的 a1, 42,…, a. 


(2) 存在 5 个 数 的 集 ,n < m, 它 的 所 有 非 空子 集 具有 不 
同 的 和 , 生 这 些 和 中 包含 所 有 的 el, 6s,… ,a,. 
(评委 会 ,波兰 ,1979 年 ) 


证 明 (1) 考虑 a),g2,…, a 的 二 进 制 写法 ,并 在 某 些 数 的 
前 面 添加 若干 个 0, 使 得 每 个 a; 都 写成 长 为 上 的 二 进 制 . 现在 构造 
出 0 和 1 组 成 的 mk 长 方形 表 : 对 每 个 i = 1,2,…,mm, 表 中 第 ; 行 
是 六 的 长 为 上 的 二 进 制 ; 表 中 第 7 列 是 el ,ce …， gm 的 二 进 制 数 中 
自 左 至 右 的 第 j 个 数字 , 表 中 两 个 列 称 为 相同 的 ,如 果 这 两 别 上 每 
一 行 两 个 数字 都 相同 . 因为 每 一 列 有 m 个 数字 ,所 以 在 个 列 中 ， 
所 有 不 同 的 不 全 为 0 的 列 之 列 数 不 超 过 2m - 1, 从 上 个 列 中 取出 
个 不 同 的 不 全 为 零 的 列 6 ,CG ，…,G; ,并 让 G 对 应 一 个 二 进 数 
如: 如果 表 中 第 7 列 G = G;, 则 的 (从 左 至 右 ) 第 7 个 数字 取 1， 
否则 取 0,7 = 12，……m. 于 是 na 个 二 进 数 广 ,5 ,有 便 符 合 题 中 
条 件 .事实 上 ,对 每 个 jE€ 上 ,2 有 五 = 和 号, 六 寺中 至 多 
有 一 个 , 它 的 第 j 个 数字 为 1. 因此 下 的 不 同 的 非 空子 集 对 应 着 
不 同 的 和 数 .最 后 , 设 a 的 二 进 数 中 第 ,i,…, 喜 个 数字 为 1, 其 
他 数字 为 0. 则 从 B62,…, 6, 中 取出 第 下 ,六 个 位 数 上 为 1 
的 那些 数 ,这 些 数 之 和 即 为 mi 的 二 进 数 ,i = 1,2,…,m. 

(2) 对 育 = e+ 权 +…+ 妈 用 归纳 法 ,如 果 上 = 1, 则 m= 
1, a = 1, 此 时 可 取 6 = 1. 假 设 结论 对 和 小 于 的 所 有 数 集合 都 
成 立 , 设 4 = 14,,62,…,an| 是 适合 gj + ao+…+ an = 到 的 数 
集合 .如 果 mn < m, 集 合 B= 151,82,…,5,| 的 所 有 非 空子 集 都 有 
不 同 的 和 ,而 且 这 些 和 数 中 合 所 有 的 a1,a2,…,a,, 则 瑟 称 为 4 的 
容许 集 . 我 们 证 明 , 对 每 个 4 = aj,az,…, ani ,容许 集 都 存在 .如 


果 每 个 好 1 ， 全 2， 都 是 偶数 , 则 令 如 二 pe 二 1,2,..*,m. 
因为 a1,0'2,…,a's = 学 < 入 ,所 以 由 归纳 假设 ,存在 集合 1a'1， 
全 的 容许 集 | B05 2 |, 从 而 集合 12871,28',,…， 


28", | 是 |2c7 ,2602,… 2a | 三 al az yan| 的 容许 集 , 如 果 
| 4,2，…,am| 至 少 含有 一 个 奇数 ,不 妨 设 a。 是 这 些 奇数 之 最 小 


者 . 当 oi 为 偶数 时 , 令 o; = 字 , 当 a 为 奇数 ,i x m 时 , 令 er = 
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二 (es - an). 因为 对 菜 些 i 过 j, 可 能 有 a’; = oj 所 以 集合 lo ,| 生体 会 白 广 棋 风 
a'2,… ,a'm_1| 至 多 含有 mm - 1 个 元 案 , 而 且 其 和 满足 


r r : 1 mm] 
otast 二 mn < 
G1 + 2+ +nl 人 < 

因此 由 归纳 假设 , 集合 ta'l,a's,…,a'm-1| 具有 容许 集 1， 
B12 了 2 得 到 
集合 | bt 3 ba, "+, [| + 。 下 面 证 明 , 集合 L b! 了 by, 本 brsrl!} 即 基 集合 
fa， ez， Gm} 的 千 许 集 ,首先 集合 10， 加,… 吕 :的 元 素 个 数 
+1 和 mn-1+1 = 转 . 其 次 如 1 是 集合 | 和 ,Bint| 中 唯一 
的 奇数 , 且 集 合 15 ,25 的 所 有 非 空子 集 具 有 不 同 的 和 . 
事实 上 , 设 某 两 个 非 空 子 集 具有 相同 的 和 . 如 果 和 是 偶数 , 则 这 两 
个 子 集 都 不 含 刀 ,1, 因 此 将 这 两 个 子 集中 的 元 素 都 除 以 2, 恒 得 到 
集合 15"1 ,82,… ,b's| 的 两 休 子 集 , 且 其 和 相同 ,与 181,6'2,…， 
5 为 容许 集 了 矛盾 .如 果 和 为 奇数 , 则 这 两 个 子 集 都 含有 56,1, 因 
此 这 两 个 子 集中 删 掉 后 : 后 ,就 得 到 集合 151,52,… ,bi| 的 两 个 
子 集 , 其 和 相同 ,也 将 导致 了 矛盾 , 剩 下 来 的 是 验证 ,每 个 w,1 < is 
n 都 可 表 成 集合 1 , 52,…, bwll 的 若干 个 不 同 元 素 之 和 , 首先， 
an 本 身 即 是 这 个 集合 的 元 素 之 和 . 其 次 ,如 果 守 < mm, 且 & 为 蛋 
数 , 则 有 某 些 有 Bb', 所 {6 ,6 2", b's ;使 得 


疗 : 
= re 二 盏 ” 十 “十 b's 


因此 a; = 2b"1+ "+ 25", = 号 十 … 十 如 
如 果 i < mm, 且 中 为 奇数 , 则 有 其 些 矶 ,加 E | 且 ,5, 和 :站 | , 司 
得 


di = Gn + 2a'i = ber + 2{6" 才 """ 才 Bb,) = 
Ber t+ bit+ + 


结论 证 毕 . 


6.95 设 p(x) 为 正 整 数 x 按 十 进位 制 写 出 的 各 位 数字 的 乘 
积 , 试 求 出 所 有 的 正 整 数 x ,使 之 满足 等 式 


plx) = x 0x-22 


解 ” 设 为 正 整数 x 的 位 数 的 个 数 , 则 显 见 
plx) a9,x 2 10"! 
{车 n = 1, 有 P(x) = x, 所 志 
x -llx-22=0 
此 方程 没有 整数 解 . 


{2) 若 nn = 2, 有 
x -10x -22 = P(r)<F=A 
即 (x - 5) < 128 
所 以 xx-Sl<v128 < 1 
即 一 丰 过 YY 妆 ]16 
又 因 %* 为 二 位 数 , 故 有 
I0=xe16 OD 
用 穷 举 法 ,对 满足 中 的 *, 只 有 当 x = 12 时 满足 
plx) = 巡 -10x -22 
所 以 正 整 数 解 为 x = 12， 
(3) 若 nr 守 3, 由 于 x > 10"1 > 35, 所 以 
-S10"1-5>0 
所 以 , 当 n 3 3 时 ,有 
plx) = (x -SF >10" -10"-22= 
(10°-2 - 2)10" + 10" - 22 > 
8x19+10° -2 > 10" 
但 另 一 方面 plx) 99, 这 说 明 当 3 时 所 给 方程 不 可 能 有 
解 . 


和 .96 找 出 8 个 正 整 数 ns Hor ng;: 司 它们 有 下 列 性 质 ; 对 
于 每 个 整数 上 上, -1985 < 上 << 1985, 有 8 个 整数 4a, a2,…, ag， 


[3 
其 中 每 个 i 都 属于 集合 | - 1,0,1| ,使 得 并 三 aimi， 
(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 民选 题 ,1985 年 ) 


解 ” 考 虚 1985 的 三 进 制 表示 
1985 =2.342:3+3+P+3+2 
但 是 ,由 题 设 , 表 示 式 中 的 系数 不 能 是 2, 而 2 = 3-1, 则 1985 
可 表 孙 为 
1985 = -+ 人 PP-PF-3-1 
同样 有 1984 = 和 -和 +3 拉 + 和 +3+1 
现在 从 1 984 开始 ,逐次 减 1, 可 能 出 现 两 种 情况 : 
一 种 是 像 1 984 这 样 的 数 , 后 面 的 若干 项 是 正 的 ,可 以 减 1, 项 
数 不 会 增 , 另 一 种 是 像 1 985 这 样 的 数 ,最 后 若干 项 是 负数 , 减 去 1 
就 会 出 现 -2 .31 = 0,1,2,3) ,这 样 由 于 
.i = 3+l + 3 
把 -2.3 换 成 - 31 + 3:, 明 热 多 了 一 项 ,由 于 1 985 的 表达 式 兵 
有 7 项 ,所 以 多 了 一 项 之 后 也 不 会 多 于 8 项 ,而 当 i+1 = 4 或 7 时 ， 
与 原来 前 面 的 正 项 正好 抵消 ,从 而 项 数 保持 不 变 . 
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所 以 对 于 友和 到 [0,1 985] 中 的 数 都 能 用 心得 体会 拓 广 疑问 
k= Dae, a; E | -1,0,1} 


表示 .车 把 式 中 的 a， 换 成 它 的 相反 数 , 则 对 于 上 所 [- 1985,0] 也 
可 用 上 式 表 示 . 
于 是 ,题目 所 求 的 nt = 3 和 1, = 1,2,…,8, 


6.97 证 明 : 任 何 一 个 正 的 既 约 真 分 数 呈 可 以 表示 成 两 两 互 


异 的 自然 数 的 倒数 之 和 . 


《波兰 教学 竞赛 ,1972 年 ) 
证 法 1 选取 自然 数 上 满足 不 等 式 


ne 2 

设 Dm = grtriO0srcn 
于 是 有 

m_2m 了 了 

nn 由 

因为 全 < 1, 所 以 

ne nt+r = 2m « Yn 
即 yq <2 


于 是 在 二 进 制 中 ,9 可 写成 
9=90+9"2+g .2+ + G1 2 
其 中 gi 全 10,11 ,因此 
六 = go 让 + 全 二 + 过 + 名 
由 于 + < nm < 2*, 加 在 二 进 制 下 ,+ 可 写成 


r= mr 2+m r+ 2 
其 中 Fi 各 10,1 ,因此 
= + 加 
另外 ,因为 < n, 所 以 当 】 = 0,1 42 一 1 时 有 不 等 式 
1 na 了 i 
iT Dijin = 3 之 让 和 pe < 2 
因此 ,和 式 匈 中 的 每 个 非 零 加 项 小 于 和 式 图 中 的 任何 非 零 加 项 . 
于 是 ,和 式 加 与 二 售 有 不 同 的 加 项 . 


由 中,@ 和 人 @ 可 将 表示 为 两 两 孔 异 的 个 数 之 和 


Li | 1 


其 中 gE 可 rmE 10,1}. 


证 法 2 对 m 用 数学 归纳 法 ， 
(1) 当 mm = 1 时 ,因为 


所 以 结论 正确 . 
(2) 假设 结论 对 小 于 mm(m > 1) 的 自然 数 成 立 ,我 们 证 明 结 论 
对 于 m 也 成 立 . 设 
R= m+r0ar<e< 了 nl 中 
因为 0 < 关 < 1 所 以 下 < nd > 0. 
如 果 r = 0, 那 么 由 二 可知 R 被 mm > 1) 整除 ,这 与 m 和 nn 
互 素 的 假设 矛盾 ,于 是 r > 0,mm - r < 严 . 


将 四 写 为 
n=(g+l)m- (mo-r) 
那么 . 
mm _l _ tg+t+Dm-n mm-r ® 
n q+1 nl(g+1) Tn(g+1) 


因为 m -< 严 , 所 以 按 归纳 假设 , 数 =x(w 于 7 可 以 表 成 两 两 互 异 
的 自然 数 合 数 之 和 


更 一 了 1 .,.., ,1 
ntg+rD) = + + ® 


二 为 下 2 了 六 1 ,所 以 由 加 知 , 当 5 = 1 时 ,不等式 
上 >4+1 成 立 , 从 而 去 与 9 + 1 不 同 . 
把 图 代 人 加 得 


于 是 对 由 可 表示 成 两 两 互 异 的 自然 数 倒数 之 和 . 于 是 结论 对 
任何 自 热 数 m 成 立 . 


6.98 。 求 (y2 + 上 2 到 的 十 进 制 表示 中 小 数 点 前 第 一 位 数字 


和 小 数 点 后 第 一 位 数字 . 
(爱尔兰 教学 自 林 匹克 ,2005 年 ) 


解 (WW2 + (7 + 2210) 
设 a = (T+2V10)" + (7 -2v1I0" 
则 ao = 2,a1 = 14. 

注意 到 1a,| 是 二 阶 递 推 数列 ,其 特征 方程 为 
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[1 (+2v0[t -7-2v10)] =0 
妈 2 -ld +9=0 
故 Hnr2 一 l4ans1 + 9an = 0 
因此 ia 上 是 整数 数列 ， 
计算 数列 前 儿 项 模 10 的 余数 为 
ag = 2(mod 10), a1 = 4(mod 10) 
a = Bmod 10), as = 6(mod 10) 
a4 = 2{mod 10}, as = (mod 10) 
注意 到 ao = as(mod 10), a; = qx(mod 10) ,由 于 iau| 是 二 阶 
递 推 数列 , 则 
ar4 三 erfmod 10) 
故 al oo = ee = gg = = do = 2(mod 10) 
因为 0<7-2v10 <1, 则 
Ox 7-2v10) <1 
故 [C7 42v10)%] = a -1 = 1(mod 10) 
所 以 (2 + VS)2o0 的 小 数 点 前 第 一 位 数字 是 1 
双 0<37 了 -2vi < 0.9, 则 
0 < (7-2v10)% < 0.1 
故 {9 +2V10" = 1-(7-2v10)" > 0.9 
所 以 ,tN2 + #53 的 小 数 点 后 第 :位 数字 是 9. 


6.99 ”是 否 存 在 一 个 2 的 等 ,其 每 位 上 的 数字 均 不 为 零 , 且 可 
以 按 不 同 的 次 序 重 新 排列 各 位 数字 得 到 另 - :个 数 也 是 2 的 
窜 ? 证 肖 你 的 结论 . 


【西班牙 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”不 存在 . 

著 存 在 , 设 & 位 数 和 时 = 2 满足 要 求 ， 

由 于 虹 中 无 数字 0, 故 任意 重新 排列 好 的 各 位 数字 所 得 的 新 
数 仍 是 x 位 数 . 

设 其 中 一 种 排列 M' = 2:. 不 妨 设 入 > 于, 则 > 下, 及 入 与 
用 都 为 位 数 , 则 有 上 上 近 点 +3. 考 虑 摸 9 有 上 = WM'(mod 9), 即 
2# = 24(mod 9)， 

因为 (2: ,9) = 二 所 以 ,2 = 1(mod 9). 

由 于 ! - 丰 = 1,2 或 3. 故 2 去 1mod 幼 . 韦 盾 . 


心得 体会 拓 广 疑问 


6.100 已 知 * 是 一 个 整数 , 设 p(n) 次 示 它 的 各 位 煞 字 的 溢 
积 (用 十 进 制 表示 ). 
{1) 证 明 :ptn) < Pi 


{2) 求 使 10p(n) = n+ 4n -2005 成 立 的 所 有 nm， 
(罗马 尼 亚 教 学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 (1) 假设 上 有 上 + 1 位 数 ,k EN, 则 
n = 10tgr + 10*~lar ys +" + 10a1+ oo 
其 中 ls 2 主 二 11.2，……;9| 
于 是 有 pln) = aoar or < a < al0ten 
因此 pln) & mm. 
(2) 首先 ,由 rn? + 4n -2005 > 0, 得 n > 43. 
其 次 ,由 下 +4n -2005 = 10p(n) < 10n, 得 n < 47. 
从 而 推断 出 nn € 143,44,45,46,471. 
逐一 检验 可 知 n = 35. 


6.101 证 明 : 对 每 一 个 正 整 数 n, 在 十 进 制 表示 下 ,存在 唯一 
的 = 位 正 整 效能 被 5" 整除 ,其 每 一 位 数字 都 属于 11,2,3,4， 
引 . 


{罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 : 

对 每 个 正 整数 nr ,存在 一 个 唯一 的 位 数 A4, ,能 被 5" 整除 ,其 
数字 均 属于 集合 11,2,3,4,5}. 

旺 然 ,41 = 5,A4, = 25. 


假设 4 已 定 , 设 B= 涯 , 则 n + 1 位 数字 


cnslen el = cai + cncn-1 el 
能 被 5" 整除 , 当 且 仅 当 cse,_1'…el 能 被 5" 整除. 
由 归纳 假设 得 
cneniel = A = 5"B, 
由 此 Grane = 5 (2 + B,) 


当 且 仅 当 2"e + B, 能 被 5 整除 时 ,该 数 能 被 5"+! 整除 . 
因为 {2" ,5) 三 1, 所 以 2nx 十 二 王 DCmod 5) 在 集合 | 1,2,3,4,5| 
中 有 了 唯一 解 ,其 中 n E N,,b EN. 
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心得 体会 拓 广 话 问 


5.102 证明: 任意 18 个 连续 的 且 小 于 或 等 于 2 005 的 正 整数 


中 ,至 少 存在 一 个 整数 能 被 其 各 位 数字 之 和 整除 . 
(意大利 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”证明 这 连续 的 18 个 数 中 一 定 有 两 个 数 是 9 的 倍数 , 且 
它们 的 各 位 数字 之 和 能 被 9 整除 . 

由 于 小 于 或 等 于 2 005 的 正 整数 的 各 位 数字 之 和 最 大 是 28， 
所 以 ,这 两 个 数 的 各 位 数字 之 和 只 可 能 是 9,18 或 27. 

若 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 9, 命 古 显 然 成 立 . 

若 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 困 , 则 只 能 是 999 或 
1 998 或 1989 或 1 899, 前 两 数 均 可 以 被 27 整除 ;车 为 1 989, 则 
1 980 或 1 998 满足 条 件 ; 若 为 1 899, 则 1 890 或 1 908 满足 条 件 . 

若 这 两 个 数 各 位 数字 之 和 均 为 18, 则 这 两 个 数 一 定 有 一 个 是 
偶数 ,这 个 数 能 被 18 整除 ， 


6.103 ” 设 正 整数 A = sla 1 G1 G0 dns Gn_1."""» G0 均 不 为 
0, 且 不 全 相等 (n 为 正 整 数 ). 数 

4 = or-1…al1c0Gn 

A2 = Qn-2°" G1 G0 Gwin-1 


As = qn Bon Gn k+l 


A = GoGn' "dl 
是 由 4 循环 排列 而 得 , 求 4 ,使 得 任意 的 ACk = 1,2,"…,n) 
能 被 4 整除 . 


《白俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


组 4 = M357 W2357… 142357,E € N° 
一 一 一 -一 二 
设 B= an-1…alc0, 则 
A = al0" + B,AL = 10B# on,B < 10" 
令 4 = m4,m 为 正 整 数 . 
因为 10"m 二 Am = 4 < 10 故 闫 < 10. 从 而 ,4 = m4， 
即 
10B + a = mianl0* + B) 
于 是 
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B= mm I0—-m OD 
因为 4 的 各 位 数字 不 全 相等 ,所 以 4 x 4i, 即 普 尖 1. 
假设 m > 5, 则 
10m -1 5x10" 1 1m, 1 
Bam lo-m>l* 0-5 710-s>10-1 


所 以 B 关 10", 政 盾 . 因 此 1 < m < 5. 


车 m= 2, 则 8B = on ll. 

及 因为 2 x 10" - 1 是 奇数 , 克 81 a, 妈 a = 8. 但 此 时 ,8 > 
2x 10" -1> 10", 蔬 盾 . 

类 似 地 , 若 m =4, 则 日 = a 4 关 熙 一 ,从 而 ,216。. 由 此 ， 


4 1 一] > 10", 巴 盾 . 


这 样 ,m 上 只 可 能 有 一 个 解 m = 3. 
由 Bo.3<10 -1 


BB> 


< 10", 解 得 ec < 2. 


若 o = 1, 则 8 = 一 ,有 


1 R+] 
4 = 十 (l0m1 - 1) 


若 m = 2, 则 有 =- 2x 10 一 1, 有 
_ 和 2 n+l1 
4 = 7(10 -1) 


因为 4 为 正 整数 ,所 以 ,7 | (10"+! - 已. 
易 知 71(10" - 1), 当 且 仅 当 61 mm. 
故 n+1 = 6k,k 蕊 N,, 因 此 

4 = 142857 142857… 142857 


i 
或 4 = 285714 285714… 285714 
= 
因为 4 = 1… < 2-… = A, 即 4 不 能 被 和 4 束 除 ,所 以 ,第 二 种 情况 
不 可 能 . | 
男 一 方面 ,第 一 种 情况 为 所 求 ,这 是 因为 易 证 明 142 857 满足 
条 件 : 


428 371 = 3 x 142 857 
285 714 = 2 x 142 857 
857 142 = 6 x 142 857 
571 428 = 4 x 142 857 
714 285 = 5 x 142 857 
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于 是 等 式 4 = 34,A2 = 24,43 = 64,44 = 44,4 = 54 也 心得 体会 拓 广 疑问 
满足 一 般 情况 . 


6.104 对 自然 数 mn, 用 S(n) 表示 其 各 位 数字 之 和 . 例如 
S(611}=6+1+1] = $8. 
设 a ,b,c 均 为 二 位 数 ,使 得 a + 5+ c=2005, 而 贞 为 
Sta) + S(b) + S(te) 的 最 大 值 , 问 有 和 多少 组 (a ,8,e) 满足 
S(a) + SCh) + SCe) = M? 
(日 本 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


二 100&3 十 10e> + 1 
二 10083 十 1052 十 bi 
100ca + 10cz + el 


{ls a bye E90 qbar e211; cl SE 0) 


nm 
ll 


设 = ai+ 和 Te = a+b+tcok= at b+ ce, 

由 题 设 有 ， + 10 + I00k = 2005, 且 j,k 有 a 加 , 故 (i,j,k) = | 
(5,0,20), (5,10,19), (5,20,18), (15,9,19), (15,19,18), (25,8, 
19), (2$,18,18). 

因此 当 (i,j ,上 = (25,18,18) 时 

Se) + SB) + Sc) = 了 + 了 + 天 
是 最 大 的 . 

当 i = 25 时 , {a1, 双 ,el) 的 可 能 对 是 (7,9,9),(8,8,9) 及 它们 
的 置换 ,所 以 有 3 x 2 = 6 个 可 能 对 ， 

当 了 7 = 18 时 , (gq2,82,c2) 的 可 能 对 是 (0,9,9), {1,8,9)， 
{2,7,9), (2,8,8), (3,6,9), (3,7,8), (4,5,9), (4,6,8), {4,7,7), 
(5,5,8),(5,6,7),(6,6,6) 及 它们 的 置换 . 

所 以 有 x74+3x4+1 = 5 个 可 能 对 . 

当 k= 18 BJ, (aa, ba ei) 的 可 能 对 是 { a, 8;, c2) 的 那些 对 ， 
但 (0,9,9) 及 共 峭 换 必须 除 掉 , 所 以 有 臣 -3 = 92 个 (ea,ba,ci) 的 
可 能 对 . 

因此 满足 条 件 的 {a ,5 ,ec) 的 个 教 是 

6x55x52 = 17160 


6.105 ” 求 所 有 的 五 位 数 abcde, 该 数 能 被 9 整除 , 且 ace - 


bada = 760. 


解 ”方程 ace - pda = 760 可 以 改写 为 
100u + lO0c + e ~- 1005 — 104 - a = 760 


第 5 章 进位 市 g67 
Chapter 6 Scale 
由 此 可 得 e = a. 心得 体会 拓 广 疑问 
将 方程 两 边 除 以 10, 可 得 
a- b)+(c- d=76 
因此 只 有 两 种 可 能 
ec-d=60c-d=-4 
如 果 c -4d = 5, 则 有 
c= d+6a=b+7 
由 于 五 位 数 能 被 9 整除 ,因此 
at+b+c+t+dte=b+7+b+d+6+d+bhb+7= 
3b+2d+20= 38 +2(d+1+9) 
能 被 9 整除 . 
所 以 z+ 1 能 被 3 整除. 
由 于 c -d= 6, 可 得 zd = 2, 于 是 c = 8， 
同时 ,3(&8 + 2) 能 被 9 整除 . 
由 于 a = 5&4+7, 故 有 8 =1. 
这 时 ,所 求 的 五 位 数 是 81 828. 
如 果 c -da =-4, 则 有 
d= c+4,ac= b+8 
因此 a = 8,5 =0, 或 a = 9,8 =1. 
车 a =8, 由 91(e+s+c+aea+e)=8+2e+4+8, 可 导 
出 2c + 2 能 被 9 整除 . 
于 是 <。 = 8, 进 而 a = c +4 = 这 不 是 一 位 数字 . 
车 a =9, 由 91 (erbtet+d+e) = 10+2c+4+9, 可 导 
出 2c + 5 能 被 9 整除 . 
于 是 。 = 2, 相 应 的 五 位 数 是 91 269. 


6.106 ” 求 所 有 可 用 十 进 制 表示 为 13xy45z, 且 能 被 792 整除 


的 正 整数 ,其 中 次 名 为 未 知 数 . 
【克罗地亚 吉 学 典 补 匹克 ,2005 年 ) 


解 因为 192 = 8x9x 11, 所 以 数字 13xy45z 能 被 8,9,11 整 
除 . 

由 8113xy45z 1 可知 8 1 455- 

由 特 z = 450+z = 448+ (z+2), 因 此 81(z+2. 故 z= 6. 

由 9 1 13xy456 可 知 

91(1+3+++y+d4+5+6) 
而 1+3+X+Yy+4+5S+6= x+y+19= 
18+frz+y+T) 

因此 Ol{tx+y+1) 
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故 x+y=8 或 s+y = 17. 

由 11 1 13xy456 可知 

111(6-5+4-y+*—-3+1) 

而 6-5+4-7+%-3+1=x-y+3 
因此 x -y=-3 或 x-y=%. 

此 时 ,有 两 种 可 能 : 

(1) 车 x 3 为 偶数 , 则 x +y =8 且 x -y=8. 从 而 ,x =8， 
y = 日. 

(2) 若 x + 7 为 奇数 , 则 x +y = 17 且 xx-y = -3, 从 而 ,s = 
7,y = 10, 不 可 能 . 

所 以 ,唯一 的 正 整数 为 1 380 456. 


6.107 ”延明 :存在 唯一 由 十 进 制 表示 的 正 整 数 , 该 数 是 仅 由 


数字 2 和 5 组 成 的 2005 位 数 , 且 能 被 20 整除 ， 
【克罗地亚 数学 奥 宁 匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 ,对 每 个 正 整数 n, 有 唯一 的 由 十 
进 制 表示 的 仅 包 含 数字 2 和 5 的 = 位 的 正 整数 x ,其 能 被 2* 整除 . 
当 = = 1,2,3 时 ,xi = 2,xa = 52,xs = 552, 结 论 显然 成 立 . 
假设 x%, 是 唯一 由 数字 2 和 5 表示 且 能 被 加 整除 的 位 的 正 束 


数 . 
考察 数字 2 x 10" + xx 10" + 和， 
这 两 个 数 都 是 在 数 ” 的 左边 加 上 数字 2 或 5 得 到 的 ,它们 都 


是 由 2 和 5 表示 , 且 有 mn + 1 位 . 
因为 x, 和 10" 能 被 2" 整除 ,所 以 ,这 两 个 数 均 能 被 2" 整除 . 
注意 到 
5Sx1l0 +x, 2x10+w, 
2° 了 

由 于 郑 为 奇数 . 因此 ,> 过 25 十 到 和 2 + 后 之 中 恰 有 
一 个 为 偶数 . 

这 就 证 明了 数字 2 x 10" + x 和 5 x 10" + mm 恰 有 一 个 能 被 
2 整除 , 即 w+ 满足 所 有 的 条 忻 . 

下 面 证 明 x+ 的 唯一 性 ， 

为 此 ,去 掉 msi 最 左边 的 一 位 ,得 到 一 个 仅 包含 数字 2 和 5 且 
能 被 2" 整除 的 a 位 数 x, ,由 归纳 假设 ,x, 为 满足 条 件 的 唯一 值 . 因 
此 ,zi 的 形式 一 定 是 2 x 10" + x 或 5 x 10" + %,， 

于 是 ,根据 上 面 的 证 明 恰好 其 中 一 个 是 满足 条 件 的 x, ,1. 


= 3x5" 


必得 体会 拓 广 疑问 


4.108 ”给 定 一 个 由 十 进 制 数码 组 成 的 序列 1c.] ,1, 其 中 
0<es9. 对 任何 n > 1 都 允许 在 6 与 cl 之 间 插 入 
tl 二 志 上 个 数码 ,这 样 所 得 到 的 序列 对 应 一 个 实数 x 所 
[0,1] 表示 的 无 限 小 数 的 小 数 部 分 ,证 明 ， 

(1) 当 上 大 过 9 时 ,存在 一 个 序列 , 它 将 使 对 应 的 x 为 无 理 


数 ; 

(2) 当头 = 10 时 ,任何 一 个 这 样 的 序列 ,都 存在 一 种 插入 
方式 ,使 对 应 的 x 为 有 理 数 . 
{ 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”人 先 解决 问题 (2). 
不 论 给 出 什么 样 的 序列 ,te 总 可 以 枸 成 由 不 同 的 十 进 
制 数码 组 成 的 长 度 为 10 的 循环 节 . 通 过 在 6 与 c,,; 之 间 揪 人 构成 
循环 节 所 需要 的 数码 即 可 ,一 个 特殊 情形 是 c, 与 c,, 恰好 是 循环 
节 中 相 争 的 两 项 ,这 时 ,就 在 o 与 ol 之 间 捅 人 整个 循环 节 ( 由 于 
上 尖 10, 这 样 做 总 是 可 行 的 ). 
对 于 (1), 可 指出 任何 序列 | cn) li, 如 具有 : 
i 任何 数码 都 可 以 出 现在 具有 无 限 长 度 后 继 块 中 ; 
i 至 少 有 一 个 数码 ,任何 其 他 数码 在 其 之 后 会 出 现 无 限 多 
次 . 
该 序列 就 不 能 转换 为 一 个 有 理 数 x. 
下 面 的 例子 就 具有 所 描述 的 形式 ， 它 是 由 0Q,… ,0, 


no 个 
(Ek =1,2,… ,9)(n = 1,2,…) 连接 而 成 的 . 
假定 * 对 应 一 个 有 理 数 , 它 将 具有 一 个 无 限 的 周期 部 分 ,从 
周期 部 分 (循环 节 ) 截取 具有 10 个 数码 的 一 段 7, 该 段 将 进入 这 样 
一 种 区 域 .,…,k, 其 中 n 大 于 循环 节 长 ,k = 0,1,…,9. 


9 十 

由 于 总 志 9, 旭 10 个 数码 的 段 卫 中 必 有 K(k = 19)， 即 
0 ~ 9 在 了 中 恰好 各 出 现 一 次 . 

进而 ,此 段 了 后 接 的 一 位 数码 必 与 此 段 第 一 位 数码 相同 . 因 
此 ,x 就 具有 长 度 为 切 的 循环 节 , 且 该 循环 节 由 全 部 不 同 的 数码 
构成 . 

设 循环 节 中 0 后 接 , 则 在 |e.| 中 的 连续 两 项 0 和 上 间 必 须 插 
入 整个 循环 节 (10 位 ) ,才能 形成 循环 小 数 ,但 如 < 9, 这 是 不 可 能 
的 . 

故 所 举 序列 不 能 产生 循环 小 数 ( 即 有 理 数 ) . 
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心得 体会 拓 广 疑问 
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6.109 证明; 在 在 记 穷 多 个 正 整数 ,这 些 数 都 是 2 005 的 倍 
数 , 而 有 是 这些 数 写成 十 进 制 数 后 ,0,1,…,9 出 现 的 个 数 相等 


(规定 : 首位 前 面 的 0 不 算 ). 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”首先 ,注意 到 2 005 = 5 x 401. 
NH = 12 345 678 905 
N= (IO F100 + 7 + 100 + 1) 
每 个 品 的 最 后 -位 数 都 时 5, 因 此 ,能 被 5 整除 .同时 ,每 个 总 中 
0,1,2,…,9 出 现 的 个 数 相等 . 
我 们 找到 了 类 似 由 的 数 ,但 是 只 有 其 中 一 部 分 数 能 被 401 整 
除 .由 抽 居 原理 ,必定 存在 一 个 模 401 后 的 同 余 类 , 这 个 集合 是 包 
会 加 中 的 无 限 多 个 元 素 . 设 WN 是 这 个 问 余 类 中 的 最 小 数 ,从 同 
余 类 中 和 任意 取 各 , 则 
Ne — = Ne OW” 
网 造 一 个 新 的 无 限 集 ,这 个 集合 中 的 元 素 由 各. 组 成 . 
因为 10 和 401 互 质 ,ANk_ 能 被 401 整 除 ,同时 ,AN ,的 个 位 数 
是 5, 所 以 .能 被 2 005 整除 . 
这 样 , 就 网 造 出 了 满足 条 件 的 雹 限 个 数 . 


6.110 在 和 十进制 表示 中 , 震 上 位 数码 a 满足 ;如 果 两 个 均 以 a 
结尾 的 正 整 数 的 蒋 积 也 以 a 结尾 ,我们 就 称 a 是 “稳定 "的 (如 


0 和 5 稳定 ). 证 明 ; 对 任意 正 整 数 上 , 恰 存 在 四 个 稳定 的 位 
数码 . 


【和 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 以 结尾 的 数 形 如 10 此 + a. 易 知 ,a 稳定 当 且 仅 当 a? 


以 a 结尾 , 则 有 10: 1 (a? -a), 即 2:5*: afa -1). 

若 a 以 0 开始 ,我 们 定义 a 为 相应 正 整数 ;车 a 的 所 有 位 上 的 
数 均 为 0, 则 记 a 为 0. 

由 于 a 与 a - 1 互 质 , 有 以 下 四 种 情 撒 之 一 : 

(1L)104 1 a. 

(2)104 | (a -1)， 

(3)25 1 ,条 1 (a -1). 

{4)5 | a,2*:1{a—1). 

于 面 讨论 这 几 种 情形 . 


心得 体会 拓 广 疑问 


(1) 因为 0 < a < 10*, 所 以 ,a = 00， 
(2) 因为 -1& a-1< 10:, 所 以 a-1=0…0, 即 ga = 0---01. 
(3) 设 a = 2ix,xE jl,2, 3S-1,a-l= 5y,y ES, 则 


2k -5ty = 1 OD 
显然 , 式 中 的 所 有 和 解 (x,y) 满足 

x = Xo + 5 (eh 

[ = yo + 2 起 


式 中 (xo, yo) 是 式 中 的 某 个 解 , 且 1 EY， 

因为 xo 产 0, 满 足 式 加 的 等 差 级 数 在 [0,5:) 内 恰 有 一 项 ,所 
以 , 式 OD 恰 有 一 组 解 (xi ,71) ,其 中 ,xi E 11,2,… ,5 1. 由 此 ， 
a = 2ktxi € 11,2,…,10* - 1| 就 是 所 要 求 的 ( 若 a 的 位 数 少 于 Ek， 
我 们 在 e 的 左面 加 上 相应 个 数 的 0). 

(4) 与 (3) 类 似 . 


6.111 试问 :是 否 存在 这 样 的 正 整数 n > 10' 四, 它 不 是 ]0 
的 倍数 ,并且 在 它 的 十 进 制 表 达 式 中 可 以 交换 某 两 位 非 0 数 


字 , 使 得 所 得 到 的 数 的 质 约 数 的 集合 与 它 的 质 约 数 的 集合 相 
同 . 
《俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ”这 样 的 数 是 存在 的 . 

先 给 出 这 样 的 正 整 数 的 例子 . 令 n = 13 x 11…1 = 144…43， 
其 中 1 的 个 数 待定 .如 果 交 换 1 和 3 的 位 置 , 则 可 得 到 344…41 = 
31 x11…1, 于 是 只 要 此 处 的 11…1 可 以 被 13x31 =403 整 除 , 则 交 
换 前 后 的 两 个 数 的 质 约 数 的 集合 相同 .而 这 样 的 11…1 是 存在 的 ， 
例如 其 中 1 的 个 数 为 1 000 即 可 . 

我 们 来 考察 数 

1,10.%, 10%,..., 103*1 000 
其 中 有 两 个 数 ( 记 为 10100m 和 101 wn ,其 中 m < n) 被 403 除 的 余 


数 相 同 ,因此 
10! oon _ 10' 000m _ 1 om 101 O(n- m) _ 1) 


Nn m) 
可 以 被 408 整 除 .由 于 403 与 0 互 质 ,所 以 403 整 除 二 一 - 
11…1, 其 中 1 的 个 数 为 1 000(n - m), 此 即 为 所 求 . 


6.112 “ 求 2 003:o2 ”的 末 三 位 数字 . 


(加 拿 大 数学 奥 林 苞 克 ,2003 年 ) 
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解 ” 200 ”= 3 od 10) 9 x 1 O01200 _ 
《10 -Df( 令 天 = 2 x1002m) 
Ci x 10 — kx 10 + 1(mod 10) 
其 中 = 2 0 S20 -1024m0 。 
240 = I 2D 320 x 240 = 320 0 。 
3 x 248 = I 
3 x24x24 =- 320x29 二 
MxD- x 
Ei 
{Cfo x 10 - 142 x 10 + 1) x 96 = 
681 x 96 = 376(mod 103) 
故 


2009 吧 ”= Chs x 10° ~ 376 x 10 + 1 241(mod 107) 


6.113 已 知 34! = 295 232 799 cd9 604 140 847 618 609 643 


So 000 000. 求 数字 a ,5,c,a 的 值 . 
(英国 数学 哑 林 匹克 ,2003 年 ) 


解 由 于 
MI = KxlBx7TxTxBxR KxlPBxxP x 
所 以 5 = 0,a zz0. 

考虑 去 掉 最 后 面 7 个 零 时 的 情形 , 知 该 数 可 以 被 25 整除 ,也 
可 以 被 8 整除 , 即 最 后 三 位 数 35a 可 以 被 8 整除 (因为 1 000 可 以 被 
8 整除), 因 此 a = 2. 

由 于 341 可 以 被 9 整除 ,所 以 ,其 各 位 数字 之 和 也 可 以 被 9 整 
除 . 


于 是 Hi+e+dareGonod9, 即 c+a 3(mod 9) 
而 34! 还 可 以 被 11 整除 ,所 以 ,奇数 位 与 个 数位 上 数字 之 和 的 


80+d=6+efmod 11) 
即 8+ d= c(mod 11) 
当 c+4 d= 3,84 4 =c 时 ,无 解 ; 
当 c + a = 12,8+ dd = c 时 ,无 解 ; 
当 c+rd= 12,d = +3 时 ,无 解 ; 
当 c+d=3,d = c+3 时 ,得 c = 0,d -= 3. 
综 上 所 述 ,a = 2,5 = 0,c = 0,d = 3. 


心得 体会 拓 广 疑问 


6.114 若 n ENn zz 2,01,021"… yr 为 一 位 数字 , 且 
YY G02 "Gn 一 YY d102'"" Ha-1 = an: 求 n. 其 中 42… a 为 由 


aiy 20"… ;0 构成 的 nn 位 数 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 ” 设 x = aa…mw-lEN, 可 得 
1G2…an = 0x + aa 
VlOx+ -Vx= mm 
故 10x + a = %+ a +20 
从 而 Ox = afas +2vx -1) 
因为 a, 志 9, 可 得 x < oa,+2Yx -1, 即 
(fxs-ijaome) 
解 得 /x < 4, 所 以 x < 16. 


2 
另 一 方面 ,ae x 0( 否 则 x = 0),Yx = Dt en 0 是 有 理 


数 , 故 x 为 完全 平方 数 ， 
由 10x + w = +vx ,可知 10x + mm 是 完全 平方 数 .从 而 ， 
下 的 可 能 值 为 1,4,9,16. 代 人 可 知 外 一 16, an = 9,n = 3. 


6.115 已 知 两 个 相 异 的 正 整 数 a 和 5, 且 5 为 & 的 倍数 . 若 用 
十 进 制 表示 , 则 a 和 5 都 由 2n 位 组 成 , 且 最 大 有 效 位 非 零 .又 
a 的 前 n 位 和 58 的 后 n 位 相同 ,反之 亦 然 ,例如 nm = 2,a = 


1 234,5 = 3 412( 但 这 个 例子 不 满足 是 a 的 倍数 的 条 件 ) , 求 
4 和 4. 
{日 本 数学 奥林匹克 ,2003 年 } 


和 解 ” 用 2 个 n 位 的 正 整数 x 和 y 表示 a 和 5, 则 
a = lO0%+y,b = lOy+x 
由 题 设 有 x < y, 且 10y + x = miOw + 7) ,其 中 2 m9 
两 边 同时 加 10% + 7 得 
(x + yO 4+1) = (m+ 1)(10" + 7) 中 
候 设 mw + 1 和 10* + 1 是 互 质 的 , 则 
10% +y = (mod(10" + 1)) 
所 以 x = ymod(10" + 1)) 
因为 x 和 y 只 有 nn 位 ,这 与 x < 7 也 盾 . 
因为 m+1<<10, 所 以 m+1 和 10"+1 有 一 个 共同 的 质 因子 ， 
且 必 须 是 整数 2,3,5,7 之 一 .但 2,3,5 不 能 被 除 10" + 1, 故 只 能 是 7. 


上 
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所 以 m= 6, 且 7k = 10" + 1. 
故 式 中 变 为 
kx +y)7 = TIE Dx +7) 
即 Skx = (Fk — DD(y—x) 


注意 到 7(& -1) = 10* - 6, 可 知 5 和 大 -1 互 质 ， 
于 是 和 和 站 - 1 也 互 质 ， 
所 以 yy -* 是 有 的 整数 倍 . 
因为 0D<y7-xw<1l0n+1l=3785, 则 y-xr= 5k, 所 以 
z=k-1l,y= 6k-1 
且 t= 10w+y= 10(f-1)+(68 -1) = 


10" 二 (10" + 1) -1)+ (Go +1)- 1] = 
1 n 
了 (1 -了 


6 = ma = S$(10" -1) 
其 中 = 3(mod 6){ 因 为 10" + 工 是 7 的 倍数 ). 


6.116 证 明 :对 每 一 个 正 整数 n, 存 在 一 个 可 以 被 $" 整除 的 


n 位 正 整 数 , 它 的 每 一 位 上 的 数字 都 是 奇数 . 
(美国 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


证 明 当 nn= 1 时 ,515. 

设 nm = m 时 ,5m | qraz"am ;其 中 (i = 1,2,…,w) 为 一 位 
达 数 . 

当 n= m+ 1 时 ， 考 查 1alay as，3alq2 rar, 


Deal oa gm. 

因为 它们 的 差 2 x 10" ,4 x 107 ,6 x 10" ,8 x 10" 不 能 被 5™+ 
整除 , 故 这 五 个 数 被 5"+! 整除 的 余数 两 两 不 等 ,所 以 ,这 五 个 数 中 
存在 一 个 能 被 5"*! 整除 的 数 . 


6.117 设 上 是 一 个 固定 的 正 整数 ,Fa) 表示 满足 C! 是 奇数 
的 数目 ,其 中 1 < 下 n, 上 为 整数 .车 1 < 下 < 41, 则 规定 Ct = 


1 
2 


0. 证明: 如果" 是 一 个 尽 够 大 的 2 的 整数 次 释 , 则 上 Ca) - 


其 中 是 一 个 依赖 于 4, 但 不 依赖 于 n 的 整数 ， 
《向 和 牙 利 鼓 学 奥 补 匹克 ,2002 - 2003 年 ) 


证 明 ”为 证 原 题 先 证 明 两 个 引 理 . 
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引 理 1 记 :(t € 2Z*) 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 为 P(t), 则 | ”心得 体会 拓 广 需 癌 
1 中 因子 2 的 个 数 为 (1 - P(#)). 

引 理 2 Pl) + P(r) = P(r 4 1), 当 匡 仅 当 7 与 的 二 进 制 
表示 中 ,任何 两 个 1 所 在 的 位 数 不 同 . 


引 理 1 的 证 明 设 上 = S16.2, 其 中 gi EE {10,1}, ya 
E20 < 
P(4), 则 4! 中 因子 2 的 个 数 为 
>[z] 二 2 Ze2 7 = 之 2 = 


> a2 一 1) 三 上 一 P(r) 


引 理 2 的 证 明 必要 性 ; 显然 成 立 ， 
充分 性 : 记 
{= 2 2 4 + Dre 
r= 2 + 2 4 + 2 
由 G; 为 整数 , 则 
i+r- Ptrtrwt- P(t)+r- P(r) 
所 以 Pl + P(r) = Plt +r) 
若 存 在 1 < i < P(1),1 < j< P(r) ,使 a = 5; 则 
Pli+r)e Pli+tr- 2 -25) + POs 42) 二 
Plt) + P(r -2+1= Pli)+ P(r}-1 
故 对 任意 1 < i PD) ,1 <j< Plr),a zB. 
下 面 证 明 原 题 . 当 天 > 诗 时 
2 十 研一 下 -PE = £1- PO + EE- 10) PE- te 
P{k 1) + P(t) = p(k)e 
(Ek -1 二) 与 1 的 二 进 制 中 表示 没有 两 个 1 在 同一 数位 上 . 
设 m = 2+(h EE Zr 充分 大 ), 有 


i=2+ Sa ,A4= tila=1| 


| 4 1= P(1) -1 
则 ?Ge = DE $2,6 b,c € 10,1| 
j= Ey 
扬 以 h(n) = DA ye AP 二 2 证 
(n) 1 
和 A 一 2P(b 


因此 + = P(t) 依赖 于 1, 与 n 无 关 . 
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6.118 ”是 否 存在 正 整 数 ,使 得 N,N 和 M3 用 上 且 仅 用 一 次 


数字 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9? 
{白俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”不 存在 . 
假设 数 区 和 7 分 别 有 严 和 位 数字 , 即 
10"-1 ss < 10",10"! ey < 10° 

则 10m+"-2 xy < 10m+n 

那么 ,xy 要 人 么 为 下 + n - 1 位 数字 ,要 么 为 m + n 位 数字 . 

根 设 满足 N,N? 用 且 仅 用 一 次 数字 0,1,2,3,4,5,6,7， 
8,9, 当 六 是 一 位 数字 时 , 则 大 最 多 是 两 位 数字 , 最 多 是 三 位 数 
字 . 所 以 ,最 多 用 1 + 2+3 = 6 < 10 个 数字 ,矛盾 . 

当 育 鞋 少 是 三 位 数字 时 , 则 镀 至 少 是 五 位 数字 , 李 至 少 是 七 
位 数字 .所 以 ,至 少 用 3 +54+7 = 15 > 10 个 数字 ,了 矛盾 . 

因此 六 一 定 是 两 位 数 ， | 

如 果 到 是 四 位 数字 , 则 入 至 少 是 五 位 数字 , 于 是 ,至 少 用 2+ 
4+5= 1 > 10 个 数字 , 逆 盾 ,所 以 

OxN < 100 
100 < < 1000 
10 000 < WV < 100 000 

从 而 培 过 二 31,22 过 交 二 4 
故 和 2 三 人 二 31 

对 这 10 个 数 逐 个 验证 得 

N = 22, 不 满足 ; 

N = 23,AM2 = 529, 不 满足 ， 

N= 24, = 576, V3 = 13 824, 不 满足 ， 

N = 25, 2 = 625, 不 满足 ; 

有 = 26, 六 = 676, 不 满足 ; 

月 = 27 ,和 = 729, 不 满足 ; 

N = 2 及 = 784, 不 满足 ; 

N= 29,1 = 吧 1, 要 = 24 389, 不 满足 ; 

N = 和 ,AM = 900, 不 满足 ; 

下 = 31,M = 961, 不 满足 ， 

综 上 所 述 ,不 存在 满足 条 件 的 正 整 数 闵 . 
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6.119 每 一 个 正 整数 导 循 下 面 的 过 程 得 到 数 4 = dt{a). 
(1) 将 a 的 最 后 一 位 数字 移 到 第 一 位 得 到 数 
(2) 将 平方 得 到 数 c. 
(3) 将 “的 第 一 位 数字 移 到 最 后 一 位 得 到 数 d. 


例如 ,a = 2 003,8 = 3 200,c = 10 240 000,d = 
02 400 001 =2 400 001 = d{2 003)， 
求 所 有 的 正 整数 e ,使得 gf ea) = 好. 
(国际 教学 奥林匹克 预选 题 ,2003 年 ) 


解 “” 设 正 整 数 = 满足 4 = dfe) = 电 , 且 ma 有 n+1 位 数字 ， 
ne 宇 0. 又 设 a 的 最 后 一 位 数字 为 :,c 的 第 一 位 数字 为 站 . 
因为 
{= az = 如 = #1 
(sx -= = fe 
其 中 * 表示 一 位 数字 ， 
所 以 了 既是 末 位 数字 为 * 的 一 个 数 的 平方 的 最 后 一 位 数字 ,又 
是 首位 数字 为 * 的 一 个 数 的 平方 的 第 一 位 数字 . 
完全 平方 数 o: = 4d, 要么 是 2n + 1 位 数 ,要 人 么 就 是 2n +2 位 
数 . 
车 : = 0, 则 n 0,8 有 n 位 数字 ,其 平方 c 最 多 有 2n 位 数字 ， 
所 坟 ,d 也 最 多 有 2n 位 数字 ,矛盾 ， 
因此 ,a 的 最 后 一 位 数字 不 是 0. 
车， = 4, 则 了 = 6. 因 为 首位 数字 为 4 的 数 的 平方 的 首位 数字 
为 1 或 2, 即 
160…0 = (40…0)2 & (4#. x*) < (50%0)? = 250…0 
所 以 ,s 产 4， 
表 1 给 出 了 * 所 有 可 能 的 情况 下 对 应 的 了 的 取 值 情况 ， 


从 表 1 可 以 看 出 , 当 s = 1,s = 2,# = 3 时 , 均 有 f= #. 
当 s = 1 或 = 2 时 ,n + 1 位 且 首 位 数字 为 * 的 数 $ 的 平方 
c = 本 是 2n + 1 位 数 ; 当 n = 3 时 ,ec = 纪要 人 么 是 首位 数字 是 9 的 
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2n + 1 位 数 ,要 么 是 首位 数字 是 1 的 2n +2 位 数 .由 f= # = 9 知 
首位 数字 不 可 能 是 1, 所 以 ,c 一 定 是 2n + 1 位 数 . | 
设 a = 10x + s, 其 中 x 是 n 位 数 (特别 地 ,x = 0, 设 n= 0)， 

则 

b = 10% + x,c = 10"%? + 2x Os + 2? 

d= 10(c - 10 /+f= 
102"*182 + 20 x 0x + 10x2 — 10 4 
其 中 m 是 数 ¢ 的 位 数 , 自 己 知 m = 2n + 1,f = 32, 故 
d= MDx 10%r + 10x2 + 5 


由 ez = a, 解 得 x = 25 :1. 

即 a = 人 3.0 = 42 或 。 = 1 其 中 0 

对 于 前 两 种 可 能 的 情况 ， 车 ns1， 由 a = d, 得 dg 有 2n +2 
位 数字 ,这 表明 c 也 有 2n + 2 位 数字 .这 与 “有 2n + 1 位 数 宇 秘 


半 , 因 此 = 用 
综 上 所 述 ,满足 条 件 的 数 a 分别 为 a = 3,4 = 2,e = 全 21 
nT 


其 中 = 0. 
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第 7 章 取 整 图 数 [> ] 


[xj] 是 对 于 一 切实 数 都 有 定义 的 函数 ,[x] 的 值 等 于 不 大 于 > 
的 最 大 整数 . 

[x] 的 应 用 十 分 广泛 ,由 于 它 曾 最 早 为 高 斯 所 采用 ,所 以 [x]. 
也 称 为 高 斯 滑 数 . 

另外 ,还 有 |x}， rx . 画 数 ix| 定义 为 实数 x 的 小 数 部 分 .最 
然 , x} 的 值 域 是 [0,1) ,并 对 一 切实 数 x 都 成 立 |x| + [x] = x. 函 
数 rxn 定义 为 不 小 于 实数 x 的 最 小 整数 .在 x 是 整数 时 ,[x] = 
x ;在 x 不 是 整数 时 , x= +1= Fx- ,Fx =-[- x]. 

函数 fx] 具有 以 下 几 个 基本 的 性 质 ， 

《1)[x] 过 和 < [w]+1. 

(2) 对 x 有 7Y, 有 [zx] < [y]. 

(3)[x] [xy] 和 < [x + y], 并 在 x.y 都 有 是非 负 时 ,[x][y] < 
[xy]. 

{4) 当 ma 是 一 个 回 数 时 ,[x + a] = [x] + 

(5) 若 aa,5 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 不 大 于 e 且 为 8 的 倍数 的 正 、 


整数 的 个 数 是 | 立 ] . 
(6) 设 = 是 正 整数 ,> 是 实数 , 则 
Ss + 专 |] = [mx] 
这 被 称 为 埃 尔 米 特 恒等式 . 
(Tn! = IIp22]. 
这 里 p 为 素数 ,这 是 勒 让 德 公式 . 


7.1 设 n > 0, 则 [人 二 1 ] 是 偶数 . 


n(n+1) 


证 明 令 0= 人 和 -1 当 n<6 时 [0] = 0, 故 可 设 n 6. 


ntn + 1) 
当 m = plp > 5) 是 素数 时 
1 (Cp-Di+p+tl 
《+ pp+DD 
因为 (p-1)!+1s= (mod p) 
故 pl(lp-1)l+p+l 


又 因为 P+l=2m,2<n<p-l 
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故 p+ll(p-DD!lrp+l 心得 体会 拓 广 疑问 
y 1 (p=-1)! wtp-DI+p+l 
所 以 Q + 方 是 整数 ,还 因 pri 是 偶数 ,所 以 Pr 


是 奇数 , 即 0 + 六 是 奇数 ,于 是 [Q] = 0 + 二 - 1 是 偶数 . 
当 n+1= plp > 5) 蚌 素 数 时 
0 1 tp-2) +p~l 
tp”™ pip — 1) 
因为 同上 原因 有 
pl(lp-2l+rp-lp-litp-2!+p-1 
所 以 0+ 二 是 束 孝 ,还 因 ( 二 全 上 是 个 数 ,故人 一 2 上 是 


奇数 , 即 0 + 二 是 奇数 ,于 是 [ 0] -0 + - 1 是 偶数 . 
如 果 n,n + 1 都 是 复合 数 ,可 设 n = ab,n+l= esd,l<a< 
nsl<benl<ece<nl<ed<n. 由 (ob,cd) = 1, 和 Moe 2 7, 
a bs cb Kg. 由 于 n> 6, 鼓 
2<ogF'2sbea7 


. 2< cein+l),2s de zn+l) 


如 果 a xiecxd 则 abcd 是 1,2,…,n -1 中 四 个 不 同 的 数 ， 
由 此 得 n(n + D1(n 一 1, 即 [0] = 8. 又 因 n > 13, 故 1,2,…， 
n -1 中 至 少 有 6 个 侦 数 ,由 此 得 人 是 偶数 .因为 n 和 n+ 1 不 可 能 
全 是 平方 数 , 故 剩 下 的 情形 是 a = 8,c  d 或 a 关 了 5,c = 9, 此 时 
取 a,2a,c,d 或 a,8,c,2c 莉 是 1,…,n -1 中 四 个 不 同 的 数 ,所 以 


和 二 汪 是 偶数 , 即 8 = [Q] 是 侦 数 ,结论 仍然 成 立 ， 


7.2 (1) 求 方 程 的 实数 解 ;x[x[x*[x]]] = 88. 


(2) 证 明 :下 烈 方程 有 无 穷 多 个 非 整 数 有 理 数 解 : “ji + 
fw) = 1}. 


解 吕 ) 若 6 > 0, 且 1al>181=1, 则 
il[a] ls1[b] ls 1 

相 蒋 得 到 | af a] | > | 5[ 58] 13 1. 注 意 到 a[a] ,5L5] 同 号 , 同 理 
我 们 可 以 得 到 | ofalal] 1>1 8[8[8]] l= 1,alala]], 
5b[5[58]] 也 同 导 , 所 坟 

il [Lalalae]]] lz1 [BL6[81]lis 1 
同样 可 以 得 到 

lL alala[la]]} 1>1 86[8[8[6]]] 1 1 
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设 Fx) = x[x[x[x]]], 则 当 | x1< 1 时 ,容易 得 到 fix) = 0, 且 心得 体会 拓 广 疑问 
所 -1) = (1) = 1. 因 此 若 了 (x) = 踢 , 则 -| x 1 > 1, 我 们 上 面 得 到 
当 ab >0, 有 是 1al>181s 1 时, | f(a) 1>1A(8) 1. 因 此 

i 当 x <- 1 时 ,f(x) 单调 下 降 , 设 在 其 中 所 a) = 器, 则 


fA-3)= 8 < f(a) = 8 </(- 衬 }= 112 


因此 3»>a >- 声 =[eta[e]j] = -37 
故 -37a = B84 =- 革 >-3 


政 盾 ,也 就 是 说 在 此 区 间 内 x) = 88 无 解 . 
能 有 一 个 解 , 设 在 此 区 间 内 f(a) = 88, 则 
F323) = 8 < 88 < f(4) = 256 
因此 3 < a < 4, 因 此 s[e[3e]] = 88, 而 几时 ) = 110 > 88, 所 以 
3 < a < 共 , 因 此 [36] = 9,f(a) = ol9a] = 88, 而 放 (于) = 97 二， 
29 4 pen28 29 | 
上 全) = 归 可 ,所 以 号 < 4 < 人 ,此 时 
fla) = a[9a] = 280 = Bag = 加 
2 
容易 验证 /( 尝 ) = 88 的 确 是 诛 方程 的 解 . 
(2) 令 x = 二 (1256+1),y = 全 (125k + 1),z = (1258 + 
1), 其 中 上 为 整数 . 因此 125x3 = 3(125k + 1)3 二 39 二 
27(mod 125) ,因此 2 - (入 )】 是 一 个 整数 , 故 | = 中 ; 同 理 可 
得 Pi = 获 ,121= 开 -1= 问 = 化 + 总 


= 1 -1= 125= Ds + 125=1* | + 二 | = 
123|. 由 于 上 是 任意 莹 数 ,所 以 原 方 程 有 无 穷 多 个 解 ， 


了 .3 fasjs_ 三 {2,3,5,6,7,10,.…} 即 所 有 非 完全 平方 数 , 求 


on 的 表达 式 ， 


解法 1 我 们 取 和 jr = 11,1;2,2,2,2;3,3,3,3,3,3} 
4,…| ,由 于 任意 两 个 相 邻 的 平方 数 之 间 有 (n+1)? -nn-1=2n 
个 数 , 所 以 a - 如 = n. 我 们 具 要 确定 如 即 可 ,假设 如 = 天, 则 它 
时 于 第 上 块 ,之 前 的 上 -1 块 共有 2+4+…+2( 一 L = 大 下 一 
1) 个 数 ,由 于 如 前 面 正好 有 nm - 1 项 ,所 以 
PR-1akE-1)= 吕 (人 -ee) 
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解 不 等 式 得 


b, 


E(k+1) = bb +t+l sn>n-l 


因此 5 是 ( * ) 最 大 整数 解 , 故 b= [t=3] ,四 此 
Ne 


解法 2 ”我们 先 证 明 一 个 引 理 
[+ 二] < n+[vn+3]< ([va + 1] 1) 


ll+vdn—3 
2 


引 理 的 证 明 (1) 若 MVai < 方 , 令 和 = [Yn], 则 
enc(k+) SP cn crk+l 
因此 名 < 下 
而 当 |VAai < 福 时 ,[Y3 + 省] = [Ya] = 大 , 引 理 得 证 . 
(2) 若 |V5l > 立 , 此 时 [va + 了] = [Vi + 1 令 上 = 
[va] , 则 
1 1 2 
(+ 十] < 站 < 《+ 
因此 (+P cark+tlc (hk+2) [i +i] < 
n+ [va+d]< (va):1) 


注意 到 V1 不 是 整 数 就 是 无 理 数 ,所 以 {Vn} yx 二 ,因此 引 理 
证 毕 ， 
根据 引 理 , 数列 1,2,3,…,n + [Yi + 填 ] 中 恰好 包含 了 


[Ya + 本 ] 个 完全 平方 数 ,所 以 这 个 数列 中 去 掉 这 [V5 + 十] 个 
完全 平方 数 正好 剩 下 n 个 数 ,因此 n + [Yn + 少 ] 正好 是 第 = 个 
非 完 全 平方 数 , 即 a = n+ [va + 2]. 
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7.4 1,2,…,1 000 中 有 和 多少 个 可 以 表示 成 为 [2x] + [4x] + 


[6x] + [8x] 形式 ?( 其 中 x 为 实数 ) 


解 ” 令 所 x) = [2z]+[4x]+[6x] + [8x], 则 对 于 任意 正 
整数 am, Fa +zm) = 让 x) + 20n, 因 此 如 果 下 = (x0), 则 
Fk+20n = Axo + n) 
所 以 我 们 只 要 看 1,2,…,20 中 有 和 多少 个 满足 要 求 即 可 ,而 f(x) 是 
递增 疼 数 ,是 A1) = 20, 所 以 我 们 只 要 研究 当 0 < x < 1 时 ,f(x) 
取 多 少 个 正 整 数 即 可 ,x 从 0 到 1 运动 时 , 当 且 仅 当 过 到 [2x]， 
[4x],[6x],[8x] 中 有 一 个 取 值 为 整数 的 时 候 , As) 的 取 值 才 会 


发 生变 化 ,这 样 的 x 可 以 表示 成 为 真 分 数 只 的 形式 , 且 n = 2,3， 


4.6,8, 从 小 到 大 排列 为 了 ,二 ,二 , 卫 , 号 二, 生 , 色 3， 了 1 
共 12 个 取 值 ,相应 地 得 到 12 个 1,2,…,20 中 的 整数 ,因此 1 000 以 
内 共 12 x (1 000 : 20) = 5600 个 数 满足 要 求 , 


7.5 ”给 定 正 整数 n ,以 及 实数 两 个 实数 列 x 过 和 和 … 二 


51 全 和 六 学 ys, 满足》 mi = i. 证明: 对 于 任意 
i=l f=l 
实数 a, 有 


Dlials > Lia jy 
其 中 ,[ a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 . 


分 析 和 三 - 思 , 则 原 命题 等 从 于 3 < 志和 友和 te; = 


0, 证 明 : D1[ia]s > 0. 取 一 对 数列 zs = zy = 0 即 可 知道 两 个 合 
i=l 
题 等 价 . 
证 明 令 Gi = itl 一 s#, 有 显然 所 有 的 i 都 满足 a; 空 0, 带 人 
》 is = 0, 我 们 得 到 
Ra = 一 (2+3+… 


“jal+ 


《3 二 4+ + Nn)G + + nen- 中 


再 代入 
Plala own FL] + oP] 
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oa] + + aniln] 20 @ 
将 四 代入 型 + x 加 ,可 以 消去 aa 对 于 每 -个 1L< ks<n- 
1, 其 中 a 的 系数 为 - 
(at > [ie] - 六， PL] = 


上 iml 


b+ DLi ] - ads ] 


为 了 证 明 mm 的 系数 大 于 等 于 0, 我 们 只 要 说 明 Km) = 
0 直 训 之] 关于 。 古 递增 的 就 可 以 了 ,而 


Am fn Doeln -DLinl> 


{n+ DPDLialeln — l)[na] > 2? 吕 [ia] 

引 理 ”对 任意 实数 ,都 有 

[x] + [2x] + [Ss] + + [Cn Dz] < (FUEnx)] 
引 理 的 证 明 ”由 于 对 于 任意 *,y,fx]+ [7y]s [x+y], 所 

以 

2(fx]+ [2x] + [3x} + + [Cn -1)x]) = 

([x] + Ln- 1)x]) + C2x] + [Cn — 2)x])+ "+ 

{[{n - Dx] + [x]l) se (Cn — 1)[ns] 
注 ”本 题 亦 可 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


7.6 数列 [ 5] ， [5 各 ] …… 可 QQE ] 中 有 几 个 互 不 相等 


正 整 数 ， 


解 “ 卫 22,…,1004: 相 分 两 项 之 闫 小 于 2 008， 因此 [25s]， 
[ae] 相 不 人 下 渍 ;到 sm 中 所 有 正 昌 数 而 


[1 
(3 


于 2 008, 所 以 [5] , [96] …, [8 芝 ] 互 不 相等 , 含有 
1 004 个 正 整数 ,共计 1 506 个 正 整 数 . 


995], 且 1 0057,1 006,…,2 008? 相 邻 两 项 之 差 大 
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7.7 y = 汪汪 ,证 明 : 对 一 切 n EN 都 有 


[ylyn] + YY] +[rin+1)]= 


证 明 设 iyn}i = ,从 而 
[ylym} + + [rn + D] = [mm — 5) + 7 + [Yn + 7] = 
[Pn ey +7] + [ml+[e+7]= 
[1 -Yn + -er)+[ym]+[le +Y]= 
n+[y -ery -7 + [ml +[Le + 7]= 
ny+[y-ey-e]+[e+y]j 
如 果 2 > e+ 7y > 1, 则 
FY-e(y+D<Y-(- YrY+1D)=0 
并 且 >-~esly+l>y-ty+i=-1 
可 见 [¥Y ~ sy ~-e] = -1 从 而 
[¥y—-ey—-e]j+[le+7y]=0 
如 果 e + 7 < 1, 类 亿 有 0 < YY-ey -<1, 从 而 还 有 
[y- ery-el+[lse+7rY}j=0 
于 是 总 有 原 式 成 立 (注意 。 + y 天 1, 因为 此 时 将 有 Ytn + 1) = 
[ny] + 1, 与 7 的 无 理性 忒 盾 ). 


7.8 设 二 是 给 定 的 实数 ,证 明 : 存 在 %，, 使 得 成 立 
不 等 式 
n-l 


fx w+ a + 一 和 本 


证 明 ”注意 到 


x+ |- x| = 位 若 x 是 整数 


1， 若 x 不 是 整数 
记 s5 蔚 1 一, 则 


> 。 = >， (oy w+ i 


jl lei<jwn 


于 是 必 有 某 个 i 使 


7.9 设 1 < qa < 2,8 为 一 个 整数 ,证 明 


[ela]+ $)] = [5 -| 
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证 明 设 左 式 为 4, 有 式 为 B, 令 N = [5 上 二] 以 及 5 二 = 


N+x, 其 中 0<x <1, 于 是 a =2- 从 而 


二 

N+ 
4=[(2- vs)N 1- 20 a] = 
2N -E+ [1+ {x- 雯 )(2- a)] 

8 = [(2- ws)CN+ x))] = 2w -大 +[2z] 


若 0<z< 荆 , 则 4-=2N- 4 = B, 而 若 广 <x < 1 时 , 则 4 = 
2N 一 天 +1 = 8B. 


7.10 ”定义 数列 if(n)l(n EN) 如 下 ;AUD = 1,f(n+1) = 
(A+) 车 [An)-n+1] = 
fin) + 1， 其 他 情况 


”证 明 :f(n) = [gnj], 这 里 9 


-+l 


证 明 假定 fk) = [gk] 对 和 < nn 是 对 的 , 故 
Afon) -nt+1] = [p(n) -n+1)] 
由 于 Pf(n)} n+l) > pign-n)=n 
以 及 Pin -nt < ppn-nt+l)<n+2 
从 而 由 nan) -n+1] = nn 或 8 +1. 在 A[f(n)-n+1] = nn 时 ， 
则 有 


n+l> pf(n -n+l)>n 
也 就 是 tal> fn) > 有 rna-1l 


注意 到 An) < nit (ls)= 9 
fn) > +n-1- 1- 二)= 


rnti-2= (n+ lp-3 
以 及 (4+)- ( + -= 小 1 
即 知 fn) 是 区 间 ((n + Dp -3, gn) 内 唯一 的 整 点， 从 而 An +) = = 
nm + 2 是 区 间 ((n + D9 -1,gn +2) 内 的 唯一 整 点 . 青 注 意 到 
(na+lDp-i<c[fn+lyj<(n+lp<c np+2 
从 而 就 有 fin+1) = [ptnt+1)] 
在 所 fn) -n+1] = n+1 时 ,类 似 的 也 可 证 明 
An+l)= [p(n + 1)] 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 7? 章 到 整 函数 [x] 


Chapter 了 Round Numbers Function [x] 


从 而 fn) = [qtn)] 对 一 切 正 整数 n 都 是 对 的 . 


7.11 ” 设 下 实数 a > 1, 正 整数 rn > 2, 目 方程 [ax] = x 惟有 


n 个 不 同 的 解 , 试 求 的 取 值 范围 


解 ” 明 显 的 x > 0, 且 * 是 整数 ,从 而 原 方 程 化 为 * = [ajx+ 
[talx]j, 于 是 一 定 有 [a] = 1 以 及 lelxz < 1,x = 人 0 显然 是 原 方程 
的 解 ,那么 [ax] = * 只 对 n -1 个 正 整数 成 立 , 故 |alx < 1 的 正 整 
数 解 必 是 x = 1,2,…,n - 1, 从 而 


二 jaj < 


n-l 


故 所 求 为 1+ 二 <a<1l+ 一 


如 一 1 


7.12 求 1+ [天 ]+…+[y 3 1] = 400 的 正 整 数 解 . 


{英国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


解 ”注意 ,对 固定 的 EN" ,等 式 [Ym] = 上 等 价 于 不 等 式 
Peme{tkh+1lD-1meEN’ 
满足 这 个 条 忻 的 自然 数 m 的 个 数 为 
(E+ -=P+3k+1 


因为 原 方程 左 端 等 于 中 。, 其 中 


se = Ek(3k2 + 3k+ 1) 
因为 当 上 上 EN" 时 ,全 > 0,s1 = 7,s2 = 38,s = 111,ss = 244, 且 
s1 + 527 + $3 二 54 三 400, 所 以 原 方程 有 唯一 自然 数 解 x = 5. 


7.13 证明: 方程 [*] + [2x] + [4x] + [8x] + [16x] + [2x] = 
12 345 无 解 ， 


【加 全 大 到 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 , 对 任意 上 EN", 有 
k[x] [kx] < kr] +k-1 
事实 上 , 记 m = [x],a = {x}, 则 
x=m+iamEtio0sa<cl 
且 km = [im] a [hr] = [him + kha] < 
im+ie< khm+k-l 
于 是 := [x] + [2x]j + [4x] + [8x] + [i6x] + [32x] < 
63[x]+ (ll+3+7+15+31) = 的 [x] +57 
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而 且 s # 多 [x], 因此 存在 m 所 2 使 得 心得 体会 拓 广 疑问 
的 下 过 了 过 的 可 十 37 

另 一 方面 ,12 345 = 63 .195 + 60, 因 此 = 12 345 对 任意 x ER 

都 不 成 立 . 


7.14 ”证明 : 若 m,n 是 正 整 数 , 且 mm > 1, 则 


nl] 
nl 1 Tm — mi) 
dm 


证 明 ” 原 式 等 价 于 


nlm (Cm Dm -1m 1) 
设 "是 质数 ,我 们 证 明 若 p:' ‖ 4 ,那么 一 定 有 


pim Cm Dm 1m -DT 
在 p 1 m 时 ,注意 到 


pm 
以 及 于! > n>= 芋 + 各 +…> 沁 [3] 
可 见 上 述 结果 成 立 ,在 pm 时 , 则 p | -1 -1, 从 而 
ptt | cw- ») 
于 是 我 们 只 要 证 明 


>izl<t;3] 
设 斑 二 mm 近 及 1 以 及 nm = 下 +a, 则 
中 站 , 
>: > Slt > [Ss]< 


ptt [55 = 


[| 
p~-1 ~ Lp-] 


7.15 证明: 存在 正 实数 ,使 得 对 任意 n EN,[a"] 与 nn 的 


奇偶 性 相同 ,并 给 出 一 个 如 此 的 正 实数 4. 


证 明 记 


1 - Hp, 1pm -Ate 


第 ?7 章 取 整 西数 [x] 
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此 时 ,在 是 奇数 时 ,[4"] = 4" + pe*, 在 nn 是 偶数 时 ,[X"] = 入 + 
Ha - 1. 只 须 选 取 m, 卡 ,p ,使 s, 全 奇 .注意 到 


2m mo-p 
Sn42 一 ~ 让 Sn 


我 们 取 2 中 是 奇数 ,了 上 是 偶数 , 即 有 42 savi(mod 2), 比 如 
站 三 2 所 3, 了 二 17 即 可 ,此 时 $1 一 3,32 三 13., 


7.16 设 m,n 是 整数 , 试 求 记 ,= SE 1)[#] +[] 的 值 . 
[i 


证 了 明 先 证 明 两 个 引 理 ; (1) fn 三 万 nn {2} 二 
nj = 1,2,…sn ~ 1, 证 (1) 的 时 候 只 要 证 明 
wD Fn 
[Lt] =; [a] :i 
即 可 .证 (2) 的 时 候 只 要 证 明 
> {- 1 [区 = >，(- [2] 
[有 [a 
即 可 . 
然后 利用 (1) 和 (2) 以 及 太 1 = 1, 记 = 0, 户 2 = 4 万。 = 呈 ， 
fn 三 0, 再 使 用 归纳 法 就 可 得 到 
所,(akyDs = 52 = 12 
fp-_1,29-1 三 1,2p -1 Ea (2r 一 DD(2g 一 1) 
Pe gp dr EN 
fip2n = Op # 27 -gp 4p:7rEN 
fp 29-! 三 ,PT EN 


3.1 好 ”对 任意 正 整数 nm, 有 


[va +vn+il= [v4n +2] 
( 右 地 利 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


证 明 ”首先 ,因为 对 任意 n € N* 
4n{n +1) < (2n+ 1 


所 以 2V n(n+l) <2n+1 

因此 (Wnt+vn+rly =2n+1l+2v n(n +l) < dn+2 
于 是 Yntvntl<vA4n+2 

从 而 [yn +vnri]s [van+2] 


其 次 , 设 对 某 个 到 三 N” ;有 
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[Yn rvn+ils lyan+ da) 心得 体会 拓 广 疑问 
则 存在 m E N* ,使 得 
Ynt+vnt+l<mevidn+t+2 
因此 2wnftn+i < nm-(2a+i) 二 22+1l 
即 4n(n+1) < (mi (n+) 4n(n+1)+1 
因为 (Cm? - (2n + 1) 关 是 自然 数 ,所 以 m2 - (2n + 1) = 2n+1, 因 
此 m2 = 2(2n +1) 被 2 整除 ,但 不 被 4 整除 ,不 可 能 .于 是 ,对 任意 
PE ,都 有 
[va +wnm+i]l = [v4n+2] 


7.18 ”和解 方程 1 _] x +11= Je =“ 


[Ix-lil’ 
(奥地利 数学 真 林 匹 元 ,1973 年 ) 


解 ” 当 “1 时 , 原 方程 等 价 于 
Ix—-1l(lz+1l-1) = fx) 

分 别 考虑 下 列 三 种 情形 ;x > 1, -lx<1 与 x <-1. 

当 x > 1 时 ,方程 可 改写 为 x(x -1) = ix|, 因 为 x(x-1)> 
x 一 1 sa jz ,斯 以 方程 无 解 . 当 -1 < x < 1 时 ,方程 可 改写 为 
x(l1 -x) = |x| ,因为 |x} 宇 0 与 1-* > 和 ,所 以 x 宇和 但 当 0 三 
* < 1 时 ,ix|} = x,; 因 此 得 到 x(1 - x) = x. 于 是 方程 一 个 解 x 
= 0. 当 x < -1 时 ,方程 可 改写 为 (24+ x)(x -1) = |x|. 因 为 x - 
1 < 0 且 |x| 六 0, 所 以 2+x 万 0, 即 x -2. 显 航 x = -2 是 方程 
的 解 ,如 果 -3sx<-2, 则 xl = x +3, 而 方程 又 可 改写 为 

(2 + x)(x—1)=3+% 

且 有 和 解 x =-,E[-3, -2), 最 后 , 当 %x <-3 时 ,有 

E24 x -x)=1I2+xlll-xil>1.4> xi 
即 方程 无 解 . 总之, 原 方程 有 三 个 解 0, - 2, -5， 


7.19 ” 解 方 程 :4x> - 40fxz] + 51 = 0. 


和 解 ”由 已 知 
2 3 17 
0 47x -40x+5l ST re Tols[*) a8 
因此 


x = 全 个 


从 而 


第 7 章 取 整 函 散 [>] 
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[z] = [Yl=31] @ 
我 们 把 [x] = 1,2,…,8 带 入 加 检验 可 知 [x] = 2,6,7,8 时 满足 


代入 四 对 应 的 得 到 = = Y 各 ,人 加 , 2 ,> ,容易 检验 都 是 
原 方程 解 


7.20 ”对 每 个 正 整数 a, 求 方程 六 - [好 ] = 1x 上 在 区 间 
[1,n] 中 解 的 个 数 ， 


( 瑞 黄 教学 奥林匹克 ,1982) 


解 ” 令 克 = [xj,a = |x1, 则 % = m+ a, 且 不 方程 化 为 
(m+o)- [m+2ma+a]= a | 
即 m+ ma = [Lm + 2ma + oi] 
但 后 加, 所 以 2 = [2ma + o2?] ,并 且 当 口 过 = < 工时 ,此 等 式 
等 价 于 2ma E 2Z, 因 此 a = 光 ,其 中 大 E 10,1,…,2m 一 十 ,于 是 ， 


对 每 个 下 = 1, ,am -1,az2,x 可 以 取 2m 个 值 ; 而 当 m = nn 时， 
因为 * 二 mn, 所 以 xs = 0. 因 此 解 的 个 数 等 于 
2+4+"+2n- D+l= nn-1)+l=m-n+l 


7.21 ”对 于 任意 正 整 数 ,证 明 ; 


[+: 抽 - WY"-#: 基 


证 明 ” 设 [Yn + 二] = , 则 


上 -二 
由 于 n 是 正 整数 
Rhk+lenech+hokh-1)+le<ne kk+1) 


设 [Vn -了 4， 十] = m, 我 们 同样 可 以 得 到 


mtm-l)})+lens mlm+1) 
上 议 m= 上 . 


7.22” 求 最 小 正 整 数 ,使 方程 [二] = 1 989 有 整数 解 . 


{苏联 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


解 ” 设 x 是 原 方程 的 整数 解 , 则 
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1 989 < 区 < 19%0 心得 体会 拓 广 时 问 
所 以 10" 10° 


1990 “< * 1]989 
即 10° x 0.000 502 512… < x & 10° x 0.,000 502 765-… 
因此 ,n = 7, 此 时 ,x = 5 026 与 5027 是 解 . 


7. 妇 证明: 若 对 每 个 正 整数 ,都 满足 [na] + [nb] = [me]， 


则 ,5,e 中 至 少 有 一 个 是 整数 . | 
【保加利亚 教学 奥 林 匹 移 ,1983 年 ) 


证 明 ”首先 注意 ， 全 人 全 c = 6+ 访 .事实 上 ， 


如 果 。 > e+B5, 则 取 盖 > - 2z 6, 从 而 
[anc] > 1 
如 果 e < a + 了, 则 了 到 > 一 -一 ,从 而 
[nec] 近 msn-l+ 中 -1< [nea]+[n] 

都 与 题 中 条 件 矛 盾 , 此 外 , 当 n = 1 时 ,有 [a] + [5] = [ej]. 其次， 
如 果 记 aa = [a] = = [b+ Be = [ej]+7Y, 则 a,8,7 E 
[0,1), 且 由 
[an] + [bn] = ([ajn + Lanj)(lb]n + [Brn]) = 

([e] + [bn+[an]+ LBn] = [cln+ [Lyn] 
可 以 推 得 [an] + [Pr] = [rn] 
因此 ,不 兴 一 般 性 ,可 设 0<a<l0cb<1He=a+bel1. 
设 a x 0,5 天 人 ,分 两 种 情形 讨论 . 


(D 设 e,8 为 有 理 数 , 即 e = 在, = 二 ,e = 和 + 上 ,其 中 名 


m 


lmEN', 且 41 < m. 于 是 ,如 果 n = m -1; 则 
mm] = [m=D]= [ -二 ] =- [5- al <-1 


辣 理 [Bm] = -li[eon= 大 + -1 
因此 ,等 式 [an] + [如 ] = [om] 对 这 样 的 = 不成立. 
(2) 设 a,b 至 少 有 一 个 为 无 理 数 , 不 妨 设 为 a, 则 p EN ,使 
得 
atph<lea+tltp+1)t 
下 面 证 明 : 对 某 个 Rn EN", 有 a+pb < {nal .事实 上 , 记 = 


1 - (a + p65), 并 考 谨 数 1a},120j ,13a| ,liaj ,其 中 > 二 + 


1. 因 为 所 有 这 些 数 都 属于 区 间 (0,1), 故 其 中 必 有 这 样 的 两 个 数 
{ral 和 {gal(r < 9) ,其 差 小 于 ,否则 这 些 数 中 最 大 者 和 最 小 者 


第 了 覃 职 甘 削 数 [ *] 


Cheupter 7 “Round Number Fimetion [x] 


之 差 不 小 于 


因此 ,要 么 1(9g - rai > 1 - e, 要 全 1(9 - r)el < <, 对 前 者 , 取 
nmn=g-r 可 得 ao+ 了 机 =1-e<jnel 对 后 者 , 记 3 = (4 一 
r)a| ,并 取 s EN, 使 得 站 <1<8st+l) .此 时 , 设 m= stg-r)， 
得 
{nal = sl(qg—-r)al = 8 >1-8 
因此 ,对 后 者 ,有 a + 访 < ina ,对 于 所 求 的 wn 值 ,应 有 等 式 
[nga] + [nb] = [mc] 
{nal + [nb) = nCa + 6 — (ne] + [nd]) = Inei 
于 是 有 taal > a 
{nel = {neal + la nl >a+rphaa+b=ec 
IB) = fine ~- {nol < 1- (a+p) = 
1l-(at+(p+lDb-Ds 
1-(1-b8)=868 
由 此 得 到 n > 1, 且 
[tna-lael= (nelltn -1)ce] = [nc] 
[tn -6b]=[n] -1 
这 表明 ,等 式 
[Cn -1)al+[Cn -1)8] = [tn -1)el 
不 成 立 .这 就 证 明了 a 和 4 吝 少 有 一 个 为 0, 矛盾 ,因此 , 症 中 的 结 
论 是 正确 的 . 


7.24” 设 ,5 都 是 正 整 数 , 证 明 : CAD 全 +1 | (各 91)1， 


证 明 ”我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 mtn1)® | (mn)!. 

设 p 是 任 一 个 素数 ,我 们 只 要 证 明 p 在 m! (rn1)" 中 的 方 次 
数 不 大 于 它 在 (mm)1 中 的 方 次 数 即 可 ,这 等 价 于 要 证 明 


a pia 9 
在 p > n 时 ， [3] = 0, 所 以 式 中 成 立 是 显然 的 ,下 面 不 妨 假定 


和 p(s EN) ,于 是 
SE 
2 [= > 2]+ 2 »]> 
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[2]= 心得 体会 拓 广 疑问 
7 = 


式 由 得 证 ,从 而 引 理 得 证 ， 
在 引 理 中 , 令 n = 上 ,再 依次 令 m = 1 和 ,可 , 我 们 可 以 特 


到 x! | EY 《ED 《EL Ck2)! 1 GD | (CR)!,: 
(各 JIE 4 (Chet)! 
将 这 na + 1 个 项 中 的 左右 分 别 作 积 便 知 
二 G9rcy2d | 和 
t= jml 
也 就 是 (上) 让 全 | (er1)1, 证 毕 . 


7.25 设 a 为 方程 x? -jx ~ 1 = 0 的 正 根 ,对 正 整 数 m,n, 定 
义 符 号 ”#” 为 :中 关 如 = mn 十 [am J[ an |. 


证 明 : 对 任意 的 正 整 数 p,qg,r 有 有 
(pg)r= px{(gqg#r) 


证 明 ”由 “*" 的 定义 
(pqg)xr= (pg+[op][lag]*r) = 
Per + rLap][ag] + [arjlalp* gq)] 
可 见证 明 本 题 的 关键 在 于 找 出 [a(p * g)] 的 一 个 好 的 表达 式 . 
al(p* 人 = alpg + [mp][a9]) = a 十 alap]lag] = 


CpG + 人 十 LT)[apl[ag] = 


kLap][eg] + sp*e9 + [apllag] ~ 


klapl[lag] + plag] + glap] + 


(ap 一 [ap])fad 一 [ag ) 


从 而 [a(p* gq)] = klap][lag] + plag] + glap] 

则 (Cp)xr = port+ klapl[log)lar] + rlap][ag] + 
gLarl[lap] + plag][ar] 

用 同样 的 办 法 计算 p * (gq * r) 也 可 得 到 上 述 表 达 式 ,从 而 原 命题 

得 证 . 


第 7 章 取 整 函数 [x] 
Chapter 7 Round Numbens Function [x] 


心得 体会 拓 广 疑问 
7.26 证明; 对 任意 正 整 数 n 成 立 


_1 
2n} > 2y2n 


证 明 ”由 于 /2n 是 无 理 数 ,从 而 2n2 > [Y2n] + 1, 也 即 是 
EM2n] <sv2n: -1. 
又 因为 
2n2 = [Vy2m]: + 2[V2n]ly2nl + HW2n}? 
所 以 [2n]l2n} + W2nl?=1 
于 是 可 得 Wanj? + v2n: -liM2n -1=0 
解 上 述 不 等 式 即 知 


Wan| > 1 ,i 
van +wW2n2_1 72n 
注 ”事实 上 ,我 们 可 以 构造 数列 |n,|*_ |, 使 得 


; 1. 

limm lm = 23 

这 只 要 证 明 方 程 2n2 = [v2nj?+ 1 个 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 ,但 这 
需要 一 点 佩 尔 方程 的 知识 . 


7.27 设 a = 1 二 刁 ,8 = .证 明 :对 一 切 nE N, 都 成 立 


[a[Bn]] = [an] + [Ln] 


证 骨 ~ ”由 于 = o2 = x+1, 故 
[Br] = [(a + Dn] = [orn]j+n 


设 wn = [on] + 8(0 < 8 < 1), 那 么 
2 


(eatrl)n = ac = atlan] + 0) = alanl+ a8 

也 即 是 alan] = [an] +n+(i- ea) 

从 而 [alBn]] = [ef[an]+ na)] = [Lalan] + an] = 
[[anl+an+ tl-a)t+rlan]+0] = 
[2Lan] + n(2- a)8] = 
2[an]+n+[(2- a)8] = 
2[an]j+n 
[an] + [fn] = 2Lan]j+n 

故 结论 得 证 . 
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7.28 设 n > 2 是 合 数 .证 明 ;C!, 忆 ,-… ,Cs-! 中 至 少 有 一 项 


不 能 被 ” 整除 ， 


证 明 ” 设 素 数 p 1 ,并 且 pr < n < pr""(s E N), 我 们 证 明 

nt = 

在 np 时 

> 下 - 写 ([ 丽 +[ 轧 忆 ): 

忆 [ 引 -站 ([ 有 + [5) - 
A 


n! 
(pln -pp)! 


于 是 pt ,从 而 nC 


在 n = mx*l 时 ,由 上 述 证 明 即 知 pC ,同样 也 有 n 修 CF， 
综合 上 述 两 种 情况 即 知 n 十 Cr , 原 命 是 得 证 . 


7.29 ” 设 4a 为 方程 x: -hx -1 = 0 的 正 根 ,其 中 不是 一 个 正 
整数 . 


证 明 : 对 一 切 正 整数 n 都 成 立 
[an + 如 [an]] = kn + (kK +4 1)[Lan] 中 


证 明 由 a? = i + 1 可 得 < = 上 + 二 ,从 而 
an + hulan] = (+ LT)n + ke(k + L)Lan = 
kn+ [an] + + 由 en 
故 式 中 等 价 于 


[+ enl] - [on] 四 


注意 到 n+ : an | > 他 te 
以 及 n+ klen < + 2 
可 见 全 是 成 立 的 ,从 而 式 中 得 证 ， 


aon] 


= 安 入 


心得 体会 拓 广 颖 河 


Chapter 7 


7.30 ”假定 是正 整 数 , = 1(mod 4) ,但 不 是 完全 平方 数 ， 
令 a = 方 (1 + YE). 


证 明 ;对 一 切 n ,成 立 不 等 式 
1< [an] -Lalarl] < [a] 


证 明 由 ?= 2 上 + 上 和! + ua 可知 om 和 on 是 
有 相同 的 小 数 部 分 , 设 为 9, 于 是 
[aaa] - [a[on]] = Lain) - [etan — 8)] = 
[az2n] - [an - a8] = 
[aznr] - [ein] +8- 地] = 
- [tl -a)0] 
注意 到 
(x -D0= alan- [Loan]))-60 = [an] -alan] 
不 是 整数 ,从 而 
[a2n) - [ua[en]j] =- [1-a)0] = [te -1)0]+1 
于 是 由 ix<[(a-Do+ls[la-1il+l=[a] 
可 知 绪论 成 立 , 证 毕 . 


7.31 求 和 沁 [ 马 二] ,其 中 是 一 个 正 整 孝 . 


解 在 埃 尔 米 特 恒 等 式 中 令 n = 2 便 有 
[x*] + [x + 了 | = [2x] 
也 即 是 


[+ 了 二] = [2z] - [] 中 


反复 利用 中 , 便 有 
之 | tt | 三 > + 主 ] 三 
光 ([ 若 -[ 苔 ])=” 
利用 斤 尔 米 特 恒等式 ,本 是 还 可 以 推广 为 
习 六 [和 上 5 玫 ] = [4] 


这 里 m > 1 是 一 个 整数 ,* 是 一 个 实数 . 


第 ?+ 章 职 性 西数 [zx] 
Rund Numbers Function Fx] 
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7.32 求 所 有 的 实数 a ,使 得 
[Vire+3] = [va + 2] 


对 一 切 正 整数 = 都 成 立 ， 


解 在 @ 中 , 先 令 n = 1, 邯 得 [Vira + 过] = 1, 从 而 
VI+a+ 立 >1 解 得 >- 当 , 再 令 n = 2, 又 可 得 到 
[2+ + 全 ] = 1, 于 是 /34a + 十 < 2, 即 a < 十 ,这样 我 们 
就 得 到 了 

-4<a<4 © 

下 面 证 明 对 满足 @ 的 所 有 a ,GD 对 一 切 正 整数 "都 成 立 . 

无 妨 设 户 - 1<n< t+ tf EN), 那么 


[Varerd]al/e-r1-3.1]: 
[二 + 和 二]=: 


[Varerd]ls far l,i]: 


[: + py + pa = t+1 
注音 到 上 式 中 的 等 号 是 不 能 成 立 的 ,从 而 
:< [va+ra+] < 上 二 1 


也 部 [Yrre+3)=: 
明显 的 ,[Y5 + 寺 ] = +, 从 而 中 式 得 证 . 
故 满足 @ 的 实数 a 即 为 所 求 . 


7.33 ” 解 方 程 x? -8[xj+7=0. 


{全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 


解 ” 设 x 是 题 中 方程 的 解 ,并 是 n = [x], 因 此 ?+7 = 8n， 
即 有 n >>0. 再 由 nx < n+1, 得 
mies+7T< (n+1+7= n+2n+% 
即 n+7e8R< n+2n+8 


由 此 解 得 mn = 1,5,6,7. 代 全 = 8n -7, 得 x = 1,33,41,49. 经 


第 7 章 取 整 函数 [*] 


Chapter 7 Round Numbers Fumetion [x] 


验证 , 知 x = 1,V33,v4i,7 是 方程 的 解 . 


7.34 和解 方 程 x? = 3 + [x]. 


解 设 [x] = x -yy, 由 数 [x] 的 定义 有 0<s y < 1. 原 方程 可 

改写 为 
x x+y=3 
注意 不 等 式 0 过 7 < 1, 可 得 2< 中 -xs 过 3. 设 x > 2, 此 时 
xy = (4-1)>2x3=6 
这 说 明 当 * > 2 时 不 等 式 x? -x < 3 不 满足 ; 设 x < -1, 则 x? 
1 > 0,x(z2 - 1) < 0, 与 条 件 x(x? - 1) > 2 矛盾 , 剩 下 只 须 研究 
“ “由 -1 到 0, 由 0 到 1 及 由 1 到 2 的 情况 : 

(中) 设 -1gx < 00, 此 时 [x] = - 1, 方程 成 为 +1= 3. 由 
此 x = 机 ,但 这 个 值 x 不 在 [ - 1,0) 中 , 即 在 此 区 间 中 方程 无 解 . 

(2) 设 0 sx< 1 此 时 [*] = 0, 方 程 成 为 x = 3, 由 此 x = 
闻 , 但 这 个 数 大 于 1, 所 以 在 [0,1) 也 无 解 . 

(3) 最 后 , 当 ! < x < 2 时 ,有 [x] = 1, 方 程 成 为 x -1 = 3， 
它 有 解 x = 村 , 满 足 1 < x < 2. 因 此 , 知 * = 若是 原 方程 的 唯一 
解 ， 


7.35 ”如果 ” 历 遍 所 有 正 整数, 则 | n+、 号 + 工 ] 历 遍 除 


a =3nz - 2n 外 的 所 有 正 整数 . 
(评委 会 ,联邦 德国 ,1988 年 ) 


证 明 fn) = [。+vV/ + - 
n+ [3+] n+ 
正 瑞 数 满 足 + 1 > \/ 号 + 二 =, 于 是 
4+2>A/ +1+ 二 > 2 
fn+D)= [r+1s ntl + 二 | - n+r1+ V1 +]= 
n+k+l, 当 / li < k+l 


n+l 1 
3 + k+l 


六 十 此 十 和 2 
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不 发 生 / 二 + 二 过 和 +1 的 情况 时 ,f(n) 随 n 的 增加 逐次 增加 


1. 发 生 / 上 二 | + 才 > 大 + 1 的 情况 时 ,Fn) 跳 过 1 个 自然 数 n+ 
+ 工 .由 于 


n+l 1 | nn 1 
NN 3 +23 i+ YN3+72 


1%2 
等 价 于 na+izs3(kt+ 填 ) >n 
即 ntl 23k+ > 
即 n= 382 + 3 天 
所 以 fn) 跳 过 的 数 为 


nik+l= 3h+3E+k+t1 = E+1)? 2k+1) = a 
又 了 (1) = 2, 所 以 Yln) 历 遍 除数 列 

al = 1,92 = By = 3 和 一 2 
外 的 所 有 自然 数 . 


7.36 求证 :[Y2n] 中 包含 无 限 多 个 2 的 敌 , 其 中 经 过 所 有 


正 整 数 . 
(评委 会 ,罗马 尼 亚 ,1985 年 ) 


证 明 [ny3] = 等 价 于 
二 < 去 ， 工 0 
万 ”而 
去 1 1 此 
当 是 仅 当 | 起] + 点 > ! 时 ,有 = 满足 不 等 式 四 ,因此 , 当 上 { 胜 } < 


1- 下 < 去 时 ,人 中 中 无 解 . 若 lz| < 立 , 则 2z| = 242| ,假设 
2 1 11 ,tli1_ 1 
-和 <1- 坟 对 所 有 的 成 立 , 风 必 导致 食 }< 2 (1 - 广 ] 对 


所 有 上 成 立 , 这 意味 着 { 广 ] = 0. 因此 , 一 定 有 hh 和 mi, 使 得 


[mvV2] =25. 用 类 似 方法 , 我 们 得 到 总 < 避 <… 和 mm< 
na < … 使 得 [nyy2] = 25. 


7.3 打 “对 任意 > 0 及 正 整数 n ,都 有 
> 关中 
(美国 玖 学 粤 社 匹克 ,1981 年 ) 


心得 体会 抵 广 皮条 


第 7 章 取 连 画 数 [x] 
Chapter 7 Round Numbers Fimotion [zx] 


证 明 ”因为 4 = m+a, 其 中 避 = [xj,a = 1x} ,所 以 对 任 心得 体会 所 广 疑问 
意 庆 EEN*, 有 
[和 起] = [km+ ke] = am + | ka] 


因此 原木 等 式 化 为 
ol > (at + (mt) + (ne 
We 


因此 ,只 须 考 虚 0 < x < 1 的 情形 , 当 x € [1,0) 时 ,不 等 式 左右 两 
端 是 不 减 的 分 段 常量 函数 . 而 且 它们 的 间断 点 都 是 [0,1) 中 的 有 


理 数 , 即 形 如 x 三 了 的 点 ,其 中 p,q 所 RN” 是 互 素 的 数 , 即 (p ,9) 三 
1, 且 2<gsn1<spsd-1 因 此 只 须 证 明 不 等 式 对 * =0 及 
* = 卫 成立 . 当 4 = 0 时 ,不 等 式 显然 成 立 ,. 设 * = 了 ,此 时 ,如 果 
记 [ 呈 ] 三 age = bes,k 二 二 则 DO < bs: 9 二 + 
aig + 及 ,所 要 证 明 的 不 等 式 可 以 改写 为 
an 区 了 车 十 一 ， 


注意 ,41,…, 刀 -1 都 不 为 0, 且 两 两 不 同 .否则 ,如 果 b4 = ,i > 让 
则 如 -etz= 品 - az, 由 此 得 到 

(i -jp = (a— oa)q0 < i-j<yg 
但 这 不 可 能 ,因为 (p,qg) = 1. 因 此 181,… ,Bil = 11l,…,g -1}. 


应 用 平均 信 定 理 , 有 
-VE -1 
-VD 


?7.38 ”证 明 : 存 在 正 数 1 ,使 对 任意 正 整 数 n,[4"] 与 5 的 奇 
慢性 相同 . 


(中 国 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
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心得 体会 拓 广 疑问 


证 明 取 X = 2+ 半 卫 ,j = 3 一 关 卫 , 则 4 和 是 二 次 方程 

* -3x -2 = 0 的 两 个 根 .于 是 
3M-2=0,1-3xn-2=0 
上 两 式 分 草 蒋 以 如 和 yg", 得 到 
A 2 SAnm+l TAT = 0, Pt _ 3panrtl _ 2 =0 
上 两 式 相 加 ,并 记 S$, = 4X* + pr, 则 有 
Snr2 — 3Sn+1 — 2Sn = 0 

由 此 得 到 ,Sa = 5S.41(mod 2). 显 然 ,50 = 2,51 = 3,5, = 13. 因 
此 当 n 二 1 时 ,5S, = 1(mod 2). 另 一 方面 ,因为 -1 < yg < 0, 记 以 ， 
当 为 疝 数 时 ,[2*] = 5,, 当 为 偶数 时 ,[X47] = 5, -1. 于 是 , 当 
n 为 奇数 时 ,[i"] = 5, = 1 = n(mod 2), 当 为 偶数 时 ,[4*] = 
人 -1 =0 = amod2), 即 [如 ] 与 了 有 相同 的 奇偶 性 . 


7.39 ” 设 n 和 r 是正 整数 ,n > 2 且 nr, 记 n 和 7 的 最 大 公 
因子 为 q ,证 明 ; 


nl] 四 1 
{= 二 (ne) 
日 本 教学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


证 明 记 n = Sir = 和 全 1, 则 (nr 兰 1, 且 
中- 鹤 半 = 办 人 


j=1 j=1 


由 于 nl 和 互 雪 ,因此 ,1 ,j = 1,2,…, nll 构成 模 m 的 剩余 类 
全 系 , 所 以 


(各 |- (0+ 1l+°*+ (Cn -1)) = pA -LD 


je nt 


Ta NE} 


7.40 设 a,5 为 正 整 数 , 解 方 程 


2 2 2 .2 
$l+[s]= [$e]+ 网 


解 ” 因 为 a 和 5 基 对 称 的, 故 不 妨 设 a < 5. 由 于 x-1< 


[xj] 入 x, 因 此 
oth 
-l<pp+a- a -<2 
即 -ober-a-t- a 2ab 


所 以 
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人 0 D 
-arl)bp+rab+ra-a>0 名 
如 果 5 > a + 2, 则 由 中 ,有 
0O> BB-(a+i)b- 20+ a-oa = 
bibtb al)-2a]+o-a> 
blb-2a)+ a -a= 
(bhb-a+a-20 
(ez -a+2+a-20-= 
(ez_ae+22_-a+aae-1)= 
(a +2)fa2-2a+2)+ara-1l) >D 
矛盾 ,因此 ba 时 + 1 

记 f(x) = D+toarta-e, 由 人 必 ,f(45) >0， 

当 & 守 2 时 
-wm) <0 f0)>0 

fa) = oa- a +2a-1)<«<0 

fla) = a- a+r2a-1)<0 

filo+l)= al2a -a+1l)>0 
因此 ,三 次 方程 放 x) = 0 在 区 间 (- % ,0),(0,aj,faa2 + 1) 内 
各 有 一 根 ,而 三 次 方程 帮 x) = 0 至 多 有 三 个 不 同 的 根 , 因此, 当 
oabee 时 ,fA(8) < 0, 与 名 矛盾 ,所 以 ,b > a + 1. 于 是 得 
5 = 二 +1, 代 人 原 式 , 得 

2 2 
[B+ 

容易 验证 ,a = 1 是 上 式 的 解 ， 

当 a 2 时 ,上 式 化 为 ai +2a = a + ala? +1), 这 是 信 等 式 . 
因此 , 当 & < 5 时 , 原 方 程 的 所 有 解 为 b = a*+1i,a€N"'. 由 4a， 
6 的 对 称 性 得 到 , 当 a > $b 时 , 原 方程 的 所 有 和 解 为 a = 闻 +1,5 EE 
N* .因此 原 方程 的 所 有 解 为 上 = w+1,a EN 或 a = 了 +1， 
EN. 


] + ako+D 


7.41 (1) 对 任意 实数 *,y > 0, 有 
[Sx] + [Sy] ss [3x + y] + [3y + x] 
(2) 证明 :对 所 有 正 整数 m,n, 有 


minl(l3m + n}l{(3n + m)!l 1 (Sm)!(sn)! 
【美国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


证 明 《1) 考虑 函数 
zy) = [sx]+[sy]- [3w+y]-[3y+s]- [xs]-[y] 
并 且 证 朋 , 当 x,y EE RR 时 ,f(x,yY) > 0. 设 对 某 些 x,y E [0,1)， 
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x 所 y, 有 
(xy) = [Sr]+[sy]~- [3x + y]-[3y+x]<0 
则 因为 Kx ,y) EE, 所 以 x,yY) 过 -1 且 
fxsy) > (Sx — 1) + (S57 = 1) (3x +) — (3y+%) = 
TX+yY-2 
即 x+7y-~2<-1 从 而 x+7y<1. 酝 为 
[5y] - [3y + x] = [57] - [4y] > 0 
所 以 
[5x] — [3x +y] = f(x,7) — ([5y] - [3y + x])) -1 
另 一 方面 
[Sx] — [3x 4+ 7] = [5x] - [3x +1- x] = [5x] ~- [2x + 1] 
即 [Sx] < [2x+1] | 


由 此 得 到 5x < 2x + 1, 从 而 * < 村 .但 此 时 
[2x+l<[2. 寺 + 


即 [5x] < 1, 从 而 x < 地 .因为 
[3x+ ylz1+[5x]=1 


所 以 yl1-3x> 全 , 即 [5y] 3 2 如果 7《< 到, 则 


即 [3y + x] < 1, 再 注意 到 
[3s+y]<[3:+1]=1 


则 有 f(x,7y) = [5x] + [5y] - [3x + y] - [3y1+*] > 
0+2-1-1=0 
与 (x,y) < 0 的 假设 矛盾 .如 果 y > 过 , 则 
[5y] 关 3,[3y+sl]=[y+x+2rls[y+xyl+2s2 
且 Hx) 0+3-1-2=0 
也 与 f(x,yY) < 0 的 假设 蕴 盾 . 这 就 证 明 , 当 x,y € [0,1) 时 
ftx,Y) 尖 0, 但 因为 函数 f(x,y) 关于 每 个 变量 x,y 的 周期 为 1， 
所 以 对 所 有 *,y € RR, 都 有 f(x,y) > 0, 最 后 , 当 x,y z0 时 ,有 
[Sx] + [Sy] = f(x,7) +[3x + 7] + [3y+ 24]+[x]+[y]> 
[3x + yy] + [3y+x] 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
{2) 只 须 证 明 , 在 分 母 mln1(3n + m)1(n +3m) 1 的 察 因 子 分 
解 式 中 ,任意 素数 p 的 指数 不 会 超过 分 子 (5m)!1(5n)! 的 素 因 子 分 
解 式 中 京 数 p 的 指数 (如 果 不 含 素 因子 p, 则 其 措 数 为 0) ,因为 p 
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在 9! 的 素 因 子 分 解 式 中 的 指数 等 于 心得 体会 拓 广 疑问 
[+ 和 + 
所 以 它 在 分 子 的 素 因子 分 解 式 中 的 指数 等 于 
[名 ]+ [加 |:… + 名 [于 + 
而 在 分 母 的 素 因 子 分 解 式 中 的 指数 等 于 


[下 [2 


[至 二 2] 二 [2 m]+ [ m 


记 = mk = i; 其 中 EN" ,由 (1) 中 所 证 明 的 不 等 式 , 有 


[Ss] + [Sy] > [x] + [yl + [3 + yy] + [3 + xe] 
再 对 所 有 有 EN* 求 和 (对 充分 大 的 ,不 等 式 两 端 都 等 于 0), 便 
得 到 所 要 证 的 结论 . 


7,4， 证 明 :对 任意 正 整数 n, 有 |nYy2) > ; 且 对 任意 


_ 1 
2ns2 


' l+e 
s >0, 总 可 以 找到 正 整 数 n ,使 得 {ny3| < 2n fi 


《评委 会 ,罗马 尼 亚 ,1979 年 ) 


. 证 明 ”对 给 定 的 n EN" , 记 m = [ny2]. 因 为 下 关 my2( 查 
则 2 = 疝 为 有 理 数 ) ,所 以 mm < nw2, 且 mm? < 2 呈 2, 因此 
1<2n2-m2= (nf2- m)(nd2 + m) = 
1nv2Hn + m) < tnv2l2ny2 
定义 数列 [ni 与 1mj| 如 下 
ni = mi = ,ni = 3ni +2mi mi = 4mi + 3miri EE N” 
下 面 对 i E N* 用 归纳 法 证 明 , 对 所 有 iE N* ,有 2n - mm = 
1. 事 实 上 , 当 i = 1 时 显然 有 2n? - m? = 1. 设 结论 对 某 个 iE€ NN" 
成 立 , 则 


2n2 — ml = 2(9n3 + 12nm: + 4m3) 一 
(16n? + 24nmi + 9m?) = 
2n1— m=1 
即 结论 对 i + 1 也 成 立 .现在 给 定 。> 0, 因 为 数列 ini} 是 递增 的 ， 
故 存在 ” = nm ,使 得 
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于 是 ef2ny2 -1) > 1,(1+e)(2ny2 -1) > 2ny2 
因为 0< nd2-me= 
242 + 下 
所 以 ,由 上 述 不 等 式 和 等 式 2nf - mt = 1 得 到 
= nd2- m= lny2l 


l+e 、 1 > 1 
2ny2 2nv2-1 nd2+m 
证 毕 . 


7.43 求 一 个 自然 数 ”不 能 表 为 [n+ V5 + 二 ] 的 充 要 条 
件 ,这 里 n 跑 遍 一 切 非 负 整数 . 


{评委 会 ,比利时 ,1979 年 ) 
解 记 扩 n) = [n+rvn + 广 ],nEN', 则 
frn+1)- ftn) = [。+1+vari+ 寺 |]-[s+va+] = 
1+ [vafi+d]-[va+ 款 ] 
于 是 , 当 且 妈 当 
[vr+i + 广 ] > [v5 + 二 | 


也 即 存在 某 个 m E N* 使 得 /5 + 二 < 本 二 VE+T+ 寺 时 
fn+1)-An}>1 


由 VR+ 汪 cmeVntli+t 
得 到 nc<m-mtientl 


即 存 在 mm 忆 N* ,使 得 n = m? - m. 另 一 方面 ,对 任意 nEN”, 因 
为 


-hE 1- 方 <n+ 广 
所 以 fn+l)= n+2+ [VR+ -3]< 
n+ [Vn+]+2= fn) +2 
于 是 ,得 到 
Fn+D-Am = 人 
n+D -无 mm = 1 


六 = Mm- mm = 23 


其 他 
而 且 因为 当 m 2 时 ,mm -1 < V 页 + 款 < m, 因 此 
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fm-m+rle m+ [Vm m+i] -mri m 


于 是 .An) 可 以 取 除 形 如 记 w - m) + 1 = m? 的 数 以 及 小 于 
(1) =2 的 数 之 外 的 所 有 自然 数 , 这 就 证 明了 ,一 个 自然 数 不 能 表 


为 [n+ Vn + 十] 的 必要 且 充分 条 件 是 , 它 是 菜 个 自然 数 的 平方 . 


7. 和 4 证明: 对 任意 正 整 数 m 与 素数 p, 下 述 条 忻 等 价 : 
{1) 当 k= 0,1,2,°…,n 时 ,p 二 Ct. 


{2)n 三 pm 一 1 ,其 中 3 Et,m EN’,mCp. 
《上 声 森 笃 数 学 奥林匹克 ,1980 年 } 


证 明 ”首先 证 明 , 条 件 (2) 等 价 于 下 述 条 件 ， 
(3)m = pt (pp -1D), 其 中 i ET EL < pp 
事实 上 ,由 条 件 (2) 
n=pm-l= plm-1)+(p -1) 
其 中 EDT,mEN*,m < p. 如 果 m > 1, 则 取 1 = s,i=m- 
1 > 0. 如 果 m = 1, 则 由 于 zz -如 -1=0 和 人 N ,所 以 > 0, 因 
此 
n=p ip-l=p"(p-l)+(p"!-l) 
即 可 取 1 = -1 0,i = p -1<p. 因 此 条 件 (3) 成 立 . 另 一 方 
面 ,由 条 件 (3) 
n= pi+(p -1)=p(i+1)-1 
如 果 71 < p; 则 取 m = 1+1,s = t+. 如 果 j+1=p, 则 取 m = 
1,s = 上 +1. 因 此 条 件 (2) 成 立 .对 给 定 的 n EN’ ,存在 上 E 中， 
使 得 < nn < pi, 即 n = 的 +r 其 中 0< re< 天 1 过 < p， 
由 Legendre 定理 ,在 4! 的 素 因 子 分 解 式 中 , 素 因 数 p 的 每 指数 为 


[+ 和 + 


所 以 G = 1 
的 素 因子 分 解 式 中 素数 p 的 窒 指 数 d 为 


= [8]- [5 习 ):([]- [134): 


(1 和- [3]) 


p? 
其 中 当 i > 上 时 


[ 习 ,[.[= 5 
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都 为 0, 由 于 
[= [二 + 本 > [[ 才 [2 区] - 
££ nn 一 
[+ [5 
所 以 当 且 仅 当 对 i = 0,1,2,… 


(#]= Es 1， [3 


时 , d = 0. 我 们 证 明 ， 这 只 有 当 r = pr 一 1, 即 条 件 (3) 成 立时 才 有 
可 能 .事实 上 ,如 果 了 反 Pp 一 2 则 令 1 下 = Pp 一 1,i 三 二 于 是 


向 -Le59-。 


a ks [ 王 =!] -11 


[3#]= [®t] - l,l>0+(t!-1) 


因此 ,上 述 等 式 与 条 件 (1) 都 不 满足 . 现在 设 条 件 (3) 成 立 , 则 对 
i =0,1,2,.,t 与 = 0,1,…,n 有 


= rl + (六 ~ I),k = plsil+ gD0 a 和 pi 


呈 5 - [[ 引 -[ 有 + 人] - [ 蚊 - 上 


其 中 用 到 Ospi- (q+l)j<p 
因此 当下 = 0,1,… ,#8 时 ,起 = 0, 妈 条件 (1) 成 立 , 证 毕 . 


3.4 设 m > 0, 则 有 


2"*1 1 [LC + Yay"*1] 


证 明 ”因为 
-1<(1-v3)2rtt <0 
设 = (1 + 3)2mt + (1 一) 
则 二 二 项 式 定 再度 开局 证 和 是 整数 , 且 有 
a Ld 

袁 An = [(1 +443)2"+!] 
而 4。 = (41+Y3)[(1+A 3 + {1 -号 )[(1 -v3)2]” = 

(+ 人 3)(4+243)m+ (1-Y3)(4 -2v3)” = 

2"((1 +Y3)(2 + 43)® + (1 -43)(2 -3)") | 
再 从 二 项 式 定理 可 知 
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(2 +43)" = Za + by3) + W3)™ 
(2 HN3)™ = 2(0 — B413) + (~ 3)™ 
故 中 可 写 为 
A = 2m(20c+ dV3)) + (L+H3)WS)™ + 
2(e -dy3) + {1 -43)(-Y3)") = 
am( qe + CL FMD I + CAIN3)™) = 2"p。 
如 mm = 25, 则 
Ba = 46e +2:3=2(md4) 
如 m = 2k+1, 则 
Boars = 4c +2+ 3 = 2(mod 4) 
因此 8, = 2(mod 4) , 即 21 5 这 便 证 明了 结论 . 


7. 四 ”如 果 有 正 整 数 mm, 使 得 mm 末尾 从 有 = 个 堆 , 则 正 整数 
n 称 航 “阶乘 尾数 ". 问 比 1 992 小 的 正 整 数 中 ;有 包 少 个 非 “ 堆 
乘 尾 数 "? 


(第 10 局 美国 教学 递 请 赛 ,1992 年 ) 


解 ” 令 f(m) 为 数 总 ! 末 尾 零 的 个 数 . 
显然 , 疙 mm) 是 m 的 不 减 耳 数 . 
而 且 , 当 m 是 5 的 情 数 时 ,有 
flim) = Fm+tl) = fim+2) = fm+3) = 
fim+4) < fom+5) 
这 样 ,我 们 可 把 AECE = 0,1,2,…) 列 出 
0,0,0,0,0,1,1,1,1;1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3, 


| 生生 D 

其 中 每 个 数 在 这 列 教 中 出 现 5 次， 

下 面 来 看 1 991 是 否 出 现在 中 中 ， 

易 知 ,mf! 未 尾 零 的 个 数 是 
车 有 mm, 使 fm) = 1 名 1, 则 

Lm 
5 
1 991 < 和 1 了 4 

因此 m > 4:1991 = 7964 


利用 名 易 得 
FT 965) = 1988, 7 90) = 1989, 7 95) = 1 91 
” 现 将 数列 中 一直 排列 f(7 979) = 1 %91 这 一 项 ,得 
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O000.0,1,1,1,1,1,.…,1 989,1 989,1 989, 心得 体会 拓 广 疑问 
1 989,]1 989,1 991,1 991,1 991,1 991,1 991 二 
数列 国共 有 7 980 个 数 . 


由 于 每 个 不 同 的 整数 都 恰好 出 现 5 次 ,所 以 数列 @ 中 共有 
3 = 1 596 个 不 同 的 整数 , 且 都 是 集合 10,1,2,…,1 991 中 的 
元 素 . 

因此 有 1 992 - 1 596 = 396 个 整数 没有 出 现在 数列 @ 中 ,所 
以 有 396 个 正 整数 比 1 992 小 且 不 是 “阶乘 尾数 ”. 


7. 和 条 求 [(y29 + v211] 的 末 两 位 数码 . 


{第 25 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1984 年 ) 


解 令 x =v2+wvay = 为-v2, 则 
x = 和 +2Y609 


内 =5 和 -2wv609 
设 & = ,5 = 她 , 则 有 
a+b = 100 
ob = 64 


邻 S0= e+ 加 .SS = a" + 各, 则 有 
SS, = (a + 上 SI - obs> = 1005,_1 ~ 645,_» 
因为 5 是 正 整 数 ,所 以 


5 = 62 = (mod 100) 

即 So = HL = 2， FR mod 100) 
因为 6 = 1 296 = - 4(mod 100) 
则 Sg = 2(— 4 二 2 条 (2) -25 
由 于 2 = (mod 100) 
则 Som = (22 20 = 2 .2 (2) .2 一 

27 = 4 096 x 32 = Tmod 100) 
即 So 的 末 两 位 数 是 32. 由 于 

0<v29-v2iv<l 

所 以 Ox< (vB -v2 el 


[Cv 29 + v21)] = Sm -1 
其 末 两 位 数 是 71. 


第 7 章 取 整 亩 数 [x] 


Chapier 7 Round Numbers Function [x] 


7.48 ”对 于 非 负 整数 m,n, (2 下 半 (22)! 是 整数 . (规定 


mlnl(tm + n)! 
0! =1) 


(第 14 局 国际 数学 奥林匹克) 


证 明 ”对 于 任意 素数 p ,由 Legendre 定理 ,(2m)1(2n)! 中 pp 
的 次 数 为 


>([ 生 ]+ [天 ] ) 
minti(tm + zn)! 中 p 的 次 数 为 
{Tm n 二 让 
和 [+ [号 ] + [于 二 人 
引 理 。 对 于 任意 实数 x,y 
[x] + [y+[x+ 7y] [2x] + [2y] 二 
引 理 的 证 明 设 * = [x]+ilxly = [7y] + 1y), 则 
[2x] + [2y] = 2[s]+2[7]+ [42zH+fElayj] 
[x+y] = [x]+[y] +[ixz} + {x}} 
因此 中 等 价 于 
[jz + 1y|] < [12x}] + [{2y}] 
车 1xi + fy} < 1 结论 是 显然 的 ; 若 1xl + |y| > 1, 则 |x| ,fy| 至 


少 有 一 个 大 于 等 于 十 ,因此 
[12x}] + [i27y}] =1= [xl+iyh 
所 以 引 理 成 立 ， 
根据 引 理 
[+ [及 + [< [ 宫 ] + [从 ] 


所 以 一 名 下 (22)! 是 回 数 ， 


minl(m + n}! 


7.49 “证 明 :对 于 任意 一 个 素数 p, 0(p) = 全 #2-*-! 都 是 
=] 


整数 . 


证 朋 P = 2 时 ,Q(tp) = 1 结论 成 立 ; 当 p 3 时 
He 下 
ea 
由 Legendre 定理 ,对 于 任意 一 个 小 于 分 母 p 的 素数 和 ,分 母 售 有 4 
的 次 数 为 
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分 子 中 9 的 信 数 用,(29)*”，… [#2]e ) 所 了 ,所 以 分 子 是 
qs[ 对 ([ 生 ] 7 的 倍数 ; 当然 分 子 中 还 有 (92)9 ， (292727 ，…， 
p-l] # 
(二 ] A |] 7 是 的 信 雪 ,…, 因 此 分 子 中 g 的 次 数 为 
2 一 一 
rnin rl 
(1+) 
我 们 只 要 证 明 
(eH) 


[+ 对 


即 可 . 
而 这 等 价 于 要 证 明 
4 < ([2] 站 全 
1 如 果 玉 1(p+D， 则 [2 二] = +1 1, 因此 人 中 成 立 . 


i 如 果 p +1 不 是 和 8 全, 则 [= = [二 ] ,本 此 
等 从 于 外 证! < ( [二] + 1) ,而 这 是 显然 的 . 
综 上 所 述 ,结论 成 立 . 


7.50 对 实数 * ,用 [x] 表示 不 超过 * 的 最 大 整数 ,证 明 :对 任 


意 正 回归 , 数 [ 《全 于] 为 偶数 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 : 若 n EN* ,n 守 7, 且 rn 或 n +1 为 
人 台数, 则 ntn-1DI 或 ma+1ltn-1)1, 并 且 所 得 的 商 为 偶数 . 
事实 上 ,我 们 只 须 证 明 n + 1 为 合 数 的 情形 (1 为 合 数 的 情形 
类 杞 ). 
如 果 可 写 
n+l= p22sp < IPp9EN’ 
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则 2<p<d<ztl<n-l 
从 而 n+t+llt(n-1)! 


而 几 字 7 时 ,1,2,… fn 一 1) 中 至 少 有 三 个 介 数 ， 所 以 1, 
2,…,(n - 1) 中 除 p,9 外 还 有 偶数 , 故 全 二 电 ! 为 侦 数 . 


n+l 


如 果 rn + 1 不 能 写 为 上 述 形 式 , 则 由 n + 1 为 合 数 可 知 m + 
1 = pr?, 这 里 p 为 素数 ,由 n 二 7 可 知 p 关 3, 从 而 1< p<2p< 


na -1, 所 以 n+ 11(n - DD!, 同 上 讨论 可 知 (各 二 时! 为 偶数 . 
现在 回 到 原 题 ,如 果 n 与 na + 1 都 为 合 数 ,那么 n 关 8, 此 时 由 
引 理 可 知 n|l(n-1)t,n+l1lt{n- 1)1, 而 (n,n + 1) = 1, 故 


人 1 为 整 教 , 并 由 n,n + 1 具有 不 同 的 奇偶 性 , 可知 
《一 1)! 
n(n + 1) 为 偶数 ,命题 成 立 . 

如 果 5 与 4 + 1 中 有 一 个 为 素数 ,直接 计算 可 知 当 n < 6 时 ， 


[ 名 二 ] 为 偶数 , 现 只 讨论 a > 7 的 情形 . 


车 为 素数 , 则 由 Wilson 定 理 可 知 (n -1)! 志 -1(mod n), 而 
i++ 为 台数 , 故 了 +110a 一 1)1. 


以 此 可 得 
[Dt] - ts+l 1 
ntn+11™ n(n+1) 
结合 引 理 , ( 王 二 区: 为 侦 数 ,帮凶 一 二 ++ 为 奇数 ,所 以 
《na -DD! 
[全 | 为 介 数 . 


车 + 1 为 素数 , 则 n 为 合 数 ,此 时 名 二 1 为 偶数 ,而 由 
殉 ilson 定理 
(nl1)!la lmod (n+ 1)) 


有 [Dt] = Ute 1 
fn+l na+l 


前 者 为 奇数 ,因此 [ 1] 为 偶数 . 


综 上 所 述 , 对 任意 正 整数 4, 数 [ 《电信 ] 为 偶数 . 


7.51 解 方程 [x]ix] = 2 005x. 


证 明 ”因为 x = [x] + 1xi, 所 以 
[x]ixt = 2005[x] + 2005ixj 
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， 20051x| 2 005> 
所 以 [x] = TT 2005 = 2005 -~ F005 — Ti 
因为 0& jz <1 让 
2 0052 
[x] «2005 -$505 =0 
Ze > 2005 17d54, 故 [2] = 0 或 -1 
,ls -0 x = 0; 当 [x] =- 1 时, {x| = 
2005 yy ol 
2 006- = ~ 2 006° 
1 1 
综 上 所 述 ,x = 0 或 - 3p06: 故 x = ~ 3006 


7.52 已 知 方程 lx*fxzjj = ,a € (0,1). 
(1) 证 明 : 当 且 仅 当 r,p,g9 EZ,0< p< gyp 和 g 互 质 ， 


< = (了) + 至 时 ,方程 有 有 理 数 解 


(2) 当 a = 和 人 全 时 ， 求 方程 的 一 个 解 . 
【罗马 尼 亚 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 (1) 设 * 为 所 给 方程 的 一 个 有 理 数 解 . 这 意味 着 [*] = 
n,1x} = 了 ,其 中 0 <p< gnpq Tp Mg HI 质 , 

设 [xtxi] = 天 , 则 有 ， 

和 = (n+2)2 -k= (2) + 

其 中 下 = 本 一 好 

反之 , 设 * = (2) + 各 

因为 p 和 4g 互 质 , 旭 存 在 整数 e 和 ,使 1 = ap - bg 成立. 于 
是 ,有 


a = (各 二 如) =- (mo 2)E -mb 


因此 方程 有 一 个 有 理 数 解 * = ma + 了 
{2) 寻找 整数 p 和 m, 使 
2004 _ (5 ”mn 
2005 ‘2005) ™ 2 005 
其 中 0 < p < 2005, 且 (p.2005) = 1. 
该 等 式 等 价 于 

p+1=2005(1- m) 

又 2005 = 5 x 4 和 01, 于 是 ,有 


立 二 


第 7? 章 取 蓝 函数 [x] 


Chapter 了 Round Numberms Function [x] 


p: =- 1(mod 5),p2 三 -10mod 401) 
因为 20 = - 1(mod 401) ,对 某 些 整 数 * 而 言 , 当 p = 401n + 
20 时 ,条 件 p? 二 -1(mod 401) 成 立 . 
当 二 -~ 1(mod 5) 时 , 另 一 个 条 件 得 到 满足 ,由 此 得 n = 2， 
pp = B22. 


由 计算 得 有 理 数 解 为 x = 336 x 822 + 3222 


7.53 求 所 有 满足 条 件 4 an] = n+ [alan]] 的 实数 a, 其 中 


# 是 任意 正 整数 (fx] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 ). 
《保加利亚 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 ”由 题 中 的 条 件 ,可 以 异 出 
4an-l)<n+a(lan) 
dan > n+atan—-1)-1 


即 1+a- +l 4c<t+ta+< 
n n 


当 n 一 mw 时 ,可 得 1 4+ 0 = 4a, 于 是 ,a =2-43 或 a =2+ 
V3. 
当 & = -六 时 ,将 n = 1 代入 给 定 的 等 式 ,矛盾 . 


因此 a zz2-Y3. 当 a = 2+ 呈 时 , 记 如 = [] ,c= 芋 - 8. 

由 于 a = 4 十 , 则 有 
n+[alan]] = [n+ ol4n- 2]]= [n+a4n-b-1)]= 
[el4n -1+0] = [(4-2)(4n-1+ e)] = 


[4 -D)-4s-c)+!e] =- 


4(4n -1 - 6) = 4[4n - E] = 4[an] 
因此 ,a 二 2 + Y3 是 唯一 的 解 . 


7.54 ”对 任意 整数 a(n > 2), 证 明 :[ 人 2+] = [2+1]. 


(克罗地亚 数 学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


4 


本 
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二] ntn+1) 
和 4 < 4n-2 
即 


[十 < [2 + D)] i@ 


4 引用 一 2 
下 面 证 明 


a < [nt]+ Ka > 2) 


分 两 种 情况 讨论 : 
(日 令 m=45+rr=0'1,2, 则 有 


(21]+1= k+l1= 


@ 


+1= + + 本 > 


n+l1 1 
4 14 

由 式 外 可知 不 等 式 加 成立， 
(2) 令 n= 485+3, 则 有 


[于 +1 = +2>k+1+ 考 


由 式 中 可 知 不 等 式 贺 成 立 ， 
在 两 种 情况 下 ,不等式 @ 均 成 立 . 
国 示 所 证 等 式 成 立 . 


7.55” 求 所 有 的 实数 x, 满 足 方程 [x? - 2*] + 2[x] = [x*]， 


其 中 [a] 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 ， 
(瑞典 教学 奥 林 跨 克 ,2004 年 ) 


解 ” 令 x = YY+ 1, 则 原 方 程 变 为 
[yy -1] +2ry+1]= [y+1F 
即 1y*] -1+2y] +2=1y]+2y]+1 
亦 即 [5] = [了 
所 以 yEZEUlaw mtnEN)， 
因此 x EZU [Lv n+l1+itnceN). 


n-] 
明 ; 直 + 和 2(- DD[ 守 { 怠 } 不 依 粮 于 m 和 .其 中 ,[x] 为 不 


超过 x 的 最 大 整数 ,tx} = x - [x*], 空 项 的 和 为 0. 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,2005 年 


证 明 ”我 们 证 明 
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Chapter 了 Round Numabers Funotion [ x] 


s = 名 (Df 吾 ]= 主 - 光 心得 体会 拓 广 里 何 
i ni 2 了 R 
这 表明 ,所 给 的 和 等于 立 . 


为 方便 计算 9， 对 任何 大 二 和 ,2，…… 一 1}， 记 mk = 
a[ 吾 ]+ ri; 其 中 [3 七 11 ,2 一 1 . 
可 以 导出 : 


(1) 由 于 m 和 n 互 质 , 故 站 是 互 不 相同 的 . 于 是 ,tmr…， 
rol 三 2 一 1}, 


{EE}= EG = 41,2 1). 
(3) 由 于 m 是 偶数 ,n 是 奇数 , 则 
[于 ] = n(mod 2) 
于 是 (DIS 2 (Dik = 10.n-l 


1 二 1 号 1 1 
因此 Ss= no Dm en D2n 
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第 8 章 整数 与 集合 


8.1 设 S = 11,2,…,n|. 若 4C 己 5, 则 称 4 中 各 数 和 为 4 
的 容量 , 作 容量 为 0. 容量 为 奇数 称 为 奇 子 集 ,为 偶数 称 为 偶 


子 集 . 证 明 : 奇 子 集 个 数 等 于 侦 子 集 个 数 ; 当 ns 3 时 ,所 有 奇 
子 集 容量 之 和 等 于 所 有 偶 子 集 容量 之 和 、. 
{中国 数学 奥 宁 匹克 ,1992 年 ) 


和 解 ” 设 5, 的 奇 子 集 、 侦 子 集 的 个 数 为 a,,6,. 当 nn = 1 时 , 显 
然 有 at = 如 .归纳 假设 a = 刀 , 下 面 证 明 at = Bey 当 上 为 琳 
数 时 ,上 + 1 为 偶数 ,把 5.,1 的 奇 子 集 分 为 两 组 ,不 含 上 + 1 的 奇 子 
集 与 售 上 + 1 的 奇 子 集 .这 两 组 各 有 中 个 ,因此 ,at = 2a4. 同 理 
易 知 , Bi,1 二 2 如 ,因为 Gr 三 本 ,所 以 +l 一 Bl 当 上 为 侦 数 时 ， 
k+ 1 为 奇数 ,把 S41 的 偶 子 集 分 为 两 组 ,不 含 上 + 1 的 偶 子 集 与 含 
天 +1 的 个 子 集 , 前 者 有 br 个 ,后 者 有 a 个 ,所 以 bir 三 bh 十 Bk. 
同 理 易 知 oyw1 = 本 十 本 . 洒 此 ,ai = bir1: 于 是 ,证 得 a, = 名. 

设 $5, 中 所 有 奇 子 集 容量 之 和 、 侦 子 集 容量 之 和 分 别 为 a ,8B,. 
当 n= 3 时 , 易 知 3 二 Bs = 12. 归纳 假设 三 羽 , 下 面 证 明 
wxl = 房 把 St 的 奇 子 集 分 为 两 组 ,不 舍 上 大 + 1 的 奇 子 集 与 含 
上 + 1 的 奇 子 集 . 当 皮 为 偶数 时 , 易 知 

oil = a + (PB + (E+ 1)b) 
同 理 Bl =+t a+ (k+l1)ao) 
由 a = 及 以 及 归纳 假设 ,有 ml = 41; 当 上 为 奇数 时 , 易 知 
Qk = Zor + (E+ DbisAs = 2 + (E+ 1) or 
所 以 也 有 GE+t 三 及 ,于 是 证 得 Ca 三 Bln 之 3). 
记 4 = 5, 一 4, 集合 4 与 其 余 集 4 的 容量 之 和 为 


1+2+ + 闫 = n(n + 1) 
5, 的 互 为 余 集 的 无 序 于 集 对 4,41 共有 2*-! 个 ,因此 ,S, 的 所 有 
子 集 的 容量 之 和 为 2 方 a(n +1), 而 a = 局 ,所 以 5 的 所 有 
奇 子 集 的 容量 之 和 为 2"-3n(n + 1). 
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8.2 把 2* 个 元 来 的 集合 分 为 若干 两 两 不 交 的 子 集 , 按 下 述 
规划 将 某 一 个 于 集中 某 些 元 素 毛 到 另 一 个 子 集 ,以 前 一 子 集 


挪 到 后 一 子 舍 的 元 罕 个 数 等 于 后 一 子 集 的 元 素 个 数 (前 一 子 
集 的 元 素 个 数 应 不 小 于 后 一 子 集 的 元 素 个 数 ). 证 明 : 可 以 经 
过 有 限 次 挪动 ,使 得 到 的 子 集 与 原 集 合 重合 . 


证 明 ”考虑 含 奇数 个 元 素 的 子 集 ( 如 果 有 这 样 的 子 集 ). 因为 
所 有 子 集 所 含 元 素 的 个 数 总 和 是 偶数 ,所 以 具有 奇数 个 元 素 的 于 
集 的 个 数 也 其 偶数 . 任意 将 所 有 含有 奇数 个 元 素 的 于 集 配 成 对 ， 
对 每 对 子 集 按 题 中 所 说 的 规则 挪动 : 从 较 大 的 子 集 挪 出 一 些 元 
素 , 漆 加 到 较 小 的 子 集 , 毛 出 的 元 素 个 数 为 较 小 子 集 的 元 京 个 数 . 
于 是 得 到 的 所 有 子 集 的 元 素 个 数 都 是 偶数 . 现在 考虑 元 索 个 数 不 
被 4 整除 的 子 集 , 如果 n = 1, 则 总 共有 两 个 元 素 ,它们 在 间 一 个 子 
集 .因此 设 n = 2, 因 为 子 集 的 元 素 个 数 的 总 数 被 4 整除 ,因此 这 样 
的 子 集 的 个 数 为 偶数 . 任意 将 这 样 的 子 集 配 成 对 ,对 每 一 对 子 集 
施行 湾 足 题 中 条 件 所 说 的 运算 ( 即 挪动 元 案 ). 于 是 得 到 的 每 个 子 
集 的 元 素 个 数 都 被 4 整除 . 同 理 可 得 ,每 个 得 到 的 集合 的 元 素 个 数 
都 能 被 8,16,… 整除 .最 后 每 个 得 到 的 集合 的 元 素 个 数 被 2* 整 除 ， 
则 所 有 2" 个 元 素 都 包含 在 同一 个 集合 . 


8.3 满足 om+2az+…+nmar = 199 的 mn 元 自然 数组 
《al ea yan) 当 mm 为 偶数 时 称 为 偶 的 , 当 m 为 背 数 时 称 为 奇 


的 ,证 明 : 奇 组 与 帆 组 一 样 多 . 


证 明 “” 设 ”元 正 蓝 数组 ea = (ai,02,… en) 对 应 于 由 5 = 
本 +ewsl1+…+ 人 = 1,2…: 直 构成 的 请 元 正 整数 组 ,于 是 在 所 
有 适合 a1 + 2oa + … + ma = 1979 的 an 无 组 a 的 集合 4 与 所 有 
适合 前 + 本 ++ 吕 =1979 且 有 > 加 > … > 本 的 = 元 组 下 
的 集合 B, 间 建立 一 个 双 射 .分 别 用 4 与 电表 示 所 有 的 A,,n EN 
与 所 有 的 B,,n 入 N* 的 并 集 , 对 6 = 【中 加) 马刀 ;用 
x(5) 表示 n 元 组 8 的 最 后 一 个 数 刀 ,用 ot8) 表示 使 六 = Bb - 
s +1 的 下 标 * 的 最 大 值 ,其 中 1 < ;< n. 因 此 如 果 ot58) = :出 
bz 三 -163 = 52 一 1,…,b = ,1 一 1. 在 集合 上 定义 映射 
& 与 8. 如果 (6) 二 of), 则 二 三 4-1, 和 否则 nl1 < 6 = 
rtb) catb) en; 妈 o(b) = nm, 于 是 
1979 = 6+ + + =n+tnt+l)++(2n-1)}= 
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但 这 对 每 个 n EE N* 都 不 成 立 , 因此 对 
b = (bb2,",b)EB 
令 ab) = (by + lb tl by + :brts bat) 
此 时 有 zfafb)) = B11> = rb) = ala(b)) 
如 果 x(8) > ao(8), 则 令 
BIB) = (Bb 1, 一 
如 果 ga(8) = #5, 则 声 -1 > af5), 和 否则 
n=alb)<h eb)+rl=n+l 

从 而 上 
于 是 1919 = 名 + 加 -+ + 本 = 二 na(3n+1) 
但 这 对 每 个 n € N” 都 不 成 立 ,因此 

BCB) = (biol,b lb, 1006)) 
这 表明 ,afp8(6)) = 上 = aol8), 从 而 x((5)) = olB) = 
a(8(5)). 如 果 a(5) < n -1, 则 容易 验证 x (8(6)) = alb) < 
otBA5)). 所 以 对 任意 5 EE Br < ol BL5))., 分 别 用 E 与 
下 表示 所 有 Bi 与 所 有 Bzw,m E N” 的 并 集 ,定义 映射 7: EE 一 
下 如 下 ; 当 zt5) < ol8) 时 yY(B8) = a(), 而 当 x(5) > ol(8) 时 ， 
令 yY(6) = 有 ,如 前 所 证 , 设 记 所 EE, 如 果 x(8) ol5), 则 
rty(6)) > ityz(6)， 如果 rp) > of8), 则 xf7(5)) 二 
o( 7Y(5)) .因此 7y: 五 一 下 是 双 射 .这 表明 ,集合 B 中 从 组 (CR 的 元 
素 ) 与 奇 组 ( 丘 的 元 窒 ) 一 样 多 .因此 集合 4 中 侦 组 与 奇 组 也 一 样 
多 . 


8 .4 时 是 11,2,3,-…,15| 的 一 个 子 集 ,使 得 于 的 任何 3 个 不 


同 元 素 的 屁 积 不 是 一 个 平方 数 ,确定 M 内 全 部 元 素 的 最 多 数 
目 . 


解 由 于 子 集 11,4,91 ,12,6,121 .13,5,15| 和 17,8,14| 是 四 
个 两 两 不 相交 的 子 集 ,有 旦 每 个 子 集中 3 个 正 整 数 的 腾 积 是 一 个 完 
全 平方 数 . 如果 时 的 不 同 元 素 个 数 大 于 等 于 12 个 , 则 {1,2,3,…， 
15| 中 不 在 对 内 的 元 素 至 宴 3 个 ,上 述 四 个 子 集中 ,至少 有 一 个 子 
集 的 3 个 元 率 全 在 好 内 ,这 是 题目 结论 所 不 允许 的 .因此 ,上 虹 的 不 
同 元 率 的 个 数 至 多 11 个 , 即 从 上 述 四 个 三 元 子 集中 各 至 少 取 一 个 
元 素 ,然后 从 [1,2,3,… ,15} 中 删除 这 些 元 素 , 邓 必 是 这 种 类 型 的 
子 集 . 注 意 上 述 四 个 三 元 子 集 ,不 包含 10. 

如 果 10 不 在 并 内 , 则 六 内 元 素 的 个 数 小 于 等 于 10. 如 果 10 在 
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型 内 ,下 面 证 明 好 内 元 率 的 个 数 也 小 于 等 于 10, 用 反 证 法 , 设 六 心得 体会 拓 广 疑问 
内 元 豪 的 个 数 大 于 10, 由 于 上 述 , 则 上 内 元 素 的 个 数 恰 为 11 个 . 
如 果子 集 13,12| 不 在 好 内 , 即 3 与 12 两 个 数字 中 至 少 有 一 个 不 在 
虹 内 ,在 11,2.3,…,15} 内 再 至 多 三 去 3 个 数 ,组 成 对 ,当然 10 在 
柑 内 ,由 于 12,51,16,151 ,11,4,9| 和 17,8,14| 是 四 个 两 两 不 相交 
的 子 集 ,3 与 12 不 在 其 中 ,于 是 ,这 四 个 子 集中 至 少 有 一 个 子 集 在 
时 内 ,这 留 在 于 内 的 一 个 子 集 , 如 果 是 一 个 三 元 子 集 ,由 于 其 三 数 
之 积 为 一 个 完全 平方 数 ,不 合 题 意 . 如 果 是 一 个 二 元 子 集 , 这 两 个 
元 素 与 10 三 数 之 积 为 一 个 完全 平方 数 , 也 不 合 题 意 , 如 果子 集 
13,13} 在 M 内 ,那么 ,由 题 意 , 111，141 19| ,12,6}, {15,15| 和 
17,8,141 中 任 一 个 都 不 是 籽 的 一 个 子 集 ,和 否则 ,N 内 有 3 个 数 , 飞 
积 为 一 个 完全 平方 数 ,同样 不 合 题 意 , 这 样 一 来 ,上 述 5 个 两 两 不 
相交 的 子 集 的 每 个 子 集中 诗 少 有 一 个 元 素 不 在 好 内 ,于 是 目的 
全 部 元 素 个 数 至 多 9 个 ,与 好 恰 有 11 个 元 素 矛 盾 . 

所 以 ,满足 题目 条 件 的 下 的 全 部 元 素 个 数 不 会 超过 10 个 . 

取 好 = 11,4,5,6,7,10,11,12,13,14| ,和 怡 合 切 个 元 素 , 而 
且 寻 内 任 3 个 元 素 之 积 都 不 是 完全 平方 数 . 因 此 ,对 的 全 部 元 桔 
的 最 多 数目 是 10. 


8.5 设 5 与 i 是 扎 素 的 两 个 正 整 数 且 Kk < nm ,将 集合 时 = 
11,2,…,n -~ 1} 中 每 个 数 染 上 蓝 、 白 两 色 之 一 ,染色 法 如 下 ; 
(1) 对 于 每 一 个 六 村 ,i 和 nn - i 同色 . 


(2) 对 于 每 一 个 了 ET 和 1 天 1 同色. 
证 明 ; 在 村 中 的 所 有 数 均 同色 . 
( 革 26 届 国 际 数 学 奥 林 瑟 克 ,1985 年 》 


证 明 ”考察 下 面 的 n - 1 个 等 式 
着 = n+ 
下 “2 = ngaz+ mr 之 mac 六 


下 《有 一 1) = ntmidami<n 
因为 Cn,k) = 1, 所 以 
m Dr = 1,2,…,n-1 
下 面 证 明 mm ,m2,…, mai 各 不 相同 . 
否则 ,车 mi = ml 不妨 设计 > 门 , 则 
ki-7) = n(g— %) 
由 于 0 < 让 < RR-1,(,n) = 1, 所 以 必 有 -gq = 0, 于 
是 如 = 页 ,i = ,这 是 不 可 能 的 . 
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2 The Collection of Diffieult Problem of Flementary Function Theoryl The First Yolune) 
于 是 my mz,… mat 是 1,2,…,n -1 的 一 个 排列 . 心得 体会 拓 广 疑问 
对 于 2< rs 站 ~1, 由 
Etr-)= br-k= ng1+ mi OD 
kr = Rg + 下 名 
则 必 有 g. = gi 或 9 = gri+1. 
四 -名 得 
k= ng — gL1) + me — Mr_] ® 
当 gj = gr-1 时 


k= Mm,— ml 
mr = mr — Em 丈 状 
由 条 件 (2) 可 知 m 与 | mr -天 1 = mr il 同色. 
当 gg -gl = 工时 ,由 式 国 有 
Pi = mt 上 -nn 
Far 一 此 = mn 
[mk|l=n- ml 
由 条 件 (2) 可 知 m 与 | m -有 1= rn 一 mi 同色 . 
及 由 条 忻 (1) 可 知 ,m.-_i 与 no mt 同色 ,因而 my 与 mi 同 


由 以 上 可 知 , m, 与 m 同色 ,2<rsn-l. 
于 是 Pr -1 与 m2 闻 色 ,与 Min-3 同色 ,…, 与 m1 同色 1 
所 以 mi ,m2，… ,mm-1 都 同色 ， 
又 因为 mm ; ma! 是 1,2,…,n 一 1 的 一 个 排列 ,所 以 履 
中 的 所 有 数 都 同色 ， 
8.6 ” 设 正 整数 n > 3, 若 把 集合 89。 = 11,2,…,n| 性 意 划分 


成 两 组 ,总 有 某 个 组 , 它 含 有 三 个 数 ,5,c( 人 允许 a = 85), 使 
ob = 5, 求 这 种 = 的 最 小 值 . 


解 ” 设 n=3, 则 3, 耶 , 电 , 了 ,3 5, 设 集合 5 分 为 两 组 A 
和 B,3€ 4, 且 4 和 8 不 满足 题 中 条 件 .如 果 芝 二 4, 则 3,3,3 EE 
4 ,不 可 能 ,因此 子 E B. 如 果 尝 EB, 则 节 , 邓 ,EE 8, 不 可 能 ,天 
此 半 EE 4. 如 果 人 入 EE 4, 则 3,3,33 = 3 :33E 4, 不 可 能 .因此 ， 
六 EB8. 于 是 ,由 于 3,3E€ 4 所 以 入 去 B, 又 因为 32, 对 E 8, 所 以 
35 生 4, 韦 盾 . 这 表明 , 当 a > 时 ,把 集合 $5, 任意 分 为 两 组 ,总 有 
某 个 组 ,具有 题 中 性 质 , 即 所 求 最 小 值 no < 邓 . 另 一 方面 , 取 m = 
242, 且 设 

A=ik19<&k<e 0 
有 = 二 13 近 并 过 8 或 8 大 天 大 342| 


Chapter 8 Integer and Comouree 


则 Swz = 4 U8, 而 自 4 和 和 B 都 不 具有 题 中 性 质 . 当 n < 242 时 ， 
将 5, 分 为 两 组 4 门 马 和 8B 门 5, 则 4 门 5 和 8B 人 门 5 也 都 不 具 
有 题 中 性 质 ,这 表明 ,no > 242 = 3 1. 于 是 所 求 的 no = 243. 


8.7 是否 存在 一 个 整数 集合 使 得 :任意 一 个 整数 n 都 可 


以 被 唯一 地 表示 成 为 ma = a +24 形式 ,a,b EX. 


解法 1 对 于 任意 整数 集 台 $ ,我 们 定义 
8 = a+2bia,bEs 

如 果 对 于 一 个 有 限 集 合 8 = ar,a2, ant ,a +20(l a 二 
m) 都 不 相同 , 即 满 足 1 5”| = 1 5 上, 则 我 们 称 S 是 一 个 好 集合. 
我 们 接 下 来 证 明 : 

引 理 ”对 于 任意 好 集合 8, 以 及 任意 整数 n, 都 存在 一 个 好 
集合 To ,使得 n EE 了" . 

引 理 的 证 明 如果 n€ S* ,直接 了 到了 = 58 即 可 ,以 下 设 妊 
3*, 则 我 们 准备 取 TT = SU fr,n -2 ,由 于 此 时 m= tn- 
2 ) +28 所 以 mnE 7* ,因此 我 们 只 要 选取 适当 的 使 得 T 是 好 集 
合 即 可 .了 * 可 表示 为 了 = $5” Q U 天 ,其 中 

0 = |38,3(n -28),k + 2Cn - 2k), Cn ~ 2k) + 2k} 

R= +20,{n ~- 28) + 20 0 + oF a +2n 28) Ilseieml 
@, 只 的 8 种 元 素 表达 式 中 天 的 系数 分 别 为 3,，- 6, - 3,0,1, -2， 
2, -4 都 不 相同 ,因此 我 们 可 以 选取 充分 大 的 就 能 使 得 0,R 的 
所 有 元 素 两 两 不 同 , 且 都 不 同 于 5" ,因此 得 到 一 个 符合 变 求 的 好 
集合 了 . 

问题 要 求 的 集合 是 存在 的 .我 们 把 所 有 整数 依次 排列 为 0， 
-1,1,，- 2,2, -3,3,…, 取 针 = 10| 它 是 好 集合 , 且 XY 包含 0; 
我 们 根据 上 面 引 理 ,可 以 有 集合 X 二 并且 至 包含 - 1;… 最 


后 取 X = 以 思 , 则 六 是 好 集合 , 且 X” 含 有 全 部 问 数 . 


解法 2 ”如 果 问 题 只 是 以 非 负 整数 为 对 象 ,把 所 有 非 负 整数 
化 为 4 - 进 制 , 取 所 有 每 位 数字 由 0,1 组 成 的 数 构成 一 个 集合 , 满 
是 我 们 的 要 求 . 现在 以 全 体 整 数 为 对 象 ,我 们 就 需要 考虑 ( - 4) 进 
制 数 ,首先 我 们 证 明 : 


| 
引 理 ”每 个 整数 可 以 被 唯一 地 表示 成 为 > ci( - 4): 形 式 ,其 
[E11 


中 ce; = 0,1,2,3. 
引 理 的 证 明 ”唯一 性 ;如 果 有 
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k 
n= ol- := Da- 4)! (x) 
c,d; = 0,1,2,3, 但 是 存在 oy ai, 我 们 假设 j 是 使 得 之 的 最 
小 整数 , 财 


2 ci(- 4)i 半 之 di(— 4) (mod 441 
与 (* ) 矛盾. 
存在 性 :对 于 任意 整数 n ,容易 找到 一 个 正 整 数 站 使 得 
3x {4+ + 1+!l} | ni 


我 们 把 + 3 x (4+ 所 +… + 中 :1!) 表示 成 为 4 进 制 (允许 首位 为 
0) 等 于 ea 《i = 0,1,2,3) ,我 们 取 ds; = ci 加 = 3- ez 
即 得 
n= Pa- 4)i,d: = 0,1,2,3 
然后 我 们 取 X 为 引 理 中 所 有 。 = 0,1 的 数 构成 的 集合 即 可 . 


8.8 设 正 整 数 e,5,c 满 足 1 二 se-22 二 sc- 1， 
对 于 每 一 个 0 < 有 < a, 假 设 为 后 除 以 c 的 余数 ,也 即 0 < 


人 1, 且 三 [ rmod c). 证 明 ; 集 合 iro， ris Tas, ral 与 
10,1,2,.…,a| 互 不 相同 . 


证 法 1 由 于 
m= n+ on x = x 1) Hmod x — 1) 
所 以 着 集合 1 ro, 1， rs" ,Tal 与 10,1,2， " :a 相同 ， 则 


f=) 
通 分 可 得 

Pz) = tot a a bt mod we 1) 
因此 fab rbrlbarlls lab+b,a+b+tl,l (mod ec) 
由 已 知 l < og ec-2,2<beac-1, 所 hel,a+b+l1(mod c) 
都 不 能 成 立 , 故 只 能 有 5 = ab + 5(mod c) ,由 于 存在 一 个 大 使 得 
直 兰 记 王 Imod e) ,因此 (3,c) = 1, 所 以 1 = +1(mod ec) 予 指 . 


证 法 2 我 们 将 0< < a 扩展 到 0 < 放声 c -1 并 打样 定 
文 太 . 车 集合 {ro, ri,r2,… ,To| 与 10,1,2,…,aj 相同 , 则 存在 一 个 
下 全 得 码 = rk 1(mod c) ;因此 (5,c) = 1, 所 以 集合 {ro, ri,r;， 
与 10,1,2,…,e 1} 相同 ,因此 foriTer2s "sre I} 与 1a 
+ 1,a +2,，…,c -1 也 相同 .到 此 


心得 体会 拓 广 括 问 
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ri tec-l)bmde)= cc- belietrla+2,.,c—o1|l 心得 体会 拓 广 疑问 
故 c-t=4+1 

由 于 存在 0 < kk2 之 6 司 得 后 天 wlmod cy 二- 
lfmod c) ,所 以 后, 中 肯定 有 一 个 小 于 等 于 a - 1， 

i 若 癌 衬 e -1, 则 

a r= + a + b(mod ec) 

所 以 e+ 入 关 5 矛盾 ; 

i 车 志 二 a -1, 则 

az (hh+l bs=sa+b -1(md ec) 

所 以 a+58 -1 守 6, 政 盾 . 


8.9 设 n,m, 上 为 正 整 数 , 且 m > n ,证明 : 如 果 1+24+…+ 
n = mk , 则 可 将 1,2,…,n 分 成 个 组 ,使 得 每 一 组 数 之 和 都 
等 于 n. 


(苏联 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 


证 明 对 n€N" 用 归纳 法 , 当 a = 1 时 结论 显然 成 立 , 没 结 
论 对 小 于 的 正 整 数 都 成 立 . 记 5. = {1,2,…,n| ,如果 m =n, 则 


Fn + 1) = 天 为 整数 ,所 以 可 将 $, 分 成 如 下 上 个 组 


ia-lhbbPn-2 人 mn-D 二 erD] 
如 果 m = n+ 1, 则 n = 24 为 俩 数 ,因此 5, 可 以 分 为 如 下 个 组 
{1, 5| ,2,n 一 1 ,…, [至 ,号 + 1} 


当 mm n,n + 1 时 分 三 种 情形 讨论 . 
(Dnt+l1< m<2n, 且 m 为 奇数 ,此 时 nm-n-1, 且 


1+42++(m-n-l) = Sm-n- Dm-n) = 
Fm mn + 1D) + nn+l) = 


(Fm -2n -DD) st)m 
被 m 问 除 ,由 归纳 假设 ,集合 Sv-。 = |1,2,…,m -nr ~ 英 可 以 
分 成 1 = 上 【nn - 下 二 ) 个 组 1,42,…,41, 每 组 数 之 和 为 m. 
于 是 5 可 以 分 成 上 个 组 


4 一 n,m}, 


m—l +1] 
2 ”2 
(2)n+1 < m < 2n, 且 m 为 偶数 .与 情形 (1) 相仿 ,3S。 -it 可 
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以 分 成 心得 体会 拓 广 疑问 
=k-tn-m)--(n-k)+l= m+2k-2n+1l 


个 组 41,42,…, 4 每 组 数 之 和 为 全 .注意 1 = 2(k -n+ 加 )+1 
为 疝 数 ,于 是 &_。1 可 以 分 成 六 一 n+ 了 + 工 个 组 


4 LU Ars Aa LU AU 可 { 有 } 
每 组 数 之 和 为 m. 因 此 ,5 可 以 分 为 上 个 组 
ALU A ha ALA 他 | 


m 


mm 一 nn, 一 1 过 +1} 
(3)m » 2n. 此 时 
_ natnt+l) .1 
关 = py < 4(n+l) 
所 以 n-2k>2k-1>0 
注意 14+2+.…+(n 25) = Cn 28)(n -24 + 1) = 
n(n+1) -k(n+1) +2 = 


ktm — 2n -1+2k) 
因此 由 归纳 假设 ,5,.2s 可 分 为 下 个 组 4 42， 生 , 每 组 数 之 和 为 
m+2k-2n-1 记 B= In-2k+i,noi+ll,i = 12 
则 5, 可 分 成 上 站 个 组 4 U Bi4z UB,… ;起 妃 ,每 组 数 之 和 为 


[网 


8.10 ”能 和 否 把 整数 集 划 分 成 三 个 子 集 ,使 对 每 个 整数 n, 有 


nn -0 和 n+ 1 多 7 都 在 不 同 的 子 集 ? 


证 明 ”不 能 .用 反 证 法 , 设 存 在 合乎 题 中 条 忻 的 一 种 分 法 .如 
果 整 数 普 和 上 条 属于 一 个 子 集 , 则 记 为 辣 ~ 下 ,否则 记 为 m 会 训 , 首 
先 证 明 ,对 任意 整数 n,n 全 + 1937, 且 nn - 1 和 0. 如果 3 数组 
【ec) 中 3 个 数 a,5,e 分 别 属于 3 个 不 同 的 子 集 , 则 这 个 3 数组 
称 为 "好 " 的 .于 是 由 题 中 条件 ,对 每 个 整数 ,3 数组 (n - 50,n， 
r+ 1987), Cn- 100,n -50.n+197) 以 及 (Cn + 1 9037,n + 1 987, 
n+2*1987) 都 是 * 好 " 的 .从 第 一 个 3 数组 可 以 看 出 ,n ~ n -50， 
且 ~ n+1987. 从 第 二 个 3 数组 可 以 看 出 ,n +1937 ~ nm -50. 
而 从 第 三 个 3 数组 可 以 看 出 ,n +1937 ~ +1987, 所 以 只 能 nn ~ 
n + 1937. 现 在 ,在 第 二 个 3 数组 中 ,用 = 代替 mn + 1937, 则 3 数组 
(n ~ 100,n - 0,n) 是 “好 ”的 .由 于 mn 是 任意 整数 ,所 以 3 数组 


第 8 车 ”整数 与 集合 
Chapter 8 Integer and Concourse #17 
(n -150,n -100,n - 50) 也 是 “好 " 的 .再 对 这 两 个 3 数组 作 比 较 心得 体会 拓 广 蜂 问 
可 知 ,n ~ nm- 130. 这 就 证 明 , 对 任意 整数 ma, 均 有 nm - n+ 1937， 
且 n ~ nn 一 150, 由 此 可 以 得 到 
0~197~2.197 ~ -.… ~ $0.197-= 
46.150- 0-645:10-50~……~-50 
即 有 0 ~ - 50. 但 由 题 中 条 忻 ,0 人 全 - 和 ,矛盾 .结论 证 毕 . 


8.11 ， 试 求 景 小 的 正 整数 a, 使 得 满足 了 a; = 2 007 的 任意 


正 整 数 数列 a ,a3,… ,a。 中 必然 存在 连续 若干 项 之 和 等 于 
30. 


解 令 30=0,3= So+ Da ls. o 单 调 递增 , 取 值 于 0， 


1,2,,2 007. 这 样 al az ,an 的 连续 若干 项 之 和 对 应 了 某 一 对 
S- 5. 将 10,1,2,…,2007| 这 2 008 个 整数 按照 除 以 30 的 余数 划 
分 为 了 0 个 集合 : 10,30,60,…,1 980| ,11.31,61, ,1 981},…， 
[27,57,87,",2 007}, 128,58,88,...,] 978|, 129,59,89,.., 
1 9791 ,为 了 使 得 5; 之 间 的 差 不 等 于 30, 当 且 仅 当 处 在 一 个 集合 
任意 两 个 $; 和 5 不 能 相 邻 ,所 以 这 样 的 5 最 多 只 能 取 34 x 28 + 
33 x2 = 1018 个 数 ,所 以 当 = = 1 018 时 ,必然 存在 两 个 5, 和 5 之 
间 相 差 各 ,对 应 的 1 C2 ”+ 可 几 中 有 连续 车 于 项 之 和 等 于 20. { 注 
意 包 括 了 So, 所 以 共有 m+1 个 3) 

而 当 m = 1017 时 ,我 们 可 以 在 上 述 30 个 集合 里 选取 1018 个 
数 ; 10,60,120,…,1 980| ，]1,61,121,*…,1 981} ,…，|27,87, 
147,… ,2 0071, 128,88,148,..……,1 948| , 129,89,149,… ,1 949} , 然 
后 按照 大 小 排序 ,依次 令 它 们 等 于 So,S1， S107; 然后 令 tw = 
3 -8 = 1;,2 ,1017, 根 据 选 取 办 法 


2 = Son = 2 007 


二 
由 于 任意 两 个 S; 和 号 之 差 都 不 等 于 30, 所 以 他 1， 2 ny 中 任意 
连续 若 于 项 之 和 都 不 等 于 30. 


8.12 一 个 由 有 限 个 正 整 数组 成 的 非 空 集合 5 满足 如 下 条 


件 :对 于 5 的 任意 两 个 元 素 i, 放 可 以 相同 ) ,在 + 仍然 属于 
5, 求 所 有 这 样 的 集合 5 


解 ” 对 于 5 的 任意 1 个 元 素 : ,根据 已 知 条 件 二 = =2E 3， 
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设 :是 S 中 的 一 个 奇数 , 则 根据 已 知 条 件 二 = 。+ 2, 这 个 奇数 | “各 体会 拓 广 村 由 


仍然 属于 3 ,由 此 类 推 , 此 后 的 所 有 奇数 都 属于 3, 与 5 只 有 有 限 
个 元 素 了 矛盾 ,因此 3 中 不 会 青 数 ; 设 5 中 不 等 于 2 的 最 小 偶数 为 
5 衬 4, 棋 据 已 知 条 忻 


3+2 $ 
(3,2) = 证 + 


但 是 2 < 六 +1 < * 与 假设 矛盾 . 综 上 所 述 8 只 能 有 一 个 元 素 12+ . 


8.13 设 g{x) 是 定义 在 (0, + om) 上 的 单调 增 陆 数 , 值 城 包 
含 区 间 [1, + %), 且 对 任何 n 和 EN,p(n) FN, 刚 fn) = 


[na +p(n)] 与 g(n) = [n+ yp-!(n)|] 的 值 域 的 并 恰好 构成 自 
然 数 集 ,其 中 pg-'(%x) 是 p(x) 的 反 函 数 . 


证 明 《1) 对 任意 的 加 ,n E N, Am) gln) 成 立 .因为 车 
有 
m+ [ptm)] = n+ p(n) 
令 plm) = Erad0<axl,kEN 
pn} = I+BO<H<1IEN, pI+A) =n 
因 m+ptm) > m+[leotm)] = n+iog'(n)] = 
pat+P+l> ot)+! 
所 以 ,mm > 1 吉 可 以 写成 m > 1+ 1, 于 是 
ptm) sw pi+1) > pl + 8) 
[ptm)] m= [etl + 8)] 
所 以 ,由 六 关上 + 1 得 到 
m+t[lopgtm)]j zitl+t[igll+r Ds i+lig(ti+A]:= 
t+l+t+n> n+l[loep!(n)] 
这 与 m+ [gm)] = n+ [gp-'(n)] 矛盾 , 故 f(m) zz gln). 
(2) 对 任何 让 七 NN, 关 min( 了 (1),g(1)), 若 对 任何 的 n&€ N， 
都 有 六) 二, 则 可 找到 一 个 1 使 g(1) = ,事实 上 ,由 w(x) 的 
单调 递增 性 , 值 域 包含 区 间 [1,， + wm), 可 令 no = maxin | An) < 
天 | FUno) = ko 立 上 ,于 是 
fn) < Ek< fino+l) 
即 no+[gpfno)] < ke (nao+t+[epfno+1l)] 
所 以 [plno)] < EE-no<l+[y(tno+ 1)] 
pino) < 天 ms[pfno+1)]< y(no+1) 
由 gtx) 单调 增 , gi(x) 也 是 单调 增 函 数 , 故 


no < p(k no < n+l 
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nos[e (kh- ml]l<no+tl 
即 有 no = [9-1(k — no)] 
则 gk no = Ek- not+lyp l(t- no)] = 
knotno=k 


对 这 个 &, 取 ! = 大- no, 即 得 g(2) = 大 


8.14 设 S = |12,…,1998|, 求 最 小 的 自然 数 上, 使 得 以 S 
的 任 一 ”元 子 集中 都 可 以 选 出 10 个 教 , 无论 怎 样 均 分 为 两 


组 ,总 有 一 组 中 存在 一 个 数 与 另外 4 个 都 互 罕 ,而 另 一 组 中 存 
在 一 个 数 与 另外 4 个 都 不 互 察 . 
(中 国教 学 奥 林 正 克 ,1998 年 ) 


解 ”所 求 的 最 小 自然 数 n = 50. 如果 < 和 , 则 有 由 个 介 
数组 成 的 3 的 m 元 子 集 4 ,它们 有 公 因 素 2, 不 能 满足 题 中 要 求 . 因 
此 ,rn > 50. | 

下 面 证 明 n = 和 .如 果 把 10 元 素 D 任意 均 分 为 两 组 ,总 有 一 
组 中 存在 一 个 数 与 另外 4 个 数 都 互 束 ,而 另 一 组 中 存在 一 个 数 与 
另外 4 个 数 都 不 互 素 , 则 称 呈 是 可 分 的 . 设 4 是 8 的 和 元 子 集 ,以 
at4) 表示 4 中 偶数 的 个 数 ,8(A4) = 50 - af4) 表示 4 中 奇数 的 
个 数 ,显然 有 B(4) > 1. 

记 召 = 和,3,5,…,97} ,并 在 8 上 定义 :f(1) = 0; 当 x zz1 时 ， 
zx) 为 5 中 与 不 互 察 的 偶数 的 个 数 .显然 ,有 /(x) < [从] = 
16. 先 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 ”如 果 存 在 x 忆 A, 使 得 f(x) sad) -9, 则 集合 A 中 
存在 一 个 可 分 的 10 元 子 集 . 

以 g(x) 记 4 中 与 x 互 罕 的 偶数 的 个 数 ,以 h(x) 记 4 中 与 x 
不 互 素 的 偶数 的 个 数 , 则 有 

Ex) = alA) -hlx) sm alA)}—- fix) 9 
取 这 个 x, 以 及 4 中 与 > 互 素 的 9 个 偶数 组 成 4 的 吉 元 子 集 上 D, 量 
然 ,已 是 可 分 的 . 

以 m 表示 S 中 最 小 素 因 子 为 p 的 奇数 的 个 数 , 则 有 ms = 16， 
ms = ?7,m3y = 4; 而 当 p 之 1 时,m, 大 1 下 面 按 a(4) 的 取 值 分 
情况 讨论 . 

(De(A) > 中 .此 时 , 任 取 奇 数 x EE 4, 必 有 

fxsl6=235-0c otA)-9 

(2)24 > ef4) > 16. 此 时 

Ba4) =S5 和 -cftd) 汪 2 =1+16+7+2=1+m3sT+T ms+ 了 2 
这 表明 ,8 中 必 有 最 小 素 因 子 不 小 于 ? 的 奇数 x ,并 满足 


心得 体会 拓 广 疑问 


420 


初等 数论 难题 集 ( 第 一 卷 } 
The Collection of Difficult Problem of Elementary Function Theary! The First Volume) 


fs) < 10) = [Qj=7=16-9<0(4) -9 心得 体会 拓 广 疑问 


《3)15 3 al 有 4) 10. 此 时 
BAY = 50—- a(A)=35=1+16+7+4464+1= 
1l+mt+ ms+ m+ (m+ m+ m+ mst+ 
m2g + mag) + 1 
这 表明 ,4 中 存在 最 小 素 因 子 不 小 于 31 的 奇数 * ,并 满足 


Ax) sf(31) = [和 =1=10-9«a(A)-9 


(4)a(tA4) = 9. 此 时 
BiAY = 0- atA)=4=1+l6+7+4+12+1= 
1l+ mas+t+ ms+ m+ Cm + ms + + ma) +!1 


这 表明 ,4 中 存在 最 小 素 因 子 不 小 于 鸣 的 奇数 x ,并 满足 
flx) < f(59) = [多 ] -0=ald)-9 


(5)af4) < 8. 此 时 | 
BCA) = 50- alA)=1+16+7+4+13+1= 
l+mt+mt+tm+ (m+ ma+ + ma)+l 
这 表明 ,4 中 存在 最 小 素 因子 不 小 于 61 的 奇数 *, 且 x 必 是 察 数 . 
因为 
afS-4)= 和 -PR = 物 -(50-af4 站 和 4- 和 = 了 7 
而 $ 中 形 如 3 2 -DD 的 奇数 共有 16 个 ,这 16 个 数 中 至 少 有 16 - 
7 = 9 个 在 4 中 .在 4 中 取出 9 个 形 如 3(28 - 1) 的 奇数 ,以 及 一 个 
最 小 泰 因子 不 小 于 61 的 奇数 *, 这 10 个 数组 成 4 的 10 元 子 集 口 ， 
五 显然 是 可 分 的 ， 
由 情形 (1) ~ (4) 与 上 述 命题 ,以 及 情形 (5) , 邯 证 明了 在 4 中 
有 一 个 可 分 的 10 元 子 集 . 证 毕 . 


8.15 集合 3 = 1105,106,…,210} ,从 8 中 任 取 = 个 数 ,要 求 


保证 这 = 个 数 中 至 少 有 两 个 不 互 素 . n 最 小 是 多 少 ? 


解 本 代表 5 中 大 的 倍数 , 令 4 = A 4aU4iLUd ULUA4i， 

则 
| 1Al=137-6+16-1+10=%86 

S 中 的 合 数 除了 几何 4 以 外 只 有 1 子 = 169 一 个 数 ,斯 以 4 中 有 人 
个 合 数 和 19 个 素数 .我 们 接 下 来 证 明 n = 站 符合 要 求 . 

(由) 我们 从 5 中 任 取 26 个 数 , 则 至 少 要 取 7 个 合 数 ,其 中 至 少 
有 5 个 在 4 中, 这样 至 少 有 两 个 属于 同一 个 4;, 它 们 都 合 有 i > 2 
这 个 因子 ,所 以 它们 不 互 素 . 


Chapter $C Intieger and Concoourse 


(2) 设 5 的 所 有 素数 集合 为 P, 我 们 取 
PU {2x09,3x67,5 x 41,7 x 29,1]1 x 19,13| 
这 2 个 数 中 己 都 是 大 于 100 的 素数 ,后 面 6 个 数 互 素 且 内 售 小 于 
100 的 素 因子 ,所 以 这 25 个 数 两 两 互 素 . 
综 上 所 述 ,n = 26 是 满足 要 求 的 最 小 正 整数 ， 


8.16 可 以 用 两 种 颜色 给 正 整数 1,2,…,1 986 染色 ,使 它 不 


含有 18 个 项 的 单 色 算术 级 数 . 
(向 于 利 数 学 奥林匹克 ,1986 年 } 


证 阴 ” 设 所 有 由 正 整 数 1,2,… ,1 986 中 18 个 数 构成 的 算术 
级 数 集 合 为 夺 . 设 a EE 对 的 首 项 为 4, 公差 为 4d, 则 1 < a < 1969， 


而 且 1 < d < [=] .对 给 定 的 正 整数 a,1 < a。< 1 969, 当 


d 取 1,.2,…, [下 吧 一 8] 中 一 个 值 时 , 便 可 得 到 一 个 首 项 为 a, 公 
差 为 4 的 算术 级 数 a E .因此 及 中 首 项 为 a 的 算术 级 数 的 个 数 
为 [上 2388 = ] .于 是 M 中 所 售 的 算术 级 数 的 个 数 4 为 


- >|1%6— el SS 1986- a _ 
-A 17 so 17 全 
(1 986 x 1 969 - 985 x 1 969) < 115 940 


设 a E 前, 则 1,2,…,1 986 中 涂 出 现在 & 的 18 个 数 外 有 1 968 个 
数 ,每 个 数 有 两 种 可 能 的 染色 方法 . 因此 使 a 为 单 色 算术 级 数 的 
染色 方法 有 了 1 坚 种 .由 于 时 中 共有 4 个 18 个 项 的 算术 级 数 ,而 一 
种 染色 方法 可 能 染 出 两 个 以 上 的 单 色 算术 级 数 .因此 染 出 18 个 项 
的 单 色 算术 级 数 的 染色 方法 至 多 为 
A 0 115 940 : 21% 
另 一 方面 ,用 两 种 方法 染 1 986 个 数 的 所 有 染色 方法 种 数 为 也 尝 ， 
由 于 
219%6 _ 21%8 ,115 940 = (23 — 115 940)21% = 
(262 144 - 115 40)2 > 0 
所 以 至 少 有 一 种 染色 方法 ,使 得 二 染色 的 正 整数 1,2,… ,1 986 中 
不 售 18 个 项 的 算术 级 数 . 


8.17 设 集 合 11,2,3,…,100| 的 子 集 4 中 没有 一 个 数 是 男 一 


个 数 的 2 倍 , 问 子 集 4 中 所 售 元 率 个 数 最 多 是 多 少 ? 


解 记 4 = 151,52,…,100| ,A, = 126,27,…,50| ,A = 


第 8 童 整数 与 集合 
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113,14,.%,251,A4 = {7,8,9,10,11,121,As = {4,5,6| ,As = 
12,31,47 = 1. 则 A U AsU AsU 4 含有 5 和 +13+3+1= 
67( 个 ) 元 素 , 其 中 每 一 个 数 都 不 是 另 一 个 数 的 2 倍 , 现在 设 集 合 
4 二 11,2,…,100| ,其 中 每 个 数 都 不 是 另 一 个 数 的 2 倍 , 则 当 ae Ee 
4 门 如 时 ,2 锋 4, 因 此 (4 站 42) U (4 门 41) 的 元 素 个 数 小 于 
等 于 50, 同 样 ,(4 门 44) U (4 门 43) 的 元 率 个 数 小 于 等 于 13 ,而 
(4 门 4e) U (4 门 4;) 的 元 素 个 数 小 于 等 于 3, 因 此 ,4 的 元 素 个 
数 小 于 等 于 67. 
内 此 , 子 集 4 所 合 元 素 个 数 之 最 大 值 是 67. 


8.18 设 由 正 整数 构成 的 集合 $ 具有 性 质 : 若 x,y E $5, 则 


t+ 万 $. 证 明 ; 存 在 正 整 数 可,d, 司 得 对 于 任意 整数 Eh 
mx ES 的 充 要 条 件 是 了 1 yx， 


证 明 设 4 避 为 集合 |x -yl1x,y S 且 x > y| 中 的 最 小 数 ， 
并 记 了 = 5 ~ 6, 其 中 a,bE€5. 
首先 证 明 a,8 能 被 2 整除 . 设 4 = gd + r,g,r 是 整数 ,0 二 
Fr <d. 
依 题 意 
x= (tg+l)a€E Ss,y = gtatd) = Es 
因为 x - y = + < d, 故 由 4 的 最 小 性 知 : = 0, 即 
«a= gdb = (g+1)d 
其 次 证 明 对 任意 整数 上 > ,有 各 E 5. 设 和 = Wy + Vust 
是 整数 ,0 < v < 7， 
易 见 = gq, 从 而 
k= (uv)otvg+1) 
其 中 由 - wa > 0. 于 是 
kd = (uv od+vg+t+lid= (yy-v)a+twdES 
最 后 证 明 对 任意 整数 x € S$, 有 dl1x. 设 x = 地 + 天 是 
整数 ,0 < hh < d. 于 是 
y= (gd+lD)xEs 


即 y= (qld+rrmh+ijd+hes 
又 因为 gd+reh+i>9 
从 而 有 z= (rid+ rh+Ddces 


但 y - z = hh < 4d, 故 由 d 的 最 小 性 知 h = 0, 即 了 | > 


心得 体会 拓 广 蜂 间 


第 3 章 ” 束 娄 与 集合 
Chapter 8 lnieger amd Concourse 


19 设 有 限 实 站 全 全 BM 大 M 中 每 不 数 乔 可 鼎 一 地 表 | “全 攻打 


为 B 中 数 的 整数 次 知 的 乘积 , 则 8 称 为 上 H 的 基 , 试 问 :是 否 任 
意 有 限 的 正 数 集 都 具有 基 ? 


【 妞 的 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 ”我 们 证 明 , 有 限 的 正 数 集合 好 具有 基 吕 . 设 5 是 正 数 

集合 村 的 子 集 .如 果 柑 中 每 个 数 都 可 以 表 为 
oa a ya am 人 Siii 了 也 

则 5S 称 为 村 的 上 基 . 例 如 集合 时 自身 即 是 对 的 上 基 . 在 计 的 所 有 
上 基 中 , 取 集 合 S$o = 1B, Bs P| , 司 它 所 含 元 素 最 少 (因为 M 
是 有 银 集 合 , 所 以 8 存在 ) ,首先 证 明 ,如 果 mz2, 则 So 即 是 形 的 
基 . 设 某 个 zaE 开 可 表 为 8 中 元 素 的 两 种 不 同形 式 的 整数 次 堵 之 
乘积 


& = 前 有 … 及 = 所 说 … 遍 

记 丰 = 站 -六 则 且 , 本 起 不全 为 0 县 扎 座 … 牛 = 1. 不 妨 
设 上 <0, 则 记 六 = 肢 ,1 = 12 pm- 并 取 S = 41719724， 
7y。 小 .于 是 集合 Se 中 每 个 元 素 都 可 表 为 51 中 元 妹 的 整数 次 器 之 
乘积 : 当 ! = 1,2,… ,nn -1 时 ,局 = 汪 , 且 局 = YI 
因此 集合 5; 是 机 的 上 基 , 且 只 含 n -1 个 元 素 , 与 So 的 选取 矛盾 . 
因此 5 是 村 的 基 . 其 次 设 n = 1, 则 时 有 上 基 $ = 181. 如 果 有 8 zz 
1; 则 因为 当 i zj 时 不 可 能 有 记 = 太 , 所 以 3 是 型 的 基 . 如 果 有 = 
1, 则 So = 111 .于 是 虹 = 111, 且 集合 51 = 12i 是 时 的 基 . 


g.20 求证 :存在 一 个 由 正 整 数 构成 的 集合 4 具有 如 下 性 质 : 
对 于 任何 由 无 限 多 个 质数 组 成 的 集合 8, 存在 上 22 及 两 个 正 


整数 m 记 4 和 nn 他 #, 司 得 m 和 均 为 $ 中 个 不 同 元 素 的 
莱 积 ， 


证 法 1 我 们 将 所 有 的 质数 从 小 到 大 排序 并 依次 编号 为 1,2， 
3 
对 于 每 个 正 整 数 ,如 果 它 能 够 表示 成 上 k = 2) 个 不 同 质数 的 
乘积 ,并 且 这 个 质数 的 编号 被 上 除 的 余数 均 相 同 ,我 们 则 令 这 个 
正 整 数 属 于 4 ;否则 , 划 令 其 不 局 于 4. 
下 面 我 们 证 明 这 样 得 到 的 集合 4 便 具 有 题 设 性 质 . 
对 于 任意 一 个 由 无 限 多 个 质数 组 成 的 集合 5, 设 其 中 两 个 质 
数 的 编号 分 别 为 e 与 h(a < 昌 ). 记 上 = 5-a+1, 则 a,5 被 除 
的 余数 不 同 ,从 而 我 们 可 以 从 $ 中 取出 这 2 个 编号 分 别 为 a 与 5 的 
质数 及 另外 的 大 - 2 个 不 同 质数 ,这样 个 $ 中 不 同 元 素 的 节 积 由 
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4 的 定义 知 它 不 属于 A. 

而 努 一 方面 ,由 于 $ 中 有 无 限 多 个 元 素 , 而 被 此 除 的 余数 只 有 
有 限 种 可 能 ,从 而 由 抽 屡 原则 , 必 存 在 $ 中 的 无 限 多 个 质数 ,它们 
的 编号 被 上 除 的 余数 都 相同 .我 们 从 这 些 质数 中 取出 个, 这样 
个 5 中 不 同 元 素 的 乘积 由 4 的 定义 知 它 属于 4 .证 毕 . 


证 法 2 设 集合 4 是 具有 形式 gag 其 中 < 各 << 
gg, 均 为 质数 的 所 有 正 整数 构成 的 集合 , 亦 即 


A= {2x3,2x5,2x7, | U [3x3x7,3x5x7,.…|U 
{5x7x1lx13x17,| U… 


对 于 任何 由 无 限 多 个 质数 组 成 的 集合 
S = {p1s pzy,p3…| 
其 中 P< p< p< 


其 中 并 个 不 同 元 素 的 乘积 严 = PiP2° Pp, 属于 和 A， 而 nn = 
pzp3…P tl 不 属于 4 ,命题 得 证 . 


8.21 设 cte x 1) 为 一 正 有 理 数 .证 明 : 自然 数 集 可 以 表 为 


两 个 不 交 的 子 集 4 与 8 之 并 ,使 4 中 任意 两 数 之 比 不 等 于 C， 
8 浆 然 . 


证 明 对 meEN 递归 构造 集合 A 与 8. 令 1E€ 4, 且 设 1， 
2 - 工 已 分 到 子 集 4 或 号 .考虑 如果 存在 后 和 11,2,…， 


n -14, 使 号 = 。, 则 将 n 分 到 不 合生 的 于 集 ,又 如 果 存 在 hh € 
11,2,…,n 下, 使 六 = “, 则 将 = 分 到 不 含 和 的 子 集 .注意 ,因为 


1 


于 < 是 > 1 所 以 各 = < 与 第 = 。 不 能 同时 满足 .如 果 对 任意 
ks ka EE {2 sn 1 ,2 天 二 了 5; 则 令 n EE 4. 容 易 验 证 ， 
如 此 得 到 的 划分 4 UB = N* 满足 题 中 条 件 . 

8.22 ”已 知 一 对 互 素 的 正 整数 p > 9 , 试 求 所 有 的 实数 c.7， 


使 集合 4 = {[ 下] ,= E N} 和 B= 1[(ony d)],nE NI 清 
足 4 门 号 = 区 ,4 好-= N. 


解 设 5= [可 |, 则 
iT< 二 -1< 和 如 = iw 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 8 章 ”整数 与 集合 
人 hapier 8 Inieger and Conomurae 


再 注意 到 一 定 有 。 > 0, 从 而 心得 体会 拓 广 疑问 
[ek(p - gq)+d]=p-1 
于 是 p> oktp- gq)+d=p-!l 


在 上 式 中 令 k 一 m 即 得 c。 = > 了 5, 且 0 > d=-1. 
下 面 求 #2, 设 j 使 p - g1g - 1 从 而 存在 正 整 数 使 -1 = 
AD -~ 9); 故 在 dd < 时 
[g+ d= [+ dit +d]=ji+aA-1 
同时 由 -1= AP - 9) 得 
了 十 站 = 及 + 


人 
从 而 [a] =j+A-1 
此 时 便 有 [g+d] = [#2] 
这 与 条 件 4 门 8 = 儿 艺 后 ,因此 一 定 有 d > 元 
现在 证 明 上 而 得 到 的 。= 5 二， 二- < d < 0 也 是 充分 条 
件 ,注意 到 


cna = (ko- Dpe ED ES 二 入 
以 及 [elk -Dp -g++d]= pk-1))-l< (kt-l)pe< 
[ee (tk—- Dp- ga)+1)+ 
dj] <'*<[ek(p- gqg)+d]< 


外 
于 是 我 们 只 要 证 明 
[如 | = [g + dl,n,j€ 12 中 


设 g-1= lp- q+hhel0l,.…,p-g-1i, 则 
[+ 可 = [+a [j= 
[4 二 = + 
[22] = [2] ja -lc[ld+td cjitarie 
了 一 一 
[2 tpt] [2 +)] 


可 见 中 是 成 立 的 . 
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故 。= 7 和 5 7 < d < 0 即 为 所 来 . 记得 体会 拓 广 疑问 


这 个 题目 中 ,数列 { 如 ] “和 数列 1[ cn + d]j -不 重复 地 这 


历 了 全 体 正 整数 ， 满足 这 种 从 质 的 两 个 数列 叫做 N 上 的 互补 数 
列 ， 


8.23 (内 贝蒂 (Beity) 定理 ) 设 两 个 正 无 理 数 a。 和 有 适合 + 


1, 定 义 两 个 递增 的 数列 
AA= 1[an] ln= 1,2,3,**} 


B= {LAn] |ns= 1,2,3,""} 
则 [anjl 和 [Bn]| 是 N 上 的 互补 数列 , 即 4,B 满 足 4 门 B = 
好 和 4UB = N. 


证 明 ” 先 证 明 4 门 号 = 儿 . 用 反 证 法 ,假定 存在 i,j€ N, 使 

得 [ai] = [ 庄 ] = ,从 而 < i, 序 生疏 + 1, 也 即 是 
i 冯 < 于 
将 上 两 式 相 加 即 得 
| 

这 是 不 可 能 的 ,假设 不 成 立 , 从 而 A 门 B = 名 . 

再 证 明 4 UB = N, 仍 用 反 证 法 ,假设 存在 正 整 数 上 杀 4 U 
8, 则 存在 和 ;六 使 得 

iog < kliot Da > 有 < k(tjo+l > k+l 


om 工 ov+l1 而 jo+1 
从 而 有 < k+l 
将 上 两 式 相 加 即 得 


iot+jo<k<iovtjot+l 


我 们 又 产生 了 了 矛盾 ,从 而 4 U B=N. 


8.24 了 是 大 于 5 的 素数 ,S = 1p - mim€N,m < pl, 证 


明 :$ 中 存在 两 个 大 于 1 的 整数 a,5, 使 得 a | 5. 


证 明 设 n = [yp], 若 pp = 岂 +1, 则 5 是 大 于 2 的 偶数 ， 
我 们 取 &=p-(n-1) =2n,b=p- 了 = 台 即 可 .以 下 我 们 
假定 a=p- 下 >2, 令 c=jn(tn+1)-pl,b =p-ce, 则 有 

B=p-(n-(p- n=p- n=0modp-n) 

即 a 1 58, 我 们 只 可 再 证 5 > a 即 可 . 

{Dntn+1)>p 时 


第 3 章 ”整数 与 集合 
fahabter 8 Inieger and Concourse 


ec=mn+i-pn-eo=p-n>0Oonr>ec>D 心得 体会 拓 广 疑问 
故 占 > a. 
(2)nfa+l) < 时 
c=p-nmn+linm-e=tn+i2-p-lian0 
车 等 号 成 立 , 则 
n=c=p-niltn+l)op = n(n+2) 


矛盾 . 故 m > ec > 0 一 4 > a. 


8.25 设 n> 4 是 整 狼 ,a1,92,…,an Et0,2n) 是 p 
的 整数 .证 明 :集合 |at,az,…,as| 有 一 个 子 集 , 其 元 素 的 和 


证 明 (1) 若 nn 儿 1a1,62,…,asl; 则 
2 
是 2n 个 小 于 2x 的 正 整数 ,因此 ,其 中 必 有 两 数 相等 ,又 因为 sl， 
aa，……en 彼此 不 等 ,所 以 有 7 使 
a = 2 ay 
因为 4 儿 |a1; a2;… ,an| ,所 以 i zj, 即 ai 和 a 是 商 个 不 同 的 整 
数 , 且 满 足 


{i 兰 8 
于 是 fo,al Clie a yanl ,HL a+ 0; = 2n. 
{2) 若 nn Etal,a'n,an]1. 令 qa, = nm. 
考虑 上 - 1 3) 个 整数 
站 14 站 2 1 
则 其 中 至 少 有 两 个 数 的 差 不 能 被 = 整除 . 
这 是 因为 ,车 每 两 个 数 的 差 能 被 x 整除 , 则 由 这 两 个 数 不 等 ， 
它们 的 差 必 不 小 于 n, 这 时 有 三 个 数 a; < a < 号; 有 
oa = +lg- 0) 2n 
则 a > 2n + a 不 属于 区 间 (0,2n) ,导致 蔬 盾 . 
设 ai 与 az 的 差 不 能 被 n 整除 ,考虑 下面 上 个 整数 
Ol G27 + 27 + 和 2 3 + + 
若 它 们 被 = 除 的 余数 都 不 相同 , 则 其 中 必 有 一 个 能 被 * 整除 . 
若 有 某 两 个 数 对 模 n 同 佘 , 则 它们 的 差 能 被 n 整除 ,显然 不 
能 是 a; - el ,因此 这 个 差 必定 是 el ,az;… ;an-1 中 某 些 数 构 成 的 
和 


因此 ， 集合 {aiyaz，an -1| 必 有 一 子 集 ， 其 元 素 之 和 等 于 
kn 


若 上 为 偶数 , 则 结论 已 成 立 . 
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车 为 奇数 , 则 将 a = n 加 人 这 个 子 集 , 其 和 就 为 的 偶数 
情 , 结 论 也 成 立 . 


8.26 对 于 任意 大 于 1 的 整数 ,证 明 : 存 在 一 个 含 上 个 整数 的 


集合 5, 其 中 对 于 所 有 5 的 不 同 元 素 e,5, 都 有 (ae - 8)?1 ob. 
《美国 教学 奥林匹克 ,1998 年 ) 


证 骨 ”我 们 用 数学 归纳 法 来 构造 符合 条 件 的 非 负 整数 集合 
3,n = 2 时 ,我 们 取 3 = 可 ,1 假设 我 们 对 整数 天 六 2, 已 经 构造 
好 了 含有 nm 个 非 负 整数 的 集合 5, 对 于 5, 的 所 有 不 同 整数 
《ae ,5) ,我 们 取 工 为 所 有 (a - 68,ab 的 最 小 公 售 数 , 定 义 5,,1 = 
0HUIL+a1a€ Si, 对 于 St 的 两 个 不 同 元 素 a,8, 如 果 &&， 
月 中 有 一 个 为 0, 显然 (a - ?| ap 如果 Ga 月 都 不 是 0, 刚 e = 
LL+ap= 上 +b, 其 中 a,b 5,, 则 (a -- 训 ) 1 四 ,所 以 有 
n+ 1 个 整数 的 5,,1 符合 要 求 . 


8.27 1,4,7,… 和 9,16,… 是 两 个 等 差 数 列 ,$ 是 每 个 数列 前 


2 004 项 的 并 集 ,5S 有 和 多少 个 元 素 ? 


解 ”同时 出 现在 两 个 数列 的 最 小 数 为 16, 而 3 和 7 的 最 小 公 
倍数 为 21, 所 以 同时 出 现在 两 个 数列 的 数 可 以 被 表示 为 16 + 21#， 


其 中 是 非 负 整数 ,最 大 只 能 为 285, 所 以 有 286 个 相同 的 数 ,因此 
S$ 有 4008 - 286 = 3 722 个 数 . 


8.28 于 区 4 是 一 个 给 定 的 整数 ， 对 于 一 个 正 整 数 有 Sm 三 
fm,m+1,…… ,m+n-1l. 求 最 小 的 整数 An), 使 得 对 于 每 个 


正 整数 m, Sn 的 所 有 f(x) - 元 子 集 至 少 含有 3 个 元 素 两 两 互 
素 ， 


解 如果 集合 了 有 三 个 不 同 的 元 素 两 两 互 索 , 则 我 们 称 了 是 
好 和 集合. 我 们 首先 证 明 : (1)f(n) 是 存在 的 , 且 f(n) < mi 
(Dn+tl) 生态 和 + 1. 

(1) 由 于 演 4, 所 以 

mm+im+2m+3 cc 

当 mw 是 偶数 时 ,| m+ 1,m +2,m + 3 是 好 集合 ; 当 m 是 奇数 时 ， 
im,m+1,m+2} 是 好 集合 ,所 以 5, 的 所 有 n - 元 子 集 是 好 集合 ， 
因此 f(rn) 是 存在 的 , 且 f(n) < nn. 

(2) S55 = S51m + nl ;所 以 5%41 的 每 一 个 fn)+1- 元 


心得 体会 拓 广 疑问 


Chapter 8 Intcper and Concourae 


子 集 都 至 少 包 含 5 的 f(n) 个 元 素 , 所 以 肯定 基 好 和 集合, 因此 
fn+tD)e fin)+tl, 

我 们 来 看 集合 8 = 12,3,…,n + 1, 我 们 取 7 = tx1xEE 
82,(s,6) 关 11 ,7T 的 任意 三 个 元 素 或 者 有 两 个 是 偶数 ,或 者 有 两 
个 是 3 的 售 数 ,也 就 是 说 入 的 任意 三 个 元 素 不 可 能 两 两 互 素 ,由 
于 

1%1= 一 二] + [二 二] - [2 


所 以 


Fn) > [4]+ [#1]- [二 4.1 (4) 


由 (*) 和 (1) 我 们 马上 得 知 (4) = 4,f(5) = 5, 正 好 ( * ) 的 等 导 
成 立 ， 

由 (* ) 可 得 f(6) = 5,f7D) 过 6108) 7 9) > 8, 由 (2) 如 
果 fC(6) = 5, 则 立刻 可 以 得 到 了 (7) = 6,7(8) = 7,f(9) = 8. 下 面 
我 们 来 证 明 f(6) = 5,6 个 连续 整数 任 取 一 个 5 - 元 子 集 T,6 个 连 
续 整 数 中 有 3 个 连续 偶数 ,也 有 3 个 连续 奇数 .如 果 3 个 连续 奇数 
都 属于 了 , 由 于 它们 两 两 互 素 ,所 以 了 是 好 集合 ;下 面 假设 了 含有 
所 有 偶数 和 两 个 奇数 ,如 果 两 个 奇数 是 连续 的 ,不 妨 设 为 2z + 1， 
2x + 3; 则 由 于 2x +2E 7T,2x + 1,2x + 2,2x +3 是 好 集合 , 故 了 
是 好 集合 ;如 果 两 个 奇数 不 连续 ,不 妨 设 为 2x + 1,2x +5, 则 和 2x + 
1,2x + 2,2x + 5 和 检 z + 1,2x +4,2x + 3 中 肯定 有 一 个 是 好 集 
会 .因此 f(6) = te n 声 9 时 

fln) = +1]+ [2#2]- [®t + {xx) 
假设 对 于 某 个 上 实 sw n 声 上 时 ,(* * ) 都 成 立 ,我 们 来 看 n = 
+ 1 的 情况 ,此 时 
Ss = [mm+ ly mt koolU 1m+tk 5, ,n+ El 

5S, 的 任意 [FE - 5) + (6) - 1] - 元 子 集 必然 包含 前 面子 集 
的 A(& - 5) 个 元 素 ,或 包含 后 面子 集 的 (6) 个 元 素 ,新 以 必 有 一 
个 好 子 集 , 因 此 

Ak+t+l) ef Ek-5)+ AHA-1 
注意 到 fC6) = 5, 根 据 归纳 假设 
fags fk-5)+A6)-1= 
[和 [与 二 -[ 握 4 


[ 印 引 + [等 9-[ 千 + 


根据 (* ) ,ma = + 1 时 (x* *) 成立 ,所 以 (x* #* ) 但 成 立 . 


第 $5 章 整 教 与 集合 


心得 体会 拓 广 疑问 
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8.29 ”对 于 5 = 1 科 ,2,…,101| 的 任何 一 个 排列 ,都 可 以 从 中 


去 掉 9 个 数 ,使 得 剩 下 的 11 个 数 是 单调 递增 的 或 单调 递减 
的 . 


证 明 ”对 于 任意 E585, 我们 假设 在 这 个 排列 中 以 上 为 最 后 
一 个 数 的 最 长 递增 数列 的 长 度 为 ,以 上 为 第 一 个 数 的 最 长 递减 
数列 的 长 度 为 D ,这 样 每 个 都 对 应 一 个 二 元 组 (DD) .对 于 5 
的 任意 两 个 不 同 的 元 素 & > mm. 

(1) 车 上 排 在 m 后 面 ,显然 有 [> . 

{2) 车 排 在 m 前 面 , 则 有 D > 五. 

无 论 哪 种 情 闹 都 有 (Di) x (三 ,D,). 如 果 任 意 k€€ 5 都 有 
1 所 10,D < 10, 则 不 同 的 二 元 组 只 能 有 100 个 ,5 中 肯定 有 两 个 
数 的 二 元 组 相同 , 矛 简 ， 


8.30 证明: 任意 9 个 连续 正 整 数 都 不 可 能 分 成 两 个 集合 ,使 


得 两 个 集合 的 元 素 的 飞 积 相等 . 


证 明 ”假设 存在 9 个 连续 正 整 数 可 分 成 两 个 集合 ,使 得 两 个 
集合 的 元 素 的 乘积 相等 .对 于 任意 素数 p > 11, 这 9 个 连续 正 整 数 
中 最 和 多 只 能 有 一 个 是 p 的 倍数 ,因此 这 9 个 连续 正 整 数 只 能 包含 
2,3,5,7 四 种 素 因 子 . 另 外 ,9 个 连续 正 整 数 中 最 多 只 能 有 3 个 是 
2 :4 的 倍数 ,最 多 只 能 有 1 个 是 字 = 9 的 倍数 ,最 多 只 能 有 1 个 
是 子 = 号 的 倍数 ,最 多 只 能 有 1 个 是 天 = 特 的 信 数 ,因此 把 其 中 
4,9,16,25 的 倍数 去 掉 , 最 驳 只 能 去 掉 6 个 数 ,至 少 还 剩 下 3 个 数 
都 不 含 平方 因子 ,因此 剩 下 的 数 都 是 2 x 3 x 5 x 7 = 210 的 因子 . 
而 210 的 所 有 正 整数 因子 为 2,3,5,6,7,10,14,15,21,30,35,42， 
10,105,210, 由 于 剩 下 的 3 个 数 之 间 的 盖 小 于 9, 因 此 这 3 个 数 都 不 
可 能 大 于 21. 所 以 9 个 连续 正 整数 包含 在 1,2,3,…,29 中 ,由 于 不 
能 包含 大 于 1 ,13,17,19, 妇 ,29 这 些 素 因 子 , 所 以 这 9 个 连续 正 整 


数 只 能 包含 在 1,2,3,…,10 中 ,而 9 ,101 都 不 是 完全 平方 数 , 矛 
拷 


“(Erdts 证 明 ; 任 意 连续 上 个 正 束 数 滋 积 都 不 是 完全 平方 数 


8.31 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 正 整 数 ,能 把 25 个 数 1,1,2， 
2,"…,,n 排 成 一 行 ,使 当 k= 1 六 ,……,n 时 ,两 个 上 之 间 怡 有 
大 个 数 ， 


(评委 会 ,苏联 ,1982 年 ) 


心得 体会 拓 广 疑问 
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解 设 nEN' 具有 所 说 的 性 质 , a3, 42,… , a2 是 符合 要 求 
的 排列 ,用 mi 表示 a = 本 = 记 时 i 与 i 中 较 小 的 , 则 ;与 i 中 较 大 
的 为 m+ 坟 +j. 因 此 2n 个 下 标 之 和 为 


Dm + (me + E+ 1)) = 2D 1 + M+3 + 3) 
kl =1 
另 一 方面 ,这 2n 个 下 标 之 和 又 等 于 
2 
Di = n(2n+D 
因此 22 mw = nl2n +D - Mt - 33 一世 


即 4(3& = 了) 为 整数 .由 于 与 3w - 1 中 只 有 一 个 是 个 数 ,所 以 这 
个 偶数 应 被 4 整除 .于 是 仅 有 两 种 可 能 :n = 所 或 3n -1 = 4 , 即 


n= tl lrEN 


下 面 证 明 ,任意 形 如 rm = 4 或 4 -1 的 n EEN" 都 具有 题 中 所 说 

性 质 . 当 n = 41,1 ss 2 时 ,符合 要 求 的 排列 为 

4 — d,s 2 A 2,27 ,1A ,1 21 -3,21,..,4! 一 

4 4 ,4 — 3 21 + ,4 -2,2 2,7,2,27 -1,4 -1,2,°， 

21 -2,2741 41 -3,2t -1,4! 

其 中 每 一 处 “…" 都 表示 一 个 算术 级 数 , 其 公差 为 2 或 - 2, 且 首 项 

是 它 前 面 的 最 后 一 个 数 ,未 项 是 后 面 紧 接 的 数 .同样 , 当 m = 4! - 

1,1 > 2 时 ,符合 要 求 的 排列 为 

4 4° A 2,27 3, ,4 1,1, 21 ~ 3,21,.…,41 — 

4,21 — 14 3,07, 2 + ,4 -2,21 -2,2,21 -1,41 - 1, 

2 ,2 2,21 + 1,,41 -3 

最 后 当 n = 4 与 n = 3 时 ,符合 要 求 的 排列 是 
2,3,4,2,1,3,1,4 与 2,3,1,2,1,3 


8.32 是 否 科 在 具有 如 下 性 质 的 集合 入 ; 
{1) 集合 对 由 1992 个 自然 数 所 构成 . 


(2) 和 中 的 任何 元 素 以 及 其 中 任意 个 元 素 之 和 都 具有 mt 
的 形式 (m,k EE N,k > 2)? 
(第 33 届 国际 数学 奥 宁 匹克 预选 下 ,1992 年 ) 


解法 1 我 们 考察 更 一 般 的 问题 : 

对 于 任何 正 整数 n ,都 存在 由 个 自然 数 所 构成 的 集合 加, 满 
足 条 件 (2). 

下 面 通过 对 n 归纳 来 证 明 这 个 命题 . 

命题 对 于 n = 2 是 成 立 的 . 


第 ## 章 ”整数 与 龙 侣 
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例如 可 取 对 = 19,16i . 慨 设 对 于 卡 坟 2, 集合 
NM: = Ta G2 , et 
满足 条 件 (2). 并 假定 其 中 元 素 的 所 有 2 - 1 个 不 同 的 和 数 可 以 分 
别 地 表示 为 


其 中 mi 20 = 1,2,…,2* -1). 

设 gaz" ;22.1 的 最 小 公 倍 数 是 严 ， 

联 22 -1 个 不 同 的 质数 pi(i = 12,…, 兰 -1), 使 得 Cm,p;) = 1， 
i = 1,2,…,2t -区 (因为 质数 有 无 穷 多 个 ,这 一 点 是 可 以 做 得 到 
的 ). 令 


全 
则 有 (ime;,p;) = 1, 再 令 
meiki + 1 = gpi + rr] = 1,2,.°°,p: 
Osn<h 
则 所 有 的 这 些 ” 各 不 相同 . 
事实 上 ,如 果 这 些 r 有 些 相同 ,例如 
Flel<hap 
则 有 pil Cmeikz + 1) — (me + 1)) 
即 Pi | mei( ka — ki1) 
由 (mei, pi) 三 1 及 | k2 一 ky 1 < pi 可 知 , 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 ,所 有 的 pi; 个 5 各 不 相同 ,因此 ,在 这 些 5 中 必 有 一 个 为 
零 , 因 而 相应 的 数 可 被 p; 整除 , 设 该 数 为 mc 二 + 二， 
另 一 方面 ,由 中 国 剩余 定理 ( 即 孙 子 定理 ) 可 知 ,存在 自然 数 
x， 恒 得 
a kit mod p1) 
x = hlmod ps) 
* = kot_i(mod po 
于 是 ,由 pi | mejk;+ 1 得 
Pil mr + l,i = 1,2,°"*,2*—1 


令 b= Ts + 1)™e 
并 以 际 为 基础 构造 集合 六 ,1 
Mi 三 fab, ob,, ab, bl 
下 面 青 证 明 ji,t 满足 条 件 (2). 
考虑 两 种 情形 ， 


心得 体会 拓 广 疑问 


(1)5 不 参与 求 和 ， 
这 样 的 和 均 具有 形式 小 . 


由 于 上 是 一 个 自然 数 的 m 次 方 短 ,而 mm 是 iy, 1 的 
晤 小 公 和 倍数 ,所 以 六 是 某 个 自然 数 的 mi(i = 1,2,…,2* - 1) 次 方 


苦 . 困 此 ,所 有 这 样 的 和 数 均 符 合 要 求 , 即 满足 条 件 {2)， 

(2) 参与 求 和 . 

此 时 各 和 数 均 具有 形式 (Sf: + 1) 8， 

该 数 的 因数 具有 下 列 形式 

(SF + 1D) mrt 对于: 
(路 + 1)"Y, 对 于 所 有 j 之 
但 是 ,由 于 
Pid mex+l 
Dilmax, ji 

因此 ,这 种 和 数 是 自然 数 的 = 次 方 敌 . 

因而 ,命题 对 mw” = 上 + 1 成立. 


第 $# 章 ”整数 与 集合 
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心得 体会 拓 广 疑问 


于 是 ,对 所 有 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 =, 者 存在 由 ”个 自然 煞 


所 构成 的 集合 必 , 满足 条 件 (2). 


解法 2 ”本题 的 解答 蕴涵 在 如 下 的 引 理 中 ， 


引 理 对 于 每 个 自然 数 n, 都 存在 自然 数 z, 使 得 数列 4， 


2d,…,nd 中 的 各 数 都 具有 形式 
rm 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 引 理 . 
n = 工时 , 引 理 显然 . 
这 时 可 取 = 1, 于 是 
d= mm=1,k=2 
很 设 对 于 = ,已 有 相应 的 4 及 
记 = mt 
其 中 = 1,2,e nim EE Nk > 2. 
设 所, 2,…, 后 的 最 小 公信 数 是 , 令 
d’ = dl((n + Da)t 
则 有 id’ = id{(n + Dd)* = mi((n + 1)d)t = 


《mif (mm 十 D a), = 1,2,"*",n 


(n+ Dd = (n+l)dl(n + Dad) = (Cn + Dd}! 


从 而 引 理 对 m + 1 成立. 
即 对 所 有 自然 数 上, 引 理 成 立 ,于 是 本 题 得 证 . 
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心得 体会 拓 广 疑问 


8.33 把 11,2,…,100| 划分 成 了 个 子 集 ,证明 : 窑 少 有 一 个 子 
集 , 要 公信 四 个 数 e,b,c,a, 使 e+t = c+d, 要 么 含 三 个 数 


e 六 5 使 e+f= 25. 
{ 南 斯 拉 去 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


证 明 ”由 摘 屋 原则 ,7 个 子 集中 至 少 有 一 个 子 集 4 , 它 至 少 含 
有 15 个 数 . 子 集 4 中 每 对 数 a > 5 都 确定 一 个 差 & - 51 二 ee- 
b < 99. 因 为 至 少 有 3 = 上 二- 革 < 105 个 差 , 所 以 由 抽 层 原则 ,4 
中 必 有 两 对 数 a > 8,c > d, 使 得 a -8 = c -dd. 由 此 可 知 ,a zz 
六 天 加. 如果 zd,b 关 5; 则 4 合 有 4 个 数 2,b,c,d, 使 得 a + 


8 = 上 + ee. 如 果 a = d( 或 5 = c), 则 4 含有 3 个 数 a,b,c( 或 a， 
上 8&8) ,使 得 B+e= 2a( 或 人 十 下 = 25). 证 毕 . 


8.34 ” 设 非 空 集合 开元 0 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) 如 果 a € MM,bE M, 则 a + bE M,EH ab€ NH. 
(2) 如 果 r E90, 则 rE€ 帮 , -Tr 及,r = 0 这 三 者 恰 有 
一 个 成 立 . 
证 明 : 集 合 好 与 所 有 正 有 理 数 集合 相等 . 
(奥地利 数学 奥林匹克 .1975 年 ) 


证 明 ”由 条 件 (2),1 所 时 或 -1E 好. 但 是 -1 工人 型 , 否 则 
由 条 件 (1),(- 1)(-1) = 1E€ 于, 与 条 件 (2) 了 矛盾 ,因此 1E 并. 由 
条 忻 (1),2=1+1E€ 及 ,3 = 1+2€ 1 等 等 , 即 用 所 并 . 设 mE€ 


N, 如 果 -二 € 怕 , 则 由 条 件 (1),( - 工 jm = - 1E 对, 不 可 能 . 因 
此 -十 对 MM. 由 条 件 (2), 土 E 也 .于 是 由 条 件 (1), 对 任意 n,m 
Nn ， 让 = 下 EM. 再 由 条 件 (2)，- 号 你 阳 .此 处 ,由 条 件 (2)， 
0 他 .结论 证 毕 ， 


8.35 正 整 数 n > 2, 考 虑 不 同 整数 的 一 个 集合 下 , 零 不 属于 
,而 且 FF 内 每 个 整数 都 是 天 内 两 个 整数 之 和 . 六 内 任意 5 个 


(允许 相等 ,2 < 5 < n) 整数 之 和 从 不 为 零 .求证 ;下 内 至 少 有 
2n + 2 个 再 数 . 


证 明 ”用 F* 表示 内 全 部 正 整 数组 成 的 一 个 子 集 , 用 所 - 
表示 六 内 全 部 负 整 数组 成 的 一 个 子 集 ,由 于 零 不 在 FF 内 , 则 

F= FrUF- OD 

下 面 证 明 中 及 天 -给 有 一 个 是 空 集 . 如 果 大- 是 空 集 , 则 下 = 


第 8 章 整数 与 集合 
Chapter § Imieger and Concourse 


F+ ,由 于 任意 正 整 数 集合 必 有 一 个 最 小 的 正 整数 ,而 + 内 最 小 | ”心得 体会 拓 广 宕 问 
的 正 整数 不 可 能 是 + 内 商 个 正 整 数 之 和 ,所 以 F- 不 是 空 集 .类 
似 地 ,如 果 F+ 是 空 集 , 则 下 = F- ,任意 负 整 数 集合 必 有 一 个 最 大 
的 负 整 数 ,而 - 内 最 大 的 负 整 数 不 可 能 是 F- 内 两 个 负 整 数 之 
和 ,所 以 F+ 也 不 是 空 集 ,因此 ,FP+ 及 严 - 内 都 有 元 素 . 

设 Ff! 内 有 5 个 正 整 数 ,在 平面 上 到 5 个 点 ,这 5 个 点 无 三 点 
共 线 ,每 个 点 对 应 F+ 内 一 个 正 整数 .例如 * E F' ,在 平面 上 = 对 
应 的 点 用 4, 表示 . 

任 取 P+ 内 一 个 正 整数 y ,由 题目 条 件 ,y 一 定 是 内 两 个 整 
数 x,z 之 和 .由 于 y > 人 0, 则 *,s 之 中 至 少 有 一 个 大 于 霍 , 不 妨 设 
* >0, 记 xy 对 应 的 平面 上 的 点 为 4., 4 ,从 点 4 到 点 机 连 一 个 
问 量 机 4 ,对 于 正 整数 x ,x 一定 是 内 两 个 整数 u,v 之 和 ,由 于 
x > 0, 则 xp 中 至 少 有 一 个 大 于 零 , 不 妨 设 4 为 正 整 数 , 那 么 ,类 
似 在 平面 上 有 向 量 本 他, 这 样 一 直 作 下 去 ,由 于 平面 上 只 有 8 个 
点 ,那么 ,一 定 有 若干 向 量 组 成 的 封闭 折线 图 , 记 为 

Pa P,P P,P Ps :Po Ps 

F+ 内 正 整 数 个 数 至 少 有 上 个 (因为 x1, x ，,…,%4_1, 4 这 上 个 正 整 
数 全 在 F+ 内 ) ,现在 ,我 们 有 


N= 
NCI 二 2 二 "十 丸 ) 加 
这 里 F(1 < /< 上), 从 @, 有 
+ 如 十 "十 对 二 作 全 


由 题目 条 件 ,5 > n + 1, 那 么 F* 内 元 束 个 数 至 少 有 n+ 1 个 ， 
完全 类 似 有 FF- 内 元 率 个 数 也 至 少 有 n + 1 个 (请 读者 仿照 
F* 情况 证 明 一 遍 ) ,那么 严 的 全 部 正 整数 个 数 至 少 有 2n + 2 个 . 


8.36 设 P= | 不 小 于 3 的 自然 数 | ,在 严 上 定义 函数 如下， 
车 nE P,f(n) 表示 不 是 n 的 约 数 的 最 小 自然 数 ,例如 
大 7) = 2,f(12) = 5 等 . 


现 记 fn) 的 值 域 为 集合 于 ,求证 :19 € MM,88 他 MH. 
《中 国 北 京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1988 年 ) 


证 明 设 n = 18! 时 ,显然 ,1,2,3,…,17,18 都 是 181 的 约 数 ， 
而 19 为 不 是 181 的 约 数 的 自然 数 中 最 小 的 一 个 ,所 以 
A(18!1) = 19 
因此 19€X 
车 88 EE 导 , 即 存在 某 个 太 忆 P, 本 得 fk) = 88 = 8.11., 
由 定义 有 8 十 下 ,并 且 1,2,3,… ,86,87 都 是 上 的 约 数 . 
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特别 地 8 1,111 天 ,由 于 全 ,11) = 1, 所 以 88 |. 
这 与 路 仆 记 矛盾, 因此 咒 插 MM. 


8.37 5 是 一 些 整 数 对 构成 的 集 , 如 函数 f:5 一 5 可 逆 且 对 任 
意 (n,m) E S.An,m) Eln l,m), (n+l,m),(n,m-— 


,tn,m + 1) , 则 录 数 n,m) 称 为 万 有 的 ,证 明 : 如 果 至 少 
存在 一 个 万 有 函数 , 则 存在 万 有 函数 An ,mm) , 值 有 
ffonsm)) = (nm),(n mm) ES 


证 明 点 (n,m) ES 依 其 和 数 n + m 为 偶数 或 奇数 而 分 别 
称 为 偶 点 或 奇 点 . 设 万 有 函数 gl(n,m) 存在 , 则 其 反 阔 数 
8 1(n,m) 也 是 万 有 的 ,定义 函数 in,m) 如 下 ;: 当 (n,m) EE 5 时 
fasm) = {se 如 果 (n,m) 为 侦 点 
: g (n,m)， 如 果 (n,m) 为 奇 点 
注意 ,点 gln,m),g" (n,m) 都 与 点 (n,m) 有 不 同 的 奇偶 
性 , 朵 此 ,对 任意 点 (n,m) EE 5, 有 
ggfnm)) = 【amm) ,如 果 (n,m) 为 傅 点 
7 m)) = (Sse) = (n,m) ,如果 (n,m) 为 奇 点 
这 就 证 明了 恒等式 ， 
fflnm) = (n,m), (n,m)ES 
由 此 即 知 , 函数 (n,m) 是 可 北 的 . 为 了 证 明 函 数 是 万 有 的 , 只 须 
注意 ,函数 g(n,m) 与 ag-1(n,m) 都 是 万 有 的 . 


8.38 ” 求 所 有 正 整 数 必 ,使 得 集合 
X= 1194,1 97,2 000,.…,1 994 + 3k} 


能 分 解 为 两 个 子 集合 4,8(A4U 8B = X,A4 站 B= 名),4 内 
的 全 部 正 整数 之 和 是 B 内 的 全 部 正 整 数 之 和 的 9 倍 . 


解 用 Sr ,8 ,35 分别 表示 上 ,4, 厂 内 全 部 正 整 数 之 和 ,由 题 
目 要 求 


Sr = St+S=1088 全 
而 
Sy = 1994+1997+2000+…+(1994+38) = 
1 990( + 1) + (E+ DD (3k + 8) @ 
由 中 和 人 国 , 立 即 有 
Sg = 199(k + 1) + (E+ 1)(3k + 8) @ 


由 于 $ 是 正 整数 ,因此 (CE + 1)(38 + 8) 必 是 20 的 倍数 .当天 = 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 8 交 ”整数 与 集合 
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Sm + 1),5m + 1,5m + 2,5m + 3 时 ,这 里 m 是 非 负 整数 ,( 上 + 心得 体会 拓 广 疑问 
1)(3k + 8) 不 是 5 的 倍数 ,当然 不 会 是 2 的 倍数 .因此 ,只 有 站 = 

Sm + 4, 这 里 m 是 非 负 整数 .换言之 ,天 二 Sh 1 ,这 里 n= mil 

为 正 整数 ,那么 


tl + 1)(3k+8)= nC3n + 1) 由 


当 m=4-2,4t-1 时 ,nt3n+1) 不 是 4 的 倍数 ,而 a = 4i,41 -3 
时 ,nt3n + 1) 是 4 的 倍数 ,这 里 所 有 1 都 是 正 整数 .因此 ,有 

k= 20:-1 
或 者 

k= 20f -16 二 
这 里 + 为 正 整 数 ， 

(1) 当 = 20: -工时 ,集合 三 内 共有 20i 个 正 整数 ,将 天 中 

的 全 部 正 整 数 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 ,从 1 994 起 ,每 加 个 相继 正 
整数 为 一 组 ,把 每 组 中 最 大 与 最 小 的 两 个 正 整数 归 人 集合 B. 另 
外 18 个 正 整数 归 人 集合 4, 显然, 这样 得 到 的 集合 4 与 8 满足 题 


目 要 求 . 
(2) 当天 = 20t - 16 时 ,由 全 , 有 
S, = 199(20: ~ 15) + 5(4: ~ 3)(3t ~ 2) ® 
下 内 得 个 正 整数 , 除 以 3 余 2, 用 1 好 1 表示 集合 下 内 全 体 正 整 
数 的 个 数 , 从 名 有 
Sp = t(mod 3) D 
于 是 ,有 
2181= t(mod 3) (6 
这 表明 
18B81=24fmod3) [oy 


雪上 = 8 时 ,如 果 和 集合 4,8 存在 ,利用 加 ,有 
Ss =1990x13+61795 = 1990x14+4185 = 
19%90x15+219% = 1990x16+205 wt 

集合 内 最 大 的 13 个 正 整 数 之 和 ,由 于 现在 上 = 144, 于 是 

{1 990 + 400) + {1 990 + 403) + (1 990 + 406) + … + 

(19%90+436) = 1990x134+5434 < 1990x13+6175 部 
因此 ,5 内 正 整 数 个 数 肖 定 大 于 13, 由 于 人 鲍 及 : = 8, 有 181s= 
1(mod 3), 因 此 ,B 内 正 整 数 个 数 既 不 可 能 是 14, 也 不 可 能 是 15. 


集 台 节 内 最 小 的 16 个 正 整数 之 和 是 
人 1990+4+(1990+ 站 +(0990+10+…+f90+ 特 ) = 
i1900 x 16 + 424 > 1 00 x 16 + 205 (oP 


因此 ,8 内 正 整 数 个 数 肯 定 小 于 16, 蔬 盾 .这 表明 + = 8 时 , 满 
足 题 目 条 忻 的 子 集合 4,8 不 存在 . 
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当 # = 9 时 ,k = 164. 由 命 , 有 相应 的 心得 体会 拓 广 疑问 
Ss = 1 994 x 18 + 1 068 [ik 
取 |B1= 18, 并 选择 


= |1994,1 97,2 000,……,2 039,2 210,2 486| 

讲 得 仔细 一 些 , 现 在 天 内 有 165 个 正 整 数 .最 小 的 是 1 994, 最 
大 的 是 2486. 取 开 内 从 1994 开始 相继 的 16 个 正 整 数 ,以 及 2210 
和 2486, 一 共 18 个 正 整数 ,组 成 子 集合 有 8, 电 内 全 体 正 整 数 之 和 怡 
为 人 8 右 端 , 令 4A = 工 -天 , 即 苇 内 全 部 剩余 正 整数 组 成 子 集合 4. 
这 样 构造 的 集合 4 与 8 是 满足 题目 条 忻 的 . 

如 果 正 整数 庆 满 吓 题 目 要 求 ,那么 对 于 正 整 数 上 + 加 ,只 要 将 
区 中 新 溢 加 的 加 个 正 整数 ,最 大 与 最 小 的 两 个 正 整 数 好 人 集合 
8, 中 和 间 二 个 正 整数 归 人 集合 4. 这样, 新 的 子 集 合 4,8 仍然 满足 
题目 要 求 .由 于 k = 144 时 ,没有 满足 题目 条 件 的 分 解 , 则 下 = 
20: -16, 这 里 上 < 8t € N) ,也 没有 满足 题目 条 件 的 分 解 . 

综 上 所 述 ,满足 题目 条 件 的 所 有 必 为 下 述 形式 

k= 20-1,r:reN 

和 k= 204 - 16, 正 整数 :1 > 9 


8.39 ”将 0 和 1 之 间 所 有 分 母 不 超过 nr 的 分 数 都 写成 婚约 分 
数 形式 ,再 按 递增 顺序 排 成 一 列 , 设 译 与 地 是 任意 相 邻 两 项 ， 
证 明 : | 加 - ad i= 1. 


证 有 明 ”对 = 用 归纳 法 . 当 m = 1 时 ,只 可 能 有 
酝 0 1 c 


bp T1717>¢ 
显然 有 Be - ad = 1 假设 当 nn = 点 时 ,对 任意 两 个 相 邻 的 既 约 分 
< 记 , 都 有 bc - ad = 1. 下 面 证 明 , 当 m = 上 + 1 时 ,相应 的 


结论 也 成 立 . 因为 在 序列 
0 
kk 3 


CE 
时 3 


1 
万 El 
任意 相 邻 的 两 个 数 之 间 , 至 多 只 能 有 集合 
| 1 2 ... < 
ER+l'k+rl’ E+rl 
中 的 一 个 数 , 所 以 ,如 果 


Ce 
ba 
在 ”= 时 的 排列 中 是 两 个 相 邻 的 数 ,而 它们 在 n= +1 的 排列 
中 不 相 邻 , 则 在 = = 有 + 1 时 的 排列 中 ,号 与 之 问 恰好 有 一 个 肥 


第 38 章 豆 数 与 集合 
Chapter § Inieger and Concourse 


约 分 数 生 .因此 只 要 分 下 面 两 种 情况 讨论 : 心得 体会 折 广 疑问 
(1) 主 < 也 ,在 n = 直 + 1 时 相 邻 ,日 在 n = 下 时 也 相 邻 .此 
村 由 归纳 假设 ,显然 有 ie - ad = 1. 
和 £ _ 8 4 主 
与 号 在 n 一 下 时 相 邻 ,下面 证 明 4 二 bp— wu =1,8B = co— pd 三 


1. 易 知 4 和 如 都 是 正 整数 .假设 maxi4,8| > 1, 则 有 
b+rd< Bbr+Ad= beqg— bdp+ bdp- odg = qk+l 


a ,ec 

另 一 方面 ,由 2 < 
如 杠 十 也 

得 bp “b+d™d 


这 表明 呈 … 了 已 出 现在 = = 二 时 的 排列 中 ,从 而 与 庆生 在 n = 
下 时 相 邻 矛盾 .这 也 就 是 说 ,4 = 1 且 B = 1. 


+) 


站 i 


8.41 ”任何 一 组 m 个 非 负 数 的 积 的 m 次 方 根 是 这 m 个 非 负 
数 的 几何 平均 数 ， 

(1) 对 于 哪些 正 整数 n, 有 5 个 不 同 正 整数 的 有 限 集 合 
5, ,使 得 5, 的 任何 子 集 的 几何 平均 数 都 是 整数 ? 


(2) 有 没有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 5, 能 使 5 的 任何 有 限 
子 集 的 几何 平均 数 都 是 整数 ? 
【英国 教学 奥林匹克 ,1984 年 ) 


解 (1)m 个 非 负 数 的 积 的 m 次 方 根基 整数 的 一 个 充分 条 件 
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是 : 心得 体会 拓 广 疑问 
已 知 的 m 个 数 都 是 非 负 整数 的 车 ,并 且 乱 指数 是 m 的 正 整 数 
倍数 ， 
由 于 个 不 同 正 整数 的 集合 5, 的 任意 非 空 子 集 可 以 会 有 1 
个 ,或 2 个 …, 或 m 个 元 素 ,只 要 这 些 元 素 是 正 整数 的 宕 ,并 且 香 
指数 是 1,2,3,… ,n 的 正 整数 倍 , 例 如 每 指数 是 1 ,这 时 任何 非 空 
子 集 的 几何 平均 数 就 是 整数 . 
因此 ,对 于 每 一 个 正 整 数 n ,都 有 nm 个 不 同 正 整数 为 元 素 的 有 
限 集 合 8 满足 要 求 ,因为 总 有 = 个 不 同 的 正 整 数 的 a4 次 者 可 以 作 
为 5, 的 元 素 . 
(2) 这 样 的 无 限 集合 5 不 存在 . 
我 们 用 反 证 法 . 
设 有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 5, 它 的 任何 有 限 子 集 的 几何 平 
均 数 都 是 整数 . 
我 们 从 这 些 数 所 含 案 因数 的 突 指 数 来 寻找 逆 盾 . 
若 数 a 的 标准 分 解 式 为 
= 
其 中 ,pi 为 素数 ,上 为 正 整数 下 = 1,2,…,t. 
并 对 素数 pi 的 指数 点 记 作 
etpira) = k: 
显然 ,于 |‖a, 即 严 | ea, 且 天 二， 
设 a,5 是 8 中 的 两 个 不 两 的 元 素 . 
因为 a zz 5, 所 以 至 少 有 一 个 素数 p ,使 得 
elp,9) 天 elp,b) 
依 假 设 ,对 任意 正 整 孝 m,S 有 im 泡子 集 | a ,ni na nmi| 
和 18,ni1;n2，… nm-1| ;此 时 素数 p 在 子 集 里 各 数 中 的 指数 之 和 
应 该 是 m 的 倍数 , 即 
el(psa) + elpsm) + + elps m1) 
和 etpsb) + elpsn) + + elp, nm-1) 
也 应 该 是 m 的 倍数 ,从 而 它们 的 差 即 
elp,9) 一 el(p,b) 
也 是 m 的 倍数 . 
由 于 m 是 任意 的 ,所 以 只 有 0 才 是 任意 正 整 数 的 倍数 , 即 
etp,a) 一 el(p,b) = 说 
elp,2) = etp,b) 
这 与 e(p,a) 关 etp,4) 相 秘 盾 . 
所 以 这 样 的 无 限 集合 $ 不 存在 . 


第 8 章 ” 蓝 数 与 集合 
Chapter 8 JInteger and Concouwrse 


心得 体会 拓 广 疑问 


8.42 是否 存 在 正 整数 = >>2, 可 以 把 六 划分 为 n 个 互 不 相交 
的 子 集 ,使 得 从 其 中 任意 n - 1 个子 集中 各 任 取 一 个 数 ,所 得 


n -1 个 数 之 和 数 必 属于 另 一 个 子 集 ? 
(评委 会 , 自 司 罗 斯 ,1995 年 ) 


解 ”不 存在 符合 要 求 的 =, 显然 n = 2 不 合 要 求 . 设 n > 3， 
并 假设 存在 的 一 种 划分 
N=AUAU…UA, 


符合 题 中 的 要 求 . 

先 证 明 , 如 果 a,8,c 蕊 遍 ,a 48, 则 a+c 与 5+c 必 同属 14,| 
中 的 某 一 个 集合 . 

否则 , 设 a+e 与 5+e 分 属 两 个 不 同 的 集合 .不 妨 设 )= 1. 分 
两 种 情况 讨论 ， 

(Da teE hd+ ce 1 不妨 设 b+c€ 4d, 任 取 a € 4;， 
i = 3,4,…,n; 则 有 


B+aat+at+ + dE A2 
G+ 0+ d+ + 0, EE A 
从 而 导出 矛盾 
d= (atc)+(h+iat at + adn)+ 
Tat mst+" + aE A 
d={ata+a+ + oa)+ 
{b+e)+a+a+ + oA 
同 理 , 不 可 能 有 ate 人 FFA,b+teEA. 
(2)e + ee Ab+e 4 不 入 设 a + cE A,b+cE hd. 
性 到 a; E Ai,i = 4,5,…,n, 则 有 
d= a+t+thtce)+ot+at+ + EE 4 
d=E+(a+c)+at+at "+ ot€ ds 
因 42 门 4， = 旋 , 也 不 可 能 ， 
再 证 明 , 在 14;i 中 有 某 个 集合 4 ,A = 12,4,…,2n,…}. 
任 联 x 世相 ,= 12 念 y = + 加 ++ 各; 并 设 
y 扣 二. 记 外 = 了 -后 宇 = 1,2,…,n, 则 有 yA;. 如 果 yy = x;， 
则 有 2xi =y E 4 如 果 人 入 关 关 则 由 第 一 部 分 所 证 ,2w = si + %i 
与 y = y+ x 同属 某 一 集合 , 因 yy E€ 由, 所 以 2xi EE ,i = 1， 
2,""",n, 另 取 x'1 三 1, 令 他 三 好 1 十 %2 二 元 3 十 ”十 2 并 设 Y 起 
水 ,重复 上 述 证 明 , 有 2x' 2xi 生机 = 2,3,…,n, 于 是 有 上 =j， 
即 有 2x 6E 4. 同 理 , 任 取 x'i 扎 入 ,都 有 2x'; E€ 而， = 23， 
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nm, 这 就 证 明了 罗 包含 NN 中 的 全 部 侦 数 ,下 面 不 妨 设 7 = 1. 于 是 ， 
4 43 中 的 元 素 都 是 奇数 , 任 取 zx 二 4 并 设 他 | 全 A = 
34,…,n. 如 果 n 是 偶数 , 则 侦 数 2 +4 ay + yt + 4 七 A, 不 
可 能 ,因此 ,rn 是 奇数 ,此 时 x+ a3+ 94+……+ or 全 Ay, 邦 是 亲 数 ， 
从 而 x 是 偶数 .于 是 有 ,Al = 12,4,… ,2n,…}. 

最 后 , 设 4 = 12,4,…,2m,… 上 |, 任 取 m 所 N, 并 取 定 &. 所 
disi = 2,3,4,… ,nt. 不 妨 设 5; > 可 ,而 b3 - 总 为 偶数 ,于 是 有 
d= 2m+ b+ b+ bs+ + bh, EE A 
d= (2m+ bb)+ btht + bE A 

于 是 有 4d € 4 门 4;, 这 与 4y 人 门 4 = 名 牙 盾 .证 毕 . 


8.43 设 41,4;,…, 和 二 两 两 不 交 , 且 ALU A2U… U4.= NN， 
证 明 : 其 中 必 有 某 个 子 集 4 具有 性 质 忆 :存在 正 整 数 m ,使 对 
任意 整数 天 2, 总 能 在 机 中 找 出 天 个 数 ma， 下 ,满足 


Oa osmlejijek-1). 


(评委 会 ,捷克 ,1990 年 ) 


证 明 ” 设 集 合 N 有 下面 的 + - 分 划 
N=AU 40.… U4 

固定 ,对 7 < + 用 归纳 法 ， 

首先 , 如 果 41 不 具有 性 质 已, 则 对 任意 的 p E N", 存在 
kp) EN* ,使 对 任意 的 tay,azy ap dya < oc < 
ap 必 有 基 个 了 GE 11,2,…, Ep) -1 ,qi ~ a; > p; 并 且 整 数 
集 开 区 间 ( gj, 1) = mt+leo+2 ;Giz1 -2,9r1 -1| 满足 
(apy grt) 门 41 = 他 .于 是 ,4 的 余 集 NN -A1 = 4U AU 
4 具有 下 面 的 性 质 员 : 该 集合 含有 任意 长 的 连续 自然 数 的 序列 . 

作 归 纳 假 设 : 如 果 i - 1 个 集合 41,4z,…,Ai_1 中 没有 一 个 集 
合 具 有 性 质 P, 划 集合 机 U 看: … U 4 具有 性 质 民 . 

下 面 证 明 ,如 果 ! 个 集合 4 42,… ,A 中 没有 一 个 集合 具有 性 
质 P, 则 集合 4 U LU … U 和 具有 性 质 RR, 因 为 酉 不具 性 质 
P, 所 以 对 任意 的 p E N* ,存在 kp) E N" ,使 对 任意 的 | al， 
Gz | 入 机 ,a < 0 < < Gttp;: 必 有 某 个 jE 1 
2 PY -1 > pC; Gy1) 门 轴 = 儿 . 另 一 方面 ， 
由 归纳 假设 ,4 U 4 U … U 具有 性 质 尺 , 因此 ,A U 
4 U … U4 包含 长 度 为 pk(p) 的 连续 自然 数 的 序列 , 设 为 

M= Im+lm+2,.,m+ pk(p)} 


心得 体会 拓 广 坚 问 


第 8 章 整数 与 集合 


Chapter 8 lnieger and Concourse 


对 j= 1,2,…,k(p), 记 

M= lm+ (i Dp+rtlm+ (i 1)p+2,. ,m+ 
下 面 分 商 种 情况 讨论 . 

(DM 中 至 多 有 kp) - 1 个 数 属于 入 .此 时 必 存 在 EE 11， 
2 ECp)!, MS 门 由 = 并 , 即 有 MM 全 i U Airz Ue UU A.. 
这 表明 集合 4 U 入 ,2 U … U 4 含有 长 度 为 p 的 连续 自然 数 的 
序 判 ， 

(2) 中 至 少 有 k(p) 个 数 属于 出 . 此 时 由 前面 已 知 , 对 任意 
ta oa aup| 让 ,al < oa< < Gi(p); 必 有 某 个 jE 中， 
2 Fp) -lg a > pH 人 站 = 儿 , 即 

{oa CA dU UA 

这 表明 ,4 U ds U … U 4 含有 长 度 为 p 的 连续 自然 数 的 序 
列 . ， 
因为 p 是 任意 的 ,所 以 页 U 4 U … U 4 售 有 任意 长 的 
连续 自然 数 的 序列 , 即 有 性 质 员 . 于 是 ,如 果 4 ,4;,…, 志 中 的 每 
一 个 集合 都 不 具有 性 质 P, 则 4 U 41,2 U… U 4, 具 有 性 质 R， 
特别 地 ,如果 4 42，… All 中 的 每 一 个 集合 都 不 具有 性 质 P, 则 
集合 4 具有 性 质 员 ,从 而 4 具有 性 质 P. 证 毕 . 


8. 和 4 ” 找 出 具有 下 列 性 质 的 一 切 正 辖 数 n: 
使 集合 jn,m+lin+a2n+3,z+4m+5l 可 以 分 成 两 


个 不 相交 的 非 空 子 集合 ,并 且 一 个 子 集中 所 有 元 素 的 积 与 另 
一 个 子 集 中 所 有 元 素 的 积 相等 ， 
【第 这 届 国 际 教学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


解法 1 假 没 存在 自然 数 ”满足 题 设 的 性 质 , 即 集合 lm,a + 
1,n+2,n+3,a+4:pn+5l 能够 分 成 两 个 非 空 的 不 相交 的 子 集 ， 
其 中 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 等 于 另 一 个 子 集中 的 所 有 元 素 之 
积 . 

对 nr+lin+2n+3n+4. n+5 进 行 素 因 数 分 解 , 若 题 
设 的 要 求 能 实现 , 则 每 一 个 素 因 数 至 少 在 上 述 六 个 元 素 中 的 两 个 
元 素 中 出 现 , 即 必然 存在 素数 p, 能 整除 

nn lnt2n+3,n + ,n+5 
这 六 个 连续 自然 数 中 的 至 少 两 个 数 ,因此 ,这 样 的 素数 p 只 能 是 
2,3 或 5. 

车 有 之 因子 5, 则 只 能 在 n 和 nn + 5 中 出 现 ,因此 , 数 n+ 1， 
n+2,n+3,n ++4 仅 有 素 因 子 2 和 3. 

由 于 在 四 个 连续 数 中 恰好 只 有 两 个 是 奇数 ,这 两 个 奇数 决 不 


心得 体会 抠 广 疑问 


于 人 
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可 能 有 因子 2, 即 只 可 能 是 窒 因 子 3, 所 以 这 两 个 奇数 必须 是 3 的 心得 体会 拓 广 疑问 
整数 次 策 , 又 因为 这 两 个 奇数 是 相 锅 冶 数 , 则 有 
3* = 2( 或 -2) 
其 中 ,大 > 1,m > 1. 
然而 ,这 个 等 式 不 可 能 成 立 . 
因此 ,满足 题 设 条 件 的 正 整 数 n 不 存在 . 


解法 2 首先 证 明 ; 把 已 知 集 合 分 成 车 积 相 等 的 两 个 子 集 ， 
不 可 能 为 一 个 子 集会 1 个 数 , 另 一 个 子 集 含 5 个 数 . 这 是 因为 最 大 
的 数 是 xn + 5, 而 下面 的 不 等 式 显 然 成 立 , 即 
n+5<4tn+3) < {n+3)(n+4) 
因此 ,这 六 个 数 不 能 按 1,5 分 成 两 个 子 集 ， 
下 面 再 证 明 ; 这 六 个 数 也 不 能 按 2,4 分 成 两 个 子 集 . 这 是 因为 : 
n= 1 时 ,1 :2.3.4.5.6= 并 . 学 ,5 不 是 完全 平方 数 , 因 
而 集合 |1,2,3,4,5,6| 不 可 能 分 成 两 个 各 元 素 乘积 相等 的 子 集 ; 
ni 2 人 时 ,由 n(n + (n+2)(n +3) 200+2) :n+ > 
(n+ 4)(n+5) 可 知 ,也 不 能 把 已 知 集合 按 2,4 分 开 . 
因此 ,要 使 结论 成 立 ,两 个 子 集 只 能 都 是 三 个 数 ,我 们 把 两 个 
子 集 写成 
{ntrisn+t+kn+Sl, nr intjnt+ sl 
且 每 个 子 集中 的 三 个 数 都 按 从 小 到 大 排列 ,显然 有 1 万 上 点 4. 对 
分 情况 讨论 . 
(车 上 k= 1, 则 i = 0. 
这 两 个 集合 为 npn + ln+ 引 和 [rn +22,n +3,7r+ 中 ,然而 
n(n+l)(n+5) < n+ltn+3)(n+4) < 
(n+2)(n + 3)(n +4) 
显然 不 合 题 意 . 
{2) 若 天 = 2, 则 i = 0 或 1, 此 时 有 
n(n +2)(n +5) < (n+ 1)(n + 3)(n+4) 
(n+l)(n+2)(n +5) > n(n+ (n+ 
显然 也 不 合 题 意 . 
(3) 若 上 = 3 或 = 4. 除 去 明显 不 相等 的 情形 之 外 ,只 有 两 种 
可 能 
nn + 3)(n +5) = (n+1)(n +2)(n +4) 
ntn+d)(n+5) = (n+tl)(n +2)(n +3) 
由 此 得 到 的 两 个 关于 nm 的 二 次 方程 
m+in-B=0n+3r-2=0 
均 无 正 整数 解 . 
办 此 ,不 存在 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 n. 


第 3 章 整数 与 集合 
Chapter 8 Integer and Concourse 


心得 体会 拓 广 疑问 


8.45 试 确定 具有 下 列 性 质 的 所 有 正 整 数 *: 
从 集合 jnna+la+2m+3n+4n+Sl 中 可 以 分 出 


两 个 不 相交 的 非 空子 集 ,使 得 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 等 于 
另 一 个 子 集 所 有 元 素 之 积 . 


解 ”假定 存在 自然 数 n 满足 所 指出 的 性 质 , 即 ; 

”集合 fn,n+1,n+2,n+3,n+4,nx +5) 能 够 分 成 两 个 非 空 
的 不 相交 的 于 集 , 其 中 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 等 于 另 一 个 子 集 
的 所 有 元 素 之 积 , 

则 必然 存在 质数 p ,能 整除 

n+ lnt+2,n +3,n+4, 及 ++55 

这 六 个 连续 自然 数 中 的 至 少 两 个 数 , 因此 , 这样 的 质数 p 只 能 是 
2,3 或 5. 

但 是 , 数 m+ln+2,r+3,n4+4 忆 有 质 因 子 2 和 3, 而 在 这 
四 个 连续 数 中 恰好 只 有 两 个 是 奇数 ,这 两 个 奇数 决 不 可 能 有 质 因 
子 2, 只 可 能 有 质 因 子 3, 所 以 这 两 个 亲 数 必须 是 3 的 整数 次 宕 , 然 
而 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 差 

33" ,kk>1lm>1 


绝 不 可 能 等 于 2. 
以 上 耶 盾 ,说 明 满足 题 设 条 件 的 正 整数 n 不 存在 . 


8.46 4 为 整数 组 成 的 无 限 集 , 每 一 元 素 a E 4 是 至 多 1 987 
个 素数 的 乘积 ( 重 数 计算 在 内 }. 证 明 : 必 存 在 一 个 无 限 集 


日 C 喧 4 及 一 个 正 整数 b, 使 中 中 任意 两 个 数 的 最 大 公约 数 为 
4 


(第 28 居 国 际 教学 奥林匹克 懂 选 枉 ,1987 年 ) 


证 明 (1) 若 每 个 素数 都 只 有 集合 4 中 有 限 多 个 元 素 的 约 
数 ,那么 可 取 一 个 4 的 子 集 上 8, 使 8B 是 无 限 集 , 且 8 中 每 两 个 数 都 
互 束 ( 即 = 1). 

具体 构造 8 的 方法 如 下 : 

先 取 元 察 a1, 再 取 与 el 总 索 的 数 ea, 再 取 与 el, az 互 素 的 数 
a3: 由 于 4 中 每 一 元 素 都 至 多 有 1 987 个 素 约 数 , 且 每 个 素数 都 只 
是 集合 4 中 有 限 多 个 元 素 的 约 数 ,所 以 这 样 的 取 法 是 可 以 做 到 
的 . 

一 般 地 , 当 取 定 1 之 后 ,再 取 Ln 与 这 —1 个 数 
互 察 . 
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这 样 得 到 的 B 二 | ea Gn_1s Gn | 及 再 三 1 符合 题目 心得 体会 托 广 疑问 
的 要 求 . 
(2) 若 存 在 率 数 Pi 为 4 中 无 限 多 个 元 素 的 约 数 ,考虑 集合 


4 = 他 lia,a 4} 
则 4; 是 无 限 集 . 

这 时 有 两 种 可 能 : 

或 者 存在 无 限 集 Bl 所 4i ,Bi 中 每 两 个 数 都 互 察 ,从 而 取 和 集 
合 吾 ,使 召 中 的 元 素 由 中 中 的 每 个 元 素 的 pl 傍 组 成 , 则 B 及 4 = 
pi 符合 题目 要 求 . 


或 者 存在 无 限 集 


a 
= -2 ， ， 4| 
a2 5 pipz | eye 反 


如 此 继续 下 去 .由 于 4 中 每 个 元 束 至 多 有 1 987 个 素 约 数 ,所 
以 最 终 将 得 到 符合 要 求 的 无 限 集 B 及 数 5， 


8.47 设 5= 112,…,2005|, 若 $ 中 任意 = 个 两 两 互 质 的 数 


组 成 的 集合 中 都 至 少 有 一 个 质数 , 试 求 n 的 最 小 值 . 


解 ”首先 ,我 们 有 n > 16. 事 实 上 ,到 集合 
Ao = 11,2,P ,1 4 
其 元 京 , 除 1 以 外 , 均 为 不 超过 和 3 的 之 数 的 平方 , 则 4 所 8， 
1 4o 1= 15,Ao 中 任意 两 数 互 质 ,但 其 中 无 质数 ,这 表明 mn > 16. 

其 次 ,我 们 证 明 ; 对 任意 4 和 守 S,n =141= 16,4 中 任 两 数 互 
质 , 则 4 中 必 存 在 一 个 质数 . 

利用 反 证 法 ,假设 4 中 无 质数 . 记 4 = 1a1;62,…;ai6| ;分 两 
种 情况 讨论 . 

{1} 车 1 全 十 , 则 ely 02;… ,416 均 为 合 数 , 又 因为 (ai, i) 二 
1(1 和 ei<j 志 16), 所 以 a 与 & 的 质 因数 均 不 相同 , 设 a; 的 最 小 
质 因数 为 pj ,不 芒 设 pl < pz < … < pw; 则 

a pf ,0 pi ,ts 2 pl F477 > 2 005 
矛盾 ， 

(2) 若 了 经 4 , 则 不 妨 设 如 一 1,ei ,ai 均 为 台数 , 同 (1) 所 
设 , 同 理 有 ar > pi 2 0 P23 p> 
2 005 ,了 矛盾. 

由 (1)、(2) 知 , 反 设 不 成 立 , 从 而 4 中 必 有 质数 , 即 mn = 
14 1= 16 时 结论 成 立 . 

综 上 ,所 求 的 rn 最 小 值 为 16. 


第 8 章 整 孝 与 岳 合 


Ehapter 8 Liteyer and Concourse 47 


8.48 设 EE=11,2,3,…,2001 ,6 = |at; e243 G0 之 
EE, 且 6 具有 下 列 两 条 性 质 : 
(1) 对 任何 1 < i < j < 100, 恒 有 
Gi+ a x 201 


[i 
(2) 2 a, = 10 080. 
jim] 


证 明 : GE 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 信 数 , 且 5 中 所 有 数字 的 
平方 和 为 一 个 定数 ， 


《中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 


证 法 1 由 条 件 (1) ,e+ 凸 闪 201, 所 以 在 6 中 选 了 一 个 奇数 
t, 则 EE 中 的 相应 的 偶数 加 1 - :就 必然 不 在 G 肉 . 

由 于 吾 中 100 个 偶数 之 和 

2+4+…+200 = +20) 100 . 10 100 > 10 080 


则 & 中 不 可 能 全 为 偶数. 

设 CE 中 有 天 个 奇数 ,每 个 奇数 设 为 2m - 1(01 = 1,2,…,k， 
Ri EN). 

从 而 必须 从 EE 中 的 100 个 偶数 中 除 掉 个 ,每 个 偶数 设 为 
2mifi = 1,2,…… ,mi 扎 N), 且 满足 

2n; -1 +2m = 201 
即 mi + n: = 101 
于 是 有 10 100 - (2m + 2ma + … + 2m) + 
{{2n1 -1 +f2n -+…+f2m 1) = 10 080 

2 = 2(m-m+m-mt 人 += 

2CCm + RI) 一 20 + Cmz + m2) — 2n2 + + (m+ ne) — 

28)》 + k= 2(101k -2n -2n2 Zn) + 上 


基 203k = 20+4(n1+ 2+" +n) 
因为 (203,4) = 1 
所 以 必 有 村 上 天 


即 & 中 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 .又 
3 $3 C201 -gs Sp 


i 
[ud 2 10m 
2 07 = Dt- 100:207 +402240 = 
[| tml 
-100: 201 + 402 :10 080 


im] 
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所 以 > 吧 是 一 个 党 数 . 


证 法 2 把 吾 分 成 
11,2001 ,12,1991 ,… ,1100,1011 
共 100 个 子 集 . 
显然 ,集合 6 中 的 元 窒 是 从 这 100 个 子 集 中 各 取 一 个 元 素 . 
及 可 把 这 100 个 子 集 分 成 两 类 : 
一 类 是 


{1,200} ,14,197} ,15,196} , {8, 193} ,--- 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 ,一 个 为 4 型 ,一 个 为 4 + 1 型. 
男 一 类 是 
12,199} ,13,198| ,16,195} , {7,194} ,* 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 , 一 个 为 46 +2 型 ,一 个 为 4 +3 
型 ， 
设 集合 GC 中 的 100 个 元 素 中 4 + 1 型 的 有 zx 个 ,4# +3 型 的 
有 Y 个 , 则 44 型 的 有 50 -x 个 ,4k +2 型 的 有 5 和 和- 个- 
这 时 ,x + y 即 为 8 中 奇数 的 个 数 .因为 
So z= (4k + Tx + AECSO — x) + (dk + 3)y+ 
(4k + 2)(50 - 7) 亚 和 +37 一 27 元 
x+7= 1008 = 0(mod 4) 
所 以 41lx+7 
即 G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 ， 
下 面 证 明 6 中 所 有 数 的 平方 和 是 一 个 常数 . 设 
G1 = falyez，……alo| 
G2 三 Bi, ba , Bim} 
为 满足 条 件 的 两 个 不 同 的 集合 , 则 有 
So 三 DR = 10 080 
i=t it 
不 妨 设 &] ,G2 中 不 同 的 元 素 共 有 下 个 ， 记 为 a + Oi :0 
局 ,中 
oi Ga 呈 a 
Li > Bb > "> 下， 
显然 有 
4 十 be 二 a 中 六 三 "** 二 Gi + 如 = 201 


于 是 


心得 体会 拓 广 妖 癌 


第 8 覃 ” 特 数 与 集 癌 


Chapter § Integer and Concoure 


DE DE 2 ~ 的) = Das + bi)(a, ~) 三 
上 [9 

a0 9, - b,) = 201( Dy mi - 3185)=0 
j=1 jal 


所 以 > = > 
即 6 中 所 有 数 的 平方 和 为 一 常 雪 . 


8.49 求 出 所 有 的 正 实数 e ,使 得 存在 正 整 数 a 及 na 个 互 不 相 
交 的 无 限 集合 4 ,42， 4。 满足 4 4 凯 … UU A， = 艺 , 而 


且 对 于 每 个 4; 中 的 任意 两 数 5 > c, 都 有 有 -ec ai. 


解 车 0< a < 2,n 充分 大 时 ,2""' > fr, 令 
= |2i-lm | im 为 奇数 | = 1,2,…,n -~ 1,A。= 12"! 的 倍数 | 
则 该 分 拆 满足 要 求 ， 
若 as2, 设 4i，42…… 册 满足 要 求 , 令 时 = 11,2,…,2"} ,下 
证 1 机 站 村 1 2"i, 设 
肛门 种 = 和 
则 2 > 和 ar -x1 = 
{gm — xm 人 + Rm Xm) + 
Cm — 1)2: 
所 以 m1<2i 即 m<27i+tl 故 m2"7Ti 4MN NM,i= 1, 
2,,n 为 于 的 一 个 分 拆 , 故 


2" =|MHI1= > 1ANMIs D2 =2"-1 
矛盾 . 
因此 ,所 求 的 a 为 所 有 小 于 2 的 正 实数 . 
8.50 n> 3 是 一 个 整数 ,从 集合 12,3,…,n} 中 取 三 个 数 , 用 
括号 .加 号 和 有 慰 号 把 它们 连接 起 来 ,考虑 所 有 可 能 的 组 合 . 
(1) 证 明 :如 果 我 们 选 出 的 三 个 数 都 大 于 号 , 则 三 个 数 所 
有 可 能 的 组 合 所 得 的 数 都 不 相同 . 


(2) 设 p 是 一 个 素数 ,p < Vn, 证 明 ; 选 三 个 数 ,最 小 的 数 

是 ,并 且 这 三 个 数 的 所 有 可 能 的 组 合 得 到 的 数 不 是 全 不 相 
等 的 选取 方法 数 恰 好 等 于 P - 1 的 正 因 子 数 ， 

《亚洲 太平 洋 地 区 数学 竞赛 ,1992 年 ) 


证 明 {1) 设 a,b,e 是 从 12,3,… ,nj} 中 选 出 的 三 个 数 , 且 
2<sae<<esn 则 所 有 可 能 的 组 合 是 
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oatBb trebat ce), cta + b),abc 
由 于 (cbg+ec)-(aea+t+cl=(e-itp-li -1l>0 
(ge + hb)-(ab+tre)= (ao- l(c-b)>0 
(eta)-(lac+tb)= (ec-D(b-a)>0 
beiat ce)}- atb+e)= (hb- ac>0 
ctat+b)- blat+e)= (ec- ba>0 
abc -cta+ ba ctlta- lb-1)-1)>0 
所 以 atb+ccw+ic<cm+be<tiu 
alb+e) < blate) < cela+b) < abc 
又 因为 atb+re)- {tat+d) = bla-c)>»>0 
beta+c)- {hc+ra)}= a6b-1)>0 
所 以 及 有 atB+te) > actbblotc)> +ta 
因此 ,如 果 在 所 有 的 组 合 中 有 可 能 相等 的 数 , 只 有 bc + & 与 
alb + c) 有 相等 的 可 能 .于 是 
n=p<b<ere 
对 于 p - 1 的 每 个 正 因 于 > -- 1, 都 有 一 个 整数 上 和 整数 
c=pep en 
使 得 组 合 中 有 两 个 数 相 等 ， 
所 以 ,这 三 个 数 中 的 所 有 组 合 中 有 两 个 数 相等 的 选取 方法 数 
恰好 等 于 p - 1 的 正 因子 个 数 . 


8.51 ”给 定 正 整 数 m,a,8,(a,b5) = 1.4 是 正 整 数 集 的 非 空 


子 集 , 使 得 对 任意 的 正 整 数 n 都 有 on 4 或 如 E 4. 对 所 有 
满足 上 述 性 质 的 集合 4 , 求 14 门 人,2，……mm| 1 的 最 小 值 . 


解 (1) 当 a = 8 = 1 时 ,A 站 |1,2,,m} = {1,2,.",m|, 
故 140m11,2, ,ml 1= m. 
(2) 设 a ,6 不 全 为 1, 不 妨 设 a > 5. 令 
41 = E11 车 af 1 ,ai*t 趟 , 则 工 是 奇数 } 
现 验证 4 满足 问题 中 的 要 求 . 
任 取 正 整数 n, 设 n = ain,a 不 整除 四, 当 217 时 , 则 有 
an = attlnl El 
若 2 汪 ,由 于 (a,5) = 1, 故 有 
bn = qbn€ di 


此 外 ,由 于 不 超过 m, 且 被 a: 整除 的 数 共有 [ 号 |] 个 , 故 由 容 斥 
原理 易 知 


第 8 建 ” 整 数 与 集合 


Chapter 8 mieger and Concourse 


1 4 站 和 ,2 |= > De 本 ] 


现在 我 们 证 明 , 当 a > 5 时 ,对 任意 具有 问题 中 性 质 的 4 ,总 
有 


1 AN 11,2,…,m| 1z > Dee 号] 
为 了 证 明 ,考虑 二 元 子 集 ， 
5 = ok, 玻 | ,其 中 < 到, 且 上 中 所 售 a 的 蚕 次 为 个 数 ( 即 
车 a 141, 但 ai*t! 小 上 上, 则 1 为 偶数 ). 
由 于 (a,58) = 1, 故 易 知 5 x Sw (其 中 v 具有 与 天 相同 的 性 


属于 4. 若 设 上 述 二 元 子 集 5 共有 5 个 , 则 


1 和 门 旧 213= Se BE 


(最 后 一 步 仍 用 容 斥 原理 ). 
综合 上 述 结果 可 知 , 所 求 的 最 小 值 为 m( 当 a = 58 = 1 时 ), 得 


守 (- Di [号 ] ( 当 ,8 不 全 为 1 时 ,这 里 < = max(a, 8)). 


8.52 设 p 为 素数 ,天 是 什么 数 时 ,集合 11,2，……，2 可 以 分 拆 


为 个 元 素 之 和 相等 的 子 集 ? 
{第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


解 我们 证 明 :满足 条 件 的 大 的 集合 为 
< 人 1P1AEtD 2p -1,k€N} 


由 于 在 集合 的 分 拆 时 , 至 多 有 一 个 子 斥 仅 含 一 个 元 素 , 而 另 
外 p - 1 个 子 集 至 少 合 两 个 元 束 , 则 
kx2(p-1)+1=2p-1 中 
又 由 于 集合 并 ,2,…,| 分 拆 为 p 个 元 束 之 和 相等 的 子 集 , 则 
pM = kh 1) 


其 中 ,村 为 每 个 子 集 的 元 素 之 和 ,于 是 


下 面 证 明 条 件 由 ,四 也 是 上 二 太 的 充分 条 件 . 

显然 ,在 上 EE 所 时 ,+2pE 太 . 

事实 上 ,只 要 在 对 应 于 & 的 分 拆 中 将 天 + +2p+1-i 这 
两 个 元 素 添 人 第 iti = 1,2,:"*,p) 个 子 集 中 就 可 以 ,此 时 
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b+2p)(k+2p+l = E+D ,和 村 +2+4p. - 心得 体会 拓 广 疑问 
2 ~ 2 2 


E+D |, (2k 4 1+2p)p 
| E+2p)(k+2p+1) 
P 2 


现在 设 满足 条 件 中 ,四 . 
如 果 P = 2, 那 么 由 加 可 知 
41K 或 41 上 4+1 
由 于 {1,2,3| = {1,2} U 13| 
{11,2,3,4} = 11,4} LU {2,3} 
所 以 3E VAEV, 
再 由 天 区 人 时 ,+2p EV 可知 
34+2°28E VW 4+2:21EV, 
从 而 EE 只 . 
如 果 p 是 奇 素数 ,由 中 ,四 可 知 
k=m-l 或 = mm 2) 
这 时 只 须 证 明 2p -1,2p,3p,3p -1€ 久 . 
对 于 上 = 2p - 1, 有 
{1,2,…,2p -1} = 
ll,2p -21U {2,2p -3 Umip-1,plU i2p-1! 
对 于 上 = 2p, 有 
{1,2,.,2p} = {1,2p} U 12,2p -1 风口 和 + 
所 以 2p -1E VV,2p 生态. 
对 于 上 = 3p = 3(2m +1) = 6m+3, 有 
(1,3m + 2,6m + 3 人 3 有 二 有 有 加 一 3 UU 
{3m + 1,6m + 23 U {3m +4,2,6m| U 
{3m +7,5,6m - 6 UU 6m + 1,3m — 1,6! 
对 于 k=3p-1=32m+1)-1= 6m+2 
有 {1,3m +2,6m|l U 14,3m + 5,6m-6U.: 
{3m — 2,6m - 1,6} U {3m + 1,6m + 2|U 
{3m + 4,2,6m - 3} U fm + 7,5,6m — 9} LU :…U 
I6m + 1,3m ~ 1,3| 
所 以 上 EE 太 时 ,可 将 集合 11.2,……, 天 | 分 拆 为 个 元 素 之 和 相 
等 的 子 集 ， 


第 8 章 ”整数 与 集合 
Chapter RC Integer and Conouree 
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8.53 设 c ¥ 1 是 给 定 的 正 有 理 数 .证 明 ; 自 然 数 集合 可 以 表 


示 为 两 个 不 交 的 子 集 4 与 8 之 并 ,使 得 4 中 任意 两 数 之 比 与 
B 中 尾 意 两 数 之 比 都 不 等 于 <. 


2,"…n-l 已 分 到 子 集 马 或 如 .考虑 ,如 果 存 在 各 所 11 2， 


nn ,使 = c, 则 将 n 分 到 不 舍 & 的 子 集 ,又 如 果 存 在 有 


上 ,2 一 1 ,使 放 = c, 则 将 分 到 不 含 总 的 子 集 , 注 意 ,因为 


生 < 站 > 1, 所 以 生 = 与 是 = 。 不 能 同时 满足 .如 果 对 任意 


中 
和 和 E112,…n -起 “ ec 攻关 e 则 令 E 4. 符 易 验证 ， 
如 此 得 到 的 划分 4 U 8 = N 满 足 是 中 条 件 . 


8. 绚 设 时 为 正 整 数 集 的 子 集 ,满足 
(1) 任意 大 于 1 的 正 整 数 n 都 可 表 为 mn = a + 其 中 上 ， 
beN. 


(2) 如 果 asb,c,dtE 条 都 大 于 10; 则 仅 当 立 二 rc 或 a 三 
时 ag + 名 = c+ 划 , 问 上 秆 存在 否 ? 
(评委 会 , 波 生 ,1983 年 ) 


解 ” 设 题 中 所 说 的 集合 时 存在 .用 ms 表示 集合 蜡 中 不 超过 
£ EN" 的 数 的 个 数 , 则 适合 10 < a < 上 的 & 所 时 的 个 数 为 mx - 
mo 而且 由 这 些 数 构成 的 不 宁 数 对 之 个 数 为 


Gas = (my mo) Cm - mo ~ 1) 
让 上 述 每 对 数 a > 8 与 它们 的 差 4 -$8 对 应 .注意 ,所 有 的 差 是 互 
不 相同 的 ,否则 设 a > 与 > d 具有 相同 的 差 s -8=c-d， 
即 a+ a = c+ 了 , 则 由 条 件 (2), 有 a = 85, 或 a = c, 前 者 与 a > 
5 相 牙 盾 , 后 者 与 a > 5 和 ec > GE 为 不 同 数 对 相 和 矛盾 ,因为 所 有 的 
差 都 小 于 ,因此 


上 > Cn, > Cm - mo- 1) 
但 是 mw 硅 0, 因 此 对 任意 k= 11,12,…, 都 有 
m < v2E+ mo+l < v2k+11 


其 次 由 条 件 (1) ,任意 n E 12,3,…,2#| 都 可 表 为 集合 M 中 某 两 数 
之 和 ,市 且 这 两 个 数 要 么 都 不 超过 卡 ,要么 恰 有 一 个 大 于 ak 但 小 
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于 2k. 因此 所 有 这 种 数 对 的 个 数 既 不 小 于 2k - 1, 也 不 大 于 


诗 m( ms — 1) +m(me— my) = 记 m(2mo -mm-1l)s 


py me (2m2r 一 ms) 


于 是 对 大 > 10, 有 
EC2mak — mnt) = dk -2 

由 于 me < VAE+tll=am <VaE+ll=speaa 
所 以 

dh ~2< ma mm) = (ae-(a-m))(e+(ar- m))-= 

oa- m) 4 + 4YE + 121 - k(2 -v2) 

即 有 kK(2 2) MVE -13e0 

因此 对 所 有 > 0, 二 次 三 项 式 (YE) = (2 -42) -4YE -123 
只 能 取 非 正 值 ,不 可 能 .这 表明 ,满足 题 中 条 件 的 集合 开 不 存在 . 


8.55 是否 存在 满足 下 述 条 件 的 整数 n > 1: 正 整数 集合 可 
以 被 划分 成 n 个 非 空子 集 ,使 得 从 任意 上 - 1 个 子 集中 ,各 任 
取 一 个 整数 .所 得 的 n - ! 个 略 数 之 和 ,应 属于 剩 下 的 那个 子 
集 . 


【第 36 局 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 


解 ”我 们 证 明 不 存在 题目 要 求 的 整数 n. 
显然 tt 闫 2. 想 设 n = 3. 设 正 整 数 aE€ A1,8E A1, 且 oz 上 . 
又 设 是 4i 中 的 任意 一 个 正 整 数 , 它 也 可 以 与 e 或 相同 . 
假设 a + ,+ c 属于 不 同 的 子 集 . 
设 正 整数 集合 分 成 个 非 空子 集 4 ， 42 4. 
(1)a + cc 与 b +c 一 个 局 于 41, 荔 一 个 不 属于 41 的 情形 . 
设 atrcE AE+eE A. 
在 子 集 4 中 选取 上 ji = 3,4,…,n, 旭 
b+ gat+ art + on Ay 
于 是 
(at+e)+t(btat +a)tra++atEA 中 
另 一 方面 e+ as + qq4+… + Gq, 马 4, 于 是 
(gtatat +a)+ (+o)+tram+r+m 人 EA 
中 与 加 蔬 盾 . 
{2)a + ce 与 b+ ¢ 都 不 属于 Al. 
设 ate€E A,B5+e Eh, 则 


b+t+{tatce)+tat + a, EA 


作 由 


a+thic)+at + a, A 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 8 天 整数 与 招 合 
Chapter 8 lnieger and Concoume 


鲜 与 外 矛盾. 必得 体会 拓 广 疑问 

这 表明 a + c 与 8 + 必定 属于 同一 子 集 . 

在 子 集 4; 中 选取 xi,i = 1,2,…,n. 

记 员 = 5 一 mS = +x2+ 十; 则 yi 所 hi 不 妨 假 定 
SE 41, 如 果 Xi = yi: 则 由 前 面 所 证 

Ki = 2 = SE A 

如 果 和 关 y; 则 由 前 面 所 证 2x; = xi + x 与 各 + 如 = 3 应 属 
于 同一 子 集 . 

由 于 已 假定 $ € 4,, 则 41 应 包括 全 部 偶数 ,而 42,43,…, 4， 
都 由 奇数 构成 . | 

如 果 a 是 偶数 , 则 由 2E A1,%i EE di,i= 3,"…'in 是 奇数 ,于 
是 2+ x3 + +x 扎 各 是 一 个 偶数, 出现 矛盾 . 

如 果 n 是 奇数 , 则 xi + 和 +… + 所 和 机 应 为 奇数 ,这 表明 xl 
必定 是 偶数 ,于 是 41 恰好 由 全 部 偶数 组 成 ,通过 变动 xi, 不 难 证 
明 从 某 一 点 开始 ,所 有 的 奇数 必定 都 属于 42, 同 时 又 都 属于 da， 
矛盾 . 

所 以 ,无 整数 n 满足 题目 所 要 求 的 条 件 ， 


个 组 , 它 含有 两 个 数 及 它们 的 差 ， 


证 明 ” 设 结论 不 真 , 且 集 合 $ 分 为 两 组 4 和 8, 其 中 1€ 4. 
如 果 2E 4, 则 1,2,2 - 1E 4, 不 可 能 .因此 ,2E 3. 如 果 4E 8B， 
网 2,4,4-2E 8, 不 可 能 .因此 ,4€ 4. 如 果 3E A, 则 1,4,3=4- 
1 E 4 ,不 可 能 .因此 ,36E B. 于 是 ,由 于 1,4€ 4, 所 以 5E B, 叉 因 
六 2,3 忆 BB, 所 以 5E€ 4. 矛盾 ,因此 结论 成 立 ， 


8.57 ” 试 求 具备 下 述 性 质 的 最 小 自然 数 n. 如 果 把 集合 
和 ,2,…,n| 任意 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 时 , 则 其 中 有 一 个 子 


集 含 有 3 个 不 同 的 数 ,它们 中 的 两 个 数 之 积 等 于 第 3 个 . 
{第 加 届 国 际 歼 学 自 林 苞 克 候选 二 ,1988 年 ) 


解 ”所 求 的 最 小 值 为 %. 
设 4 = {1,2,…,n|, 叉 设 分 成 的 两 个 不 相交 的 子 集 为 B， 
人 
我 们 首先 证 明 , 当 m = % 时 ,一 定 有 一 个 子 集中 含有 3 个 不 同 
的 数 ,它们 中 的 两 个 数 之 积 等 于 第 3 个 . 
假设 B 和 C 中 的 任 一 个 都 不 具备 这 种 性 质 , 即 不 含有 这 样 
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的 3 个 不 同 的 数 ,使 得 其 中 两 个 的 积 等 于 第 3 个 . 心得 体会 拓 广 疑问 

由 于 = %6, 则 96 的 约 数 集合 

11,2,3,4,6,8,12,16,24,32,48,96| 

的 元 素 决 不 能 都 在 同一 个 集合 中 ,不 然 , 就 存在 两 个 数 之 积 等 于 
第 3 个 . 

不 失 一 般 性 , 设 2 € 8,. 

对 3,4 进行 讨论 , 则 3,4 有 下 面 四 种 情况 ; 

i 3E€EB,4E€B,. 

| 3€BA4EC,. 

3€E G4€ B,. 

3Ee4EC，. 

对 | ,因为 2,3,4 总, 则 

GF BBE BI2¢B, 


即 6E CEE C2E CC, 
从 而 48 EB 又 2E 8B,, 则 
2.48EC, 
即 96 EC 
另 一 方面 ,8 € CG,,12 € 0,, 则 
8.12€ 也 
皂 BEB, 
于 是 %E CG, 又 %6E€ BB,, 引 出 矛盾 . 
所 以 i 不 可 能 . 
对 i ,因为 2,3EE 了 ,4E GG, 则 6 儿 B,, 即 6€ ,从 而 24 
E€ B.. 


因为 3E BMEB,NMMNSE Cc. 
由 于 2€ BB,2MEB, 则 12E C48E CC.. 
另 一 方面 ,6 € C0,,8€ CG,, 则 
6 加 8 三 咎 去 8B, 
具 咎 所 BB 又 咎 EE 5 引出 矛盾 .所 以 ji 不 可 能 . 
对 首 , 因 为 2,4 EE BB,3E 0,; 则 
8ECMEB, 
从 而 由 4 蕊 妃 ,ME BB, 得 6E€ CC. 
由 6E C8E CG 得 向 EB, 由 2€ B,,2E 8B 得 48€ CC. 
于 是 又 引出 矛盾 . 
对 ly ,因为 2E BB,,3,4E€ CC, 则 
12€EB,2M4EC, 
2EB,I2EB,N6E ee 
而 由 4 C6,6E€ CC 得 24E 吕 . 


第 8 娃 ”整数 与 集合 


Chapter 8 Integer and Concourse 7 
于是 引出 34 € CG, 又 24E€ B, 的 矛盾 . 心得 体会 拓 广 疑问 
所 以 jy 不 可 能 . 
由 以 上 ,n = 6 时, 一定 有 一 个 子 集中 存在 三 个 数 , 其 中 两 个 
数 之 积 等 于 第 3 个 . 
当 n < 外 时 ,可 以 构造 一 个 方法 ,使 得 任 一 子 集中 都 不 存在 
符合 条 件 的 三 个 数 . 


对 于 Ags = |1,2,3,…,95|, 取 
B, = ll,p, pr par,p'g, pq} 
C, = lp ,pe,p’, pe, pqsp gr pgrsp gs pq} 
其 中 ,p,qg,r 取 不 大 于 人 5 的 不 同宗 数 . 
例如 ,Bo = 11,2,3,4,5,7,9,11,13,17,19,23,25,29,31,37， 
41,43,47,48,49,53,59,60,61,67,71,72,73,79,80,83,84,89,90}. 
Cys = Aw/ Bos 


8.58 将 集合 X= {11,2,3,4,5,6,7,8,9} 任意 划分 的 两 个 子 
集 , 至 少 有 一 个 子 集 合 三 个 数 , 其 中 的 数 之 和 为 第 三 数 的 两 


和 悦 . 
【罗马 尼 亚 教 学 更 林 区 充 ,1978 年 ) 


证 明 ” 设 结 论 不 真 , 且 设 半 = 4 UB,5 所 4. 如 果 3E€ 4, 则 
国 J+5=2.3,3+5=2.4,3+7=2.5, 放 1€ B,4€ 8 县 
7E 也. 但 因 1+3 = 2.4, 所 以 1,4,7 至 少 有 一 个 不 属于 8, 弄 盾 . 
如 果 3E€ 8, 则 因 547 =2.5, 故 6 与 7 不 能 同时 属于 4. 分 两 种 
情形 讨论 .首先 设 7E 4,6 E B. 因 为 9+3 = 2.6, 所 以 9E€ 4， 
又 9+5=2.7, 所 以 9E B88, 让 盾 . 其 次 设 7E€ 8,6E 4, 因 为 4+ 
6= 2+5, 所 以 4€ B. 叉 因为 1 +7=2:4,2+4=2.3, 所 以 1 E44， 
2 所 4. 环 境 是 由 8+2=2.5=9+1 可 知 8E€ 8,9€ 8, 但 是 
9+7 =2.:8, 所 以 9 € 4 了 矛盾 .证 毕 ， 


8.59 正 整 数 是 4 的 倍数 , 设 五 = 11,2,3,"…,2n|,G = 
clayaa mo 之 上, 且 集 合 6 具有 下 列 两 条 性 质 ; 
(1) 对 任何 1 < i<janatox2n+tl, 


(2) 2 a = 44, 这 里 4 是 个 固定 的 正 整数 . 


求证 : 6 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 导数 , 旦 6 中 所 有 正 整 数 
的 平方 和 为 一 个 定数 . 


证 明 “将 集合 王 分 成 11,281 ,12,22 - 1} ,13,2n -2),.……， 
in,n+1! 闪 5 个 子 集 ,每 个 子 集 仅 两 个 正 整 数 , 且 和 为 2n + 由 
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于 题目 条 件 (1) ,集合 8 恰 是 从 上 述 n 个 子 集中 各 取 一 个 正 整数 组 
成 

将 上 述 个 两 元 子 集 分 成 两 类 ,第 一 类 是 11,2n1, 14,2n - 
31 ,15,2n — 41.18,2n — 71, ,1n-3,n+41,in,n+1i, 由 于 nn 
是 4 的 售 数 ,这 第 一 类 每 个 子 集中 有 一 个 正 整 数 是 4 的 倍数 , 另 一 
个 正 整 歼 除 以 4 余 1 第 二 类 是 12,25n -~ 1|,13,2n -2|,16,2n - 
下, 17,2n 一 6} |r 一 2,n 一 31,1n -1,n+21 ,这 第 二 类 每 个 子 
集中 有 一 个 正 整 数 除 以 4 余 2, 另 一 个 正 整数 是 除 以 4 余 3. 这 第 一 


关 恰 有 瑟 个 于 集 ,第 二 类 也 恰 有 了 号 个子 集 . 

集合 6 的 = 个 正 整 数 中 取 自 第 一 类 子 集 丛 有 号 个 , 取 自 第 二 
关子 集 的 也 有 所 个 . 设 集合 6 的 = 个 正 整数 中 , 除 以 4 余 1 的 有 x 
个 , 则 是 4 的 信 数 的 有 号 - x 个 . 除 以 4 余 3 的 有 y 个 ,那么 除 以 4 
余 2 的 就 有 号 - y 个 .x + 7 就 是 集合 G 中 奇数 的 个 数 . 


mt3y + — y) (mod 4) = x+ y(mod 4) 


由 于 2 = 44 = 0(mod 4) 


则 x + y 是 4 的 倍数 . 

又 设 C 三 ia 2 83 Go|, GO* 三 {bs bas Bass bn} 为 满 
是 题目 条 件 的 两 个 不 同 的 集合 ,那么 

Do = 44， 2 = 44 

不 妨 设 C 中 有 个 正 整 数 an, 42,…, on 与 6* 中 下 个 正 整数 
bir bs | ， 不 相同 {1 kn), 其 中 Qi 82 dk 
bt > b> > bx: 这 里 不 相 后 的 意思 是 讲 没有 一 个 astl 守 上 坚 
E) 与 bs bra, 下 中 某 一 个 相同 . [a 与 个 * 中 其 余 正 整数 两 两 对 
应 相等 ,显然 ,对 于 G, G6" 对 应 相等 的 正 整 数 的 平方 和 ,当然 是 疗 


一 个 数 , 因 此 ,我 们 只 须 考 虚 数 Gi D2 与 br ba, , ba 即 
可 .明显 地 


二 [3 
如 果 能 证 明 和 区 天 


则 & 中 所 有 正 整 数 的 平方 和 等 于 6” 中 所 有 正 整 数 的 平方 和 . 
由 于 G6 与 G6* 中 所 有 正 整 数 都 是 从 前 述 = 个 两 元 子 集中 各 取 
一 个 正 整 数组 成 ， 从 [a [a 中 删除 相同 的 正 整 数 后 ， Cis As 


心得 体会 拓 广 蜂 问 


第 8 章 ”整数 与 集合 
Chapier 8 Tnieger mnd Concoure 


ax 属于 个 两 元 子 集 恰 也 是 ,by,…, bs 所 属 的 6 个 两 元 子 集 、| 。 心得 体会 大 广 疾 问 
因此 ,ai sz 本 与 bbn:… ,bs 全 体 怡 是 这 下 个 两 元 子 集 中 
包含 的 全 部 2# 个 正 整数 .又 由 于 这 让 个 两 元 子 集 的 每 个 子 集 内 两 
个 正 整 数 的 和 为 定 值 2a + 1, 且 en < oan< < > 
bz > … > 如, 那么 , 必 有 
ont+ b= ont+ br= °°" = 0+ b=2n+1 

于 是 ,我 们 可 以 得 到 

n s 上 
Da?- 之 好 = 包 咏 - 2 说 = 2 态 ) = 


j=l 1=l 
让 
Di Can + ba){ag - ba) = 
j=l 
上 
(2n + D2 (oy 一 br) = 
[| 
点 点 
(2n+1)( Dan- 2 by)=0 
383.60 ” 设 正 整数 ,使 集合 


X= 
可 以 分 解 为 三 个 不 相交 的 子 集 4,B 和 的 并 集 , 且 这 三 个 集 


的 元 素 之 和 等 于 同一 个 值 . 


求证 :5 = 14mod 3) , 试 找 出 一 列 具 有 这 样 性 质 的 大 
【中 国 浙江 省 高 中 数学 夏令 营 ,1990 年 ) 


证 明 ”由 题 意 知 
3139 4 (3 4D) 
3| [+ D39 + E+] 


k(tk+l 
于 是 3| 共和 
从 而 31 E(kE+1) 
即 31 或 31k+1 
k 关 1{mod 3) 
取 丰 +I=6m, 即 有 = 6m -1(m 亿 NN) 就 可 得 到 符合 题 意 的 
一 列 数 . 


令 机 = 3+i34+1+1 3 +1+5 ,由 于 
(t+ ri = (H+ri+1) ++ri+4) = 
(3 + i+2) + {3 +i+3) 
所 以 内 要 把 A0, A6, 4a ,46n_6 每 个 集合 中 最 大 和 最 小 的 
元 素 作 为 4 的 元 素 ,第 二 大 和 第 二 小 的 元 素 作 为 B 的 元 素 , 余 下 
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的 作为 © 的 元 素 即 可 得 到 所 需 的 子 集 4 ,B,C. 


8.61 正 整 数 n > 1,4, = lx ENI(x,n) 11. 正 整 数 


称 为 有 趣 的 ,如 果 对 于 任何 x,y € 4., 有 xw+ YE 办, 求 所 有 
有 趣 的 大 于 1 的 正 整 数 n. 


解 ” ”是 一 个 质数 ,我 们 先 证 骨 对 于 所 有 n = 严 {s 和 N) 是 
有 趣 的 正 整 数 .对 于 这 样 的 mn ,如 果 有 + EN,(zrn) x 1, 球 么 ,p 
一 定 是 x 的 因子 ,因而 对 于 任何 *,y € dr,x,y 都 是 p 的 倍数 ,于 
是 * +y 也 是 p 的 倍数 ,从 而 (x + 7y; 严 ) 冯 1 即 x%+yE 4 所 以 
n = PF 是 有 趣 的 大 于 1 的 正 整 数 . 

如 果 正 整数 ”至少 有 两 个 不 同 的 质 因子 , 记 m = p'g, 这 里 p 
是 一 个 质数 ,s 是 一 个 正 整数 ,9 是 一 个 与 p 互 质 的 正 整 数 , 且 9 > 
1. 由 于 {(p ,pg)》 = p,(9,p'g) = 9 那么 p 区 49 所 4 如果 
(p+ gp9) = rrEN, 日 r > 1, 由 于 p+ 9 是 r 的 信 数 ,p,g 互 
质 , 则 大 于 1 的 正 整数 r 既 与 p 互 质 ,又 与 9 互 质 ,这 与 到 是 r 的 
倍数 闵 盾 ,因此 ,有 (p + 9g,p'y) = 1 那么 ,p + 9 不 在 4 内, 则 
n = pg 不 是 有 趣 的 正 整数 . 

所 以 ,所 求 的 全 部 有 起 的 大 于 1 的 正 整 数 n = pi ,这 里 p 是 任 
意 一 个 质数 ,s 是 任意 一 个 正 整 数 . 


8.62 求证 :存在 一 个 具有 下 述 性 质 的 正 整数 的 集合 4: 对 于 


任何 由 无 限 多 个 家 数组 成 的 集合 5. 存在 > 2 及 正 整数 


m 所 4 和 mn 针 4, 使 得 m 和 n 均 为 5 中 个 不 同 元 案 的 莱 积 . 


证 法 1 设 gg92，… qs;"… 是 全 部 素数 从 小 到 大 的 排列 , 即 
gq1 =292 = 3,97 3 3594 = 77.95 = ll,ge = 13,97 = 17，…， 

令 41 = 12x3,2x5,2x7,2x11,…|, 即 41 是 全 部 2x 9g 的 
集合 ,这 里 g 是 大 于 2 的 素数 ; 

A2 = 13xSx7,3xSx1lt…3x7x1l3x3?3x13…|, 即 
42 是 全 部 3 x g; x gj 的 集合 ,这 里 g: < 人 99 都 是 大 于 3 的 素 
数 ; 


简 清 地 写 ,对 于 任 一 个 正 整数 日 , 令 
A = < 2 中 


1 U_ 
人 
| 由 所 


这 里 9 三 1,2,°", gr) 全 部 是 素数 . 该 并 集 是 满足 gr < 
4，< … < g， 条 件 的 全 部 素数 的 并 集 . 再 令 


必得 体会 拓 广 疑问 
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4 = U4 外 
对 于 由 元 限 个 素数 组 成 的 集合 
Se= {pis pa pis""*} DD 


其 中 pi < py < < pp 33,p3 关 5 因素 数 
下 是 某 个 (i 三 1,2,.…,p1 + 2), 由 中 知 


Pipa pp = 的 的 和 和 4 CA @ 
人 
令 m = pip2…pp;: 则 mE 4. 由 于 
-= pp-Pp23 ©@ 
那么 
Pp+2 = Po 产 Pa < 和 二 
于 是 
Pap4' ‘Ppl+2 = gn » 4 | 全 
月 
令 
n = papa"Ppt2rk = PI @ 
本 题 得 证 . 


证 法 2 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 ”在 正 整 数 集会 的 所 有 有 限 子 集 上 , 可 以 涂 黑 色 或 白 
色 , 使 得 对 正 整 数 的 任意 一 个 无 限 集 ,总 有 两 个 天 元 子 集 ,> 2. 
一 个 子 集 是 结 色 ,一 个 子 集 是 白色 . 

引 束 的 证 骨 。” 对 于 正 整数 的 一 个 元 子 集 ,上 = 2, 如果 在 
mod 天 意义 下 ,该 下 元 子 集 属 于 同一 个 剩余 类 ,那么 将 该 子 集 涂 黑 
色 , 否 则 涂 白色 . 

由 此 ,对 于 任意 一 个 无 限 正 整数 的 集合 B -11,82,…|1, 置 

k=16 -bl+l 全 
因为 Bi- Bo 对 0Cmod 上 ), 则 卡 元 子 集 451,52,… ,Bi 涂 白 色 . 

但 是 B 是 一 个 无 限 集 , 必 存 在 一 个 无 限 子 集 1 6 , 5,…} ,这 

里 下 区 … ,使 得 
bi = bmod k) ® 
那么 子 集 | 如 ,把 ，,…, ,| 涂 黑色 . 引 理 成 立 . 

假如 pl < ps < ps < … < ps < 是 全 部 素数 , 即 pl = 2， 
Pr = 3,ps 三 5 等 ， 

用 下 述 方 法 取 集 合 4, 对 于 任意 有 限 正 整 数 集 合 1i,i2,…， 
经 | ,其 中 谍 < 有 < … < 名 ;如 果 集 合生 i,…, 诬 |] 是 黑色 的 , 令 
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Pi,Pi pi 全 4, 否则 正本 人 A. 

下 而 证 明和 集合 4 满足 条 件 . 

对 于 任意 无 限 素数 集合 S = ip,,p,,…|, 下 标 集 会 15， 
#4 | 是 一 个 无 限 正 整数 集合 , 由 引 理 , 有 两 个 天 元 子 集 生 ， 
Ls 让 了 信 同人 ,使 得 | ls iz 让 是 黑色 的 ， |i sj, 
让 是 白色 的 .于 是 ,m = 让 有 天生 A,n = pipp $A. 


8.63 (1) 对 什么 样 的 n > 2 的 值 ,有 一 个 由 个 连续 正 整 数 
组 成 的 集合 ,集合 中 最 大 一 个 数 是 其 余 的 aa -1 个 数 的 最 小 公 


售 数 的 约 数 ? 
(2) 对 什么 样 的 a > 2 的 值 , 恰 有 一 个 集合 具有 上 述 性 
质 ? 


解 (1) 首先 nn = 3, 否 则 若 |r,r + 1,r +2| 具有 题 中 所 给 性 
质 , 则 因 {(r + 1,r + 2) = 1 有 *+21r, 这 是 不 可 能 的 ,下 面 考虑 
tk 守 4 的 情 视 ; 

i 车 rn = 2E, 则 易 证 fn - 1,n,n + 1,…,2n -2 具有 所 述 
性 质 ， 

i 车 n= 2k4+1, 则 n -1= 2k, 由 i 知 ,1n -2,n-1， 
n,…,2n - 4| 具有 所 述 性 质 , 在 以 上 集合 中 添加 a - 3. 得 到 
fn -3,n -2,…,2n -4| 仍 具 有 所 述 性 质 . 

综合 以 上 两 条 可 知 , 当 n > 4 时 ,总 有 一 由 个 连续 自然 数组 
成 的 集合 ,其 中 最 大 一 个 数 为 余下 n - 1 个 数 的 最 小 公信 数 之 约 
数 . 

{2) 首先 证 明 当 nw > 5 时 ,满足 性 质 的 集合 不 只 一 个 . 当 = 
2k 时 ,由 (1) 中 的 可知 fn -1,n,…,2n -2 具有 性 质 . 若 令 m = 
n -1 = 2k-1, 由 (1) 中 立 可 知 fn -4,n 一 3,…,2n -6| 也 具有 
性 质 ,在 此 基础 上 添加 n - 5, 就 得 到 另 一 个 符合 性 质 的 元 集合 
ma 一 Sn -4,…2n 二 人. 类似 地 当 m = 2k+1 时 也 有 此 结果 .对 
于 n = 35, 不 难 找到 两 个 符合 条 件 的 集合 |2,3,4,5,6| 和 |8,9,10， 
11,12| ， 

最 后 当 * = 4 时 ,我 们 证 明 只 有 13,4,5,6} 满足 条 件 . 设 | 友 ， 
上 + 1 +2; 大 +3j 是 符合 条 件 之 四 元 集 . 

i 着 六 +3=2m+1, 则 上 +1 = 2m-1, 由 (2m + 1,2m- 
1) =1, 故 (EF +1, 大 43) = 1. 又 因 (+2, 记 4+3) = 1, 此 时 只 能 推 
出 上 + 31 上 ,这 是 不 可 能 的 . 

i 车 + 3 = 2m, 则 

k=2m-3k+1=2m-2= 2(m-1) 
因 (k 2,k+3) = 1,(E,k+1) = 1,k4+3 是 上 ,54+ 1,k+2 最 
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小 公信 数 之 约 数 , 故 有 

此 二 3 《下 二 1) 天 
即 2m12m — (2m -3) 
而 (mym -1 = 1 从 而 下 12m -3. 令 im =2m-3, 故 只 有 一 组 
解 1= 1,m = 3, 于 是 说 明 wn = 4 时 只 有 一 个 符合 条 件 之 集合 
13,4,5,6}. 


8.54 ”对 实数 x,y, 令 
S(x,y) = fsls= [nx+ 7Y],n€N| 
证 明 : 若 r> 1 为 有 理 数 , 则 存在 实数 人 


Ser 门 Su,v) = 
s{(r,0) 门 SCu, Vv) = 


证 明 设 r= Pq EN,p > 9g, 则 & = > 及 适合 
-sr < 0 的 。, 即 为 所 求 . 
(1) 如果 S(7,0) 门 S(w,5) 关 亿 , 则 存在 一 个 是 S(r,0) 与 
Sato) 的 公共 元 素 , 即 
k= [mr = [mu 


因为 + = 卫 , 且 = [四 ] ,出 


e+},o < {ee}<1 
即 有 
| 中 
又 由 上 = [ma + 9] = [2 + 可 骨 
m+rp- 4 = kp- q+d0asd<p-9 @ 
号 + 人 名 可 得 


(m+mprop- qtprerd ® 
因为 -6 <?< 0,p > 9, 则 
vip- gg) < 
区 e+ 芝 3D 
于 是 由 式 钨 得 
kK<m+in [EY 


另 一 方面, 由 -这 < 及 @,@ 得 


vp- -lc+d<p-! 
则 由 式 是 得 
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(m+n)p=pm-vp- q+(crd)e 
p+li+p-l1= (k+l1)p 
战 而 


m+i+n<k+l © 
四 式 与 回 式 矛盾 ,所 以 
Sfr 0 NM Stu) = 区 
(2) 在 n> m 时 
[mr] > [mrj( 因 为 r > 1) 
[nu +v] > [m+ v] 
所 以 ,在 S(wu,v) 中 没有 相亲 的 元 素 ， 
从 而 S(a tb 门 11,2,… ,上 -~ 1| 的 元 素 个 数 等 于 满足 [mz + 
v] < 天 的 玉 的 最 大 值 my 即 m 满足 
上 < 上 


(mi +1)uw+r2 上 上 


解 得 Eligme<E-! 
即 “my 上 上 = 
所 以 m =- [ 兰 二 =“] 
同样 , SCr ,0) 门 2 = 1} 的 元 素 个 数 ia 满足 (此 时 
u=r,y = 0). 
9 
于 是 有 -mm 
2 -+ 中 2 人 < 2 
所 以 ma 二 HI > 站 一 了 
即 ma + HI 3 下 -~ 工 
又 由 于 S{uy,9) | S(r,0) = 节 
所 以 得 


(Stu,v) U S(tr,0)) 门 {1,2,.",E 一 二 二 11 2， 一 1 
此 式 对 所 有 的 下 均 成 立 .因此 
Sa USCr, 0 = N 
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8.65 证 明 ; 对 任意 nn € N, 都 有 2 Tr 三 ns 
] 丰 让 122° "bE 
其 中 求 和 是 对 所 有 取 自 集合 11,2,…,n| 的 数组 i < i <… < 
[| 三 1,2,…,n 进行 的 . 
解法 1 考虑 多 项 式 
1 1 1 
P( = (r+) (e+) (e+ 
它 的 展开 式 记 为 
Pl%) = 入 十 Gin + Gr ?+ 
由 韦 达 定理 


于 是 题 中 的 和 式 为 . 
G+ art = Pll)-1:= (1+ +)(142)(1+ 1)-1 = 


ntD (nl) ln 


解法 2 记 


5 = 1 


1 MF te 


对 n 用 归纳 法 证 明 5, = n. 当 n = 1 时 ,显然 有 8 = 1. 设 n=2, 且 


,1 = 一 1, 则 ” 
号 一 号 -1 = 一 
1 Cro 
工 + 一 上 一 -= 荆 + 3 
n 1 ia hh n n 
即 SStri an D+ li:n 


8.66 d, 上 是 两 个 正 整数 ,1 是 a 的 整数 售 , 乱 是 所 有 满足 下 列 
条 件 的 并 个 整数 组 (x], x2,… sx) 组 成 的 集合 

(0 二 和 过 和 和 人 二 

(2)x + +… 和 + 站 是 过 的 倍数 ， 

另外 ,是 姑 内 & 个 整数 组 (x ,xz,…,xi_1, 上 组 成 的 子 集 
合 , 求 二 所 售 元 索 个 数 与 到 所 售 元 束 个 数 的 比值 . 
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解 ” 对 于 所 有 i,j E 红 ,2,…,&|, 令 
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| 加 名 二 j 时 
G5 涯 


”10， 棋 他 情况 9 
当 i 国定 时 ,从 中 有 
Oil A 
在 my 人 过 三 < 有 内 ,利用 公式 但 有 
m= a= = a =1 
当 j > 和 ;+1 时 ay = 0. 于 是 ,有 
= ay, 1 ick [ey 
令 
B=1-o, lsi,jeck 回 
显然 b, € |1,0}. 由 于 加 有 
bn a bn lasick [3] 
令 
让 
= 5， 1 eic 外 
j=l 
从 过 和 名 有 
Ose enek 加 


另外 ,我 们 可 以 看 到 
此 此 上 
+t oy = 2 + 2 刀 伸 用 四 和 四 ) = 


二 


之 my + 2 刀 ( 特 不 的 下 标 i 改 成 故 成 = 


+ PN) - = ® 
由 于 d 是 上 的 因数 ， (2 和) EE ee “sy 
FE 
另外 ,% = 时 ,从 公式 图 可 以 知道 a = 1. 特 别 有 ao。 = 1, 那 
必 


7% = 之 如 (利用 公式 @@ = 3)(1 -ax)) = 


上 -之 7y og < (由 于 a = 1 及 人 DD) 心 
定义 一 个 映射 
FP: Xperts x x ) = (yy21 hh) 
我 们 证 明 p 是 一 个 1 - 1 的 映射 . 因为 p(X%) 内 (yi1,72,…, yi) 确定 
时 ,从 人 @ 和 加 ,全 部 大 个 数 5 EE 11,0| 叭 一 确定 .那么 ,利用 公式 名， 
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全 部 巡 个 数 yy 唯一 确定 ,从 而 利用 公式 @, Vl 唯一 确定 ， 
而 且 从 他 可 以 知道 

PC DD 
由 于 9 是 1 - 1 的 ,而 且 了 内 所 售 元 察 个 数 有 限 ,了 内 所 含 元 素 个 数 
也 有 限 , 如 果 我 们 能 证 明 

Ph 也 
则 从 中 和 哆 ,有 区 内 所 含 元 素 个 数 等 于 入 - 于 内 所 党 元 素 的 个 数 ， 
六 此 ,后 内 所 含 元 率 个 数 是 二 内 所 售 元 素 个 数 的 2 倍 ,因而 3 内 所 
售 元 素 个 数 与 为 内 所 售 元 素 个 数 比 值 为 1 : 2. 

现在 我 们 米 证 明 电 . 对 于 A 内 任 一 元 素 (x) ,x2,- 四 ,4)s 这 

里 aa < 大 ,利用 加 和 国 ,有 oa = 0 利用 加 ,有 了 上品 = 1 由 于 题目 条 
件 (D,xi 二 x 三 … 二 坊 ; 那 么 ,有 4% < 上 ,这 里 1 < i 上 -1, 再 一 
次 利用 四 和 团 ,有 mx = Is is 上 -TD 那么 


上 一 上 ,从 而 y= 二 利 用 个), 所 以 @ 的 确 成 立 ， 


8.67” 设 上 为 给 定 的 正 整数 , 求 最 小 的 正 整数 ,使 得 存在 一 个 
由 24 +1 个 不 同 正 整 数组 成 的 集合 ,其 元 宕 和 大 于 NN, 但 其 任意 上 


元 子 集 的 元 素 和 至 多 为 外. 


‘Br = 1 ie 


解 ” 设 方 是 一 个 满足 条 件 的 正 整 数 ， 并 次 [seo, eat 是 
一 个 满足 题 意 的 站 + 1 元 集合 ,其 中 QM < ae 


< ea 出 
N 
人 二 py 
而 Ban >N 
注意 到 G1 Gp EN’ 
故 


i 


这 里 i = 1,2,…,k, 于 是 
(mt Dram+D + + (on +h) ed @ 
(Carri — K) 4 Corer — Ch 1)) + 2 四 
这 里 用 到 


GE #1) 一 


+ lan —l)+ a > 


Ny 
《ak ++ ot) > NN ~- = 全 


由 由 ,四 可知 
N+h+k Nb-k 
2(8+1) “Mi 


因为 si E N* , 故 区 间 ( 蕊 可 生计 ,全 一 丰 = 对 中 有 一 个 正 攻 
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数 ,如 果 六 为 奇数 , 则 应 有 
上 ~- 了 -下 -1 N+ri+k+l 
让 关 2(8+1) 
如 果 六 为 偶数 , 则 应 有 
请- 所 -有 
2 之 2k+1) 
分 别 计算 ,可 知 N = 219 + 3 + 3k. 
另外 ,对 入 = 28 +3 刀 + 3&, 集 合 
+ 
中 所 有 数 之 和 等 于 
2 和 +382+38+1= 帮 +1 
而 其 中 最 大 的 大 个 数 之 和 等 于 
2) t+) = 本 + 人 3 -二 


所 以 ,NW 的 最 小 值 为 28 + 382 二 3， 


8.68 ” 设 nn 是 一 个 给 定 的 大 于 2 的 自然 数 , 而 VW 是 一 个 形 如 
1 + hn 的 数 集 (其 中 不 = 1,2,…). 一 个 数 mE 包 , 如 果 不 存 
在 两 个 数 p,g E 玉 使 得 pg = m, 则 称 m 为 记 中 的 不 可 分 解 
数 


证 明 : 存 在 一 个 数 + EE 和 ,这 个 数 可 用 不 内 一 种 方式 表示 
成 数 集 中 的 几 个 不 可 分 解数 的 莱 积 ， 
(第 19 届 国 际 数 学 奥 宁 匹克 ,1977 年 ) 


证 法 1 内 =f+ai+2n1+ 积 |, 其 中 由 >2 大 = 
1,2,**. 
因为 n > 2, 所 以 ,显然 有 

nl1¥g 2-1¢ 
并 且 nn -1 与 2n - 1 均 不 可 能 分 解 成 几 个 中 的 数 的 乘积 ,由 于 
(nD)(2n-1)=1+(2n -neET, 
(n=1+(n-2n€EV, 
(2rn -1 =1+4n-1)xn€Er 
于 是 (xn -1(2n -ia- 1 和 {2n - 1572 都 是 信 中 的 不 可 分 解 
数 . 设 " = (n - 122n ~ 1)2, 则 由 于 
r=(n-lz2n-l2=1+(nf2n-3)2+2(2n -3))n 
可 得 + € 只 ， 
显然 ,r 有 如 下 两 种 方式 表示 为 VW 中 不 可 分 解数 的 乘积 
r= 《一 1 区 2 -1 
r= {Cn- (2n -Dn 1)(2n - 1)) 
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由 此 可 见 , 存 在 一 个 数 + € 1, 它 可 以 用 至 少 两 种 方式 表示 心得 体会 拓 广 疑问 
为 六 中 几 个 不 可 分 解数 的 滋 积 . 


证 法 2 用 过 利克 电 定 理 : 
在 任何 一 个 等 差 数 列 中 , 如 时 公差 与 首 项 互 素 ,那么 这 个 数 
列 就 包含 有 无 限 多 个 素数 ， 
考察 等 差 数 列 
再 1 28 ~ 1,3n -1 1 
显然 ,其 首 项 n - 1 与 公差 ,有 
{rn -io = 工 
于 是 由 迪 利 克 雷 定理 ,此 数列 中 有 无 限 多 个 素数 . 
从 这 无 穷 多 个 素数 中 选 出 四 个 素数 
Kn-—lkn~ lkn- i,hn—l 
显然 ,这 四 个 案 数 中 的 任 两 个 数 的 乘积 均 属 于 只 ,并 且 hn - 
1 人 VCE = 1,2,3,4), 所 以 任 两 救 之 积 都 是 ,中 的 不 可 分 解数 . 
这 样 我 们 可 以 用 三 种 不 同 的 方式 把 数 


了 兰 工 (km -1) 
分 解 成 VW 中 的 不 可 分 解数 的 匀 积 , 即 
r = ((kin— 1) {kn — 1))({kan 一 ta - 1)) 
r= (Chn- Dksn— (hn Dn 1)) 
r= (thn- Dn l(an- ln 1)) 


名 .的 形 是 11,2,3,…，,15| 的 一 个 子 集 ,使 得 好 的 任何 3 个 不 同 


元 素 的 乘积 不 是 一 个 平方 数 ,确定 对 内 全 部 元 素 的 最 多 数目 . 
【第 等 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 》 


和 解 由 于 子 集 
11,4,9}1 ,12,6,12| ,13,5,15}, 17,8,14| 

中 ,每 个 子 集 的 3 个 正 整数 之 积 者 是 一 个 完全 平方 数 ,有 它们 两 两 
不 相交 , 则 符合 题目 要 求 的 子 集 此 的 元 到 的 个 数 至 多 有 11 个 . 

这 是 因为 ,如 果 履 的 不 同 元 素 的 个 数 大 于 或 等 于 12 个 , 则 上 
述 四 个 子 集中 ,至 少 有 一 个 子 集 的 元 素 全 在 MM 内 (将 则 ,上 述 四 个 
子 集 ,每 个 子 集 有 2 个 元 素 在 好 内 ,再 加 上 110,11,13j ,只 有 11 个 
元 素 ). 因 此 , 的 元 素 个 数 至 多 有 11 个 . 

型 可 以 这 样 组 成 ,从 上 述 四 个 子 集 中 ,每 个 子 集 各 至 少 取 一 
个 元 宗 , 然 而 以 |1,2,…,151 中 去 掉 这 4 个 元 素 . 

注意 这 样 一 点 ,上 述 四 个 兰 元 子 集中 的 元 素 不 包括 10. 
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(1) 如 果 10 条 好 , 财 六 内 元 察 的 个 数 小 于 或 等 于 10. 

(2) 如 果 10 ,我 们 用 反 证 法 证 明 开 内 元 素 的 个 数 也 小 于 
或 等 于 10. 

假设 # 内 元 素 的 个 数 大 于 10. 由 前 所 证 , ;的 元 素 个 数 至 多 
有 11 个 , 则 好 的 元 素 个 数 为 11. 

如 果 13,12j 不 是 用 的 子 集 , 即 3 与 12 这 两 个 数 至 少 有 一 个 不 
在 川内 ,在 和 1,2,…,15| 中 至 多 再 减 掉 3 个 数 ,组 成 集合 M. 

当然 10 在 好 内 ， 

由 于 |2,5| ,16,15|, 11,4,9| ,17.8,14} 是 四 个 两 两 不 相交 的 
子 集 ,3 与 12 不 在 其 中 ,于 是 这 四 个 子 集中 ,至 少 有 一 个 子 集 在 肛 
内 .如 果 留 在 大 内 的 是 一 个 三 元 子 和 集 , 由 于 1x4x9= 6,7x8x 
14 = 28:, 都 是 完全 平方 数 , 椒 合 题 音 . 

如 果 留 在 于 内 的 基 一 个 二 元 子 集 , 对 于 12, 引 ,由 于 2x5x 
10 = 1 人 F, 是 一 个 完全 平方 数 ,对 于 16,151 ,由 于 6 x 15 x 10 = 30 
是 一 个 完全 平方 数 , 也 不 合 题 音 . 

如 果 13,12} 是 好 的 一 个 子 集 ,那么 , 由 题 意 |1} , {4| , 19|， 
12,61 ,15,15| 和 17,8,14| 中 的 任 一 个 都 不 是 村 的 一 个 子 集 ,这 是 
因为 

lx3x12=6@,4x3x12= 12,9x3x12= 1 
2x6x12= 12,5x15x3= 15,7x8x14-= 28 

这 样 一 来 ,上 述 六 个 两 两 不 相交 的 子 集 的 每 个 子 集中 至 少 有 
一 个 元 素 不 在 好 内 ,于 是 对 的 元 素 个 数 至 多 为 15 -5 = 9 个 ,与 
计 恰 有 11 个 元 素 矛 盾 . 

所 以 ,满足 感 目 条 件 的 YW 的 全 部 元 索 的 个 数 不 会 超过 10 个 ， 

我 们 构造 一 个 恰 合 10 个 元 素 的 集合 于 . 

M = {1,4,5,6,7,10,11,12,13,14! 
可 以 验证 ,好 中 任 3 个 元 素 之 积 都 不 是 完全 平方 数 ， 


8.70 设 志 泣 2 汉 个 正 整数 组 成 的 集 5 = ja1,ay,…,as| 具 
有 性 质 2 ai = IT a, 0 和 92 有 "二 4: 则 


此 
2 
i=l 


证 了 明 设 贞 = eu - 1, 则 


此 | 
1+ Dt bt 之 
i=] [OE 


心得 体会 揪 "” 殿 问 
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1 心得 体会 拓 广 妖 问 
由 上 式 得 ”0 

kl1+ hh 四 
由 于 开关 2， os > ou > 2( 因 为 若 o-: = 1, 则 ai = ez =… 
mt = 1 从 而 位 ai = a < 六 


和 
{br = DB — 1) = bb Bb- hit+l=0 


即 
Bhi+1 半 如 + 可 -1 ® 
由 全 和 全 推出 
kl + bb + bby2 + “+ bibl 
D 
加 十 及- 十 biz2 十 “十 b 二 3 

i=l 

因此 Da kt Phe 


注 QD 中 等 号 可 以 达到 ， 例如 取 站 | 二 42 兰 "” ”二 佑 -2 二 1, 
Qk-1 = 2,06 = 4, 5 满足 题目 的 性 质 , 且 对 os = 2k. 


8.71 ” 某 整 数 集 合 既 含有 正 整 数 ,也 含有 人 负 整数 ,而 县 如果 a 
和 5 是 它 的 元 素 ,那么 2 和 a + 5 也 是 它 的 元 素 , 证 明 : 这 个 
集合 包含 它 的 任意 两 个 元 素 之 差 . 

【 奴 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 


证 明 ” 设 所 给 集合 为 4. 

我 们 首先 证 明 : 若 ec € 4,n € N, 则 
ne 食用 

对 n 用 数学 归纳 法 . 

n= 1 时 ,ce 有 ,这 由 已 知 条 件 可 得 . 

n = 2 时 ,由 题 设 2c E 4. 


想 设 n -天 时 有 
如 入 用 
那么 由 题 设 尼 + < E 4 ,于 是 
(k+l)cEA 


于 是 对 mcEN,necE4. 
设 s > 0 是 集合 4 的 最 小 正 整数 ,5 < 0 是 4 的 绝对 值 最 小 
的 负 整 数 , 则 有 
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a+ 必 忆 AA 必得 体会 拓 广 疑问 
bx<a+b<a 
由 于 4 中 不 含有 小 于 a 的 正 整 数 ,也 不 含有 大 于 天 的 负 整 数 ， 
于 是 
a+b=0,68=-4a 
因而 0E 4. 
于 是 集合 4 包 合 元 素 a 的 整数 倍 , 即 
{ia,a EE AK ETDSEA 
下 面 我 们 舞 证 明 , 除 了 元 素 a 的 整数 倍 之 外 , 所 研究 的 集合 
不 包含 其 他 元 率 . 
假设 在 a 的 两 个 连续 整数 倍 ga 与 (Cg + 1) a 之 间 的 元 素 * 属 于 
这 个 集合 4, 于 是 
X= +rn0O0<r<o 
这 是 由 x € 4,ga € 4, 则 
r=x+{(- qatEA 
然而 0 < r < a, 这 与 a 的 选取 矛盾 ， 
于 是 4 是 a 的 整数 倍 的 集合 
4= iio,a EE A,EEZTI 
其 中 ,a 是 4 中 的 最 小 正 整 数 ， 
由 于 4 中 任意 两 个 元 素 之 差 也 是 e 的 整数 倍 ,因而 也 属于 这 
个 集合 . 


8.72 设 d,n 是 正 整 数 ,4d | nm.P 元 整数 组 (xxzxn) 满 
足 条 件 ， 


《1 过 XI 宝宝 
(Dd | 《xl + wa2 村 十 Sn) 
证 明 : 符 合 条 件 的 所 有 n 元 数组 中 , 怡 有 一 半 满 足 wx，= nm， 


证 明 ” 记 符 合 条 件 的 所 有 nm 元 组 的 集合 为 形 . 在 闻 中 ,x， = 
的 所 有 元 素 构 成 的 子 集合 为 六 ,六 关于 对 的 补 集 为 亢 , 则 欲 证 
1 时 1=21 交 01 表示 集合 工 的 元 素 个 数 ) 
只 须 证 


INI=IN! 
对 每 一 个 (x] ,x2，* * sn) 万 及 ， 作 一 个 nxn 的 数 表 4 = 三 (as), 并 
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必得 体会 拓 广 疑问 
则 i 三 2 

将 4 中 所 有 数字 0 改写 为 1, 而 所 有 数字 1 改写 为 0 后 ,得 到 一 个 新 

数 表 下 = (85) ,显然 


b=1-ao€l0ll lsijen 加 
比如 : 当 d = 3,n = 9,(x1,x2 ,x9) = (0,1,1,2,3,4,6,7,9) 时 
0 00000000o0 0 
100000000 
10000000 0 
1]10000000 
A=|ii i11000000 
111 100000 
1 1111 100 0 
11111 1 100 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 11 111 111 
0 1 1 111111 
011111 111 
O01 111111 
B=I000111111 
000011 111 
O000000 11 1 
00000001 1 
000000000 
对 每 一 个 i, 显 然 有 
| @ 
ba a bee bn ® 


令 广 = byt1 <j < n), 则 据 回 得 


Onane"ehen ®@ 
因为 将 4 与 8 重 淮 后 , 恰 是 一 个 全 为 数字 1 的 n x n 数 表 , 故 
D+ 六 ® 
据 已 知 条 件 4 1 n,d 1 > si, 故 由 加 得 
41 Ds @ 


@ 和 国 表明 元 数组 (yy,y2,…,y。) 亦 满足 条 件 (1) 和 (2) , 故 
(7 7) E 开车 定义 映射 FM -> 用 ,使 得 


了 
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frr ra a)) = Cy 2 Yn ) 

因为 对 每 一 个 (xi,x2,… E 于 ,能 且 只 能 够 作 唯 一 的 一 个 数 
表 4 及 相应 的 8, 显 热 4 与 召 是 一 对 一 的 . 故 了 是 时 一 时 的 一 个 
一 一 映射 . 

设 经 过 映射 /, 交 和 六 的 象 的 集合 分 别 为 W” 和 开 * ,由 于 /是 
一 一 映射 , 故 

1 六 1=1N 1 14=1RN Il 

一 方面 ,对 每 一 个 (x ,x2,… xn) 和 让 ,因为 加 = n, 故 a = 

1(1 二 < mn) 从 而 如 = 0, 特 别 的 ,b= 0, 于 是 


yn = 之 加 < ny yn) EN 
故 N*CN,INI=IN’ IeIN| 母 
另 一 方面 ,对 每 一 个 (x1,x2,…, xa) 入 育 ,因为 < nm ,又 据 
条 件 (1) 
Os 
从 而 对 店 = 1,2,,n, 均 有 x < nn, 据 四 得 a = ws = … = 
gw 二 0, 于 是 


bn = bn = "= hb, = 1 


Yn = 2 bo = Ry ya) EN 
故 


8.73 设 3= 和 ,2,…,2005}. 若 8 中 任意 n 个 两 两 瑟 质 的 数 
组 成 的 集合 中 都 至 少 有 一 个 质数 , 试 求 的 最 小 值 . 


解 ”首先 ,我 们 有 = > 16. 事实 上 , 取 集 合 
An = 1 和 1, 半 , 学 , 疗 ,… ,1?,422| 

其 元 素 , 除 1 以 外 , 均 为 不 超过 43 的 素数 的 平方 , 则 4o 守 5， 
1 4o 1 = 15, 4o 中 任意 两 数 互 质 , 但 其 中 无 质数 ,这 表 表 =” > 16. 

其 次 ,我 们 证 明 :对 任意 4 己 $5,n =141= 16,4 中 任 两 数 下 
质 , 则 4 中 必 存 在 一 个 质数 . 

利用 反 证 法 ,假设 4 中 无 质数 . 设 态 = fal,a2,… ,4161 ;分 两 
种 情况 讨论 . 

{1) 车 1 ¥ 4 , 则 Qs CE HE 均 为 合 数 , 马 因 为 (aiyan) 这 
1(1 i<j 和 16), 所 以 a 与 a 的 质 因数 均 不 相同 , 设 ai 的 最 小 


心得 体会 拓 广 其 问 
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质 因数 为 Pi: 不 妨 设 Pl Pa p61: 则 心得 体会 拓 广 疑问 
Ql 
ai 2 pts > 4 > 2 005 

了 矛盾 . 

{2) 某 1E 4, 刚 不 妨 设 al = 1, a1,… ,G1s 均 为 全 数 , 同 (1) 所 
设 , 同 理 有 al > pf 2 p23 ,sp > 
2 005. 矛盾 . 

由 (1)、{2) 知 , 反 设 不 成 立 , 从 而 4 中 必 有 质数 , 即 n = 
141=16 时 结论 成 立 ， 

综 上 ,所 求 的 m 最 小 值 为 16. 


8.74 设 m,n 是 整数 ,m > nn 二 2,5 = 11,2. ,mmj ,7 = 
fa, ez, on) 是 号 的 一 个 子 集 . 已 知 中 的 任 商 个 数 都 不 


能 同时 整除 $ 中 的 任何 一 个 数 ,求证 : 


证 明 构造 TT = 5 ESIel5),i = 1,2,…,n; 则 


tT.1= [a] 

由 于 了 中 任意 两 个 数 都 不 能 同时 整除 $ 中 的 一 个 数 ,所 以 当 i yx j 
时 ,天 站 = 他, 册 

DT1= Dl]en 
又 因 为 < [如 +1 
所 以 > < > ([2)+1) = > [2]+ >1<m+n 
邵 mm = > emtn 
所 以 Dl m+n 


8.75 给 定 正 整数 nn, 求 最 大 的 实数 C ,满足 :车 一 组 大 于 1 的 


整数 (可 以 有 相同 的 ) 的 倒数 之 和 小 于 C, 则 一 定 可 以 将 这 一 
组 数 分 成 不 超过 n 组 ,使 得 每 一 组 数 的 倒数 之 和 都 小 于 1. 


解 ”所 求 的 Co = 二 二 
一 方面 , 取 一 组 整数 为 应 ] = 42 = "= Gx 三 2, 则 易 知 Cm 到 


476 
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nil 心得 体会 扼 广 比 疝 
二 
下 面 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 , 若 一 组 大 于 1 的 整数 &1,…, a 
满足 
1] n+l 
3 


则 可 将 a4, 62,…, 0 分 成 不 趋 过 = 组 ,使 每 组 数 的 倒数 之 和 小 于 
1. 由 此 即 知 Cs > 中 寺 上 ,从 而 Cow = -1 


2 
(1)n = 工时 ,结论 成 立 . 
(2) 假设 n - 1 时 结论 成 立 , 现 看 n 的 情形 . 


注意 到 a1 > 2, 即 二 < 本, 设 ! 为 最 大 的 正 整 数 ,使 得 


4 一 


1 1 
2 
车 := 上 + 1, 则 结论 成 立 , 若 : < 让, 则 
< 
:92 六 + < 1 做 1 = 上 时 结论 成 立 . 


下 设 上 < , 则 
Dr 
由 归纳 假设 知 at: a 可 分 成 n - 1 组 ,每 一 组 的 倒数 之 和 
小 于 1. 冯 Gis 的 创 数 之 和 小 于 1 , 故 好 13 2 怀 可 分 成 
n 组 ,每 一 组 的 倒数 之 和 小 于 1. 
由 数学 归纳 法 原理 知 结论 对 所 有 n > 1 成 立 .证 毕 ， 


8.76 设 3 为 满足 以 下 性 质 的 有 理 数 集合 ， 
(1) 六 ES, 


(2) 若 zx E€ 5, 则 一 Ti€E SEES. 


证 明 :5 包含 了 0 < x < 1 区间 上 所 有 有 理 数 . 
《英国 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”由 性 质 (2), 若 6 在 S 中 ， Ni = 在 8 中 , 且 


2 


如 
6 


在 $ 中. 


z+ 


ls 
+ 
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特别 地 , 若 -- 在 $ 中 , 则 了 一 5 一 = 号 在 S 中 ,而 着 人 =。 心得 体会 拓 广 疑问 
在 $5 中 , 则 了 一 < 
取 任 意 有 理 数 go,0 < go < 1, 设 其 最 简 分 数 形 式 go = 儒 . 着 


二 和 或 全 二 各 在 S 中 , 则 go 在 S 中 .因为 go。< 1,0o < bo 车 
qo = 二 ,我 们 已 经 得 知 它 在 5 中 .否则 ,go < 二, 此 时 ,bo - oo > 
ao; 或 者 go > 方 ,此 时 ,bo - ao < ao. 

在 第 一 种 情形 下 , 取 gi 为 二 各 二 ,第 二 种 情形 下 , 取 g 为 
如 0, 则 0 < 9 < 1. 着 gy 在 S 中 , 则 儿 必 在 5 中. 设 最 简 分 数 
形式 g1 = 如 . 

类 似 地 , 若 qr < 去, 定义 9 为 玉生 ,而 若 qi > 去 , 则 定义 
9 为 甸 二 ,以 此 类 扒 


若菜 个 n 有 g。= 二 ,数列 qo,q1,92,… 就 会 终结 .另外 ,车 
+1 在 S 中 , 财 gr 也 在 5 中 ,所 以 ,通过 归纳 ,车 任意 某 个 gn 在 5 
中 , 则 go 也 在 $ 中 .如 果 数 列 是 有 限 的 , 则 数列 的 最 后 一 个 元 过 是 


去. 所 以 ,全 在 $ 中 . 

可 以 证 明 :数列 不 会 是 无 穷 的 . 

若 g< 才 , 则 5 1(b- ao), 所 以 ,5 < 50- ao < bo; 若 go > 
二, 则 B41 eo 所 以 ,by < ao < 加, 故 生 < bo 类似 地 ,bwt < 二 
车 9 是 无 穷 数 列 , 则 151 也 会 是 无 穷 数 列 .但 | 如 上 是 递减 的 正 整 
数 数列 ,所 以 ,不 可 能 无 穷 . 


这 样 go 在 5 中 ,但 go 可 能 为 0 < go < 1 的 任意 有 理 数 ,因此 ， 
5 包含 了 区 人 间 0 < x < 1 中 的 所 有 有 理 数 ， 


8.77 已 知 n € N, 且 n 2, 集 合 5 为 化 合 11,2, ,na 的 一 
个 子 集 ,集合 S$ 中 的 任意 两 个 元 素 既 不 会 互 质 ,也 不 会 有 一 个 


整除 另 一 个 , 则 集合 5 中 的 元 素 最 多 有 几 个? 
( 书 尔 干 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


中 ?如 
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解 ”最 多 有 [+2] 个 . 

设 $ 的 最 小 元 素 为 r, 若 + 荆 字 , 我 们 用 2r 代 蔡 r,3 依然 满足 
题 设 条 件 , 且 3 中 的 元 素 个 数 不 变 ,内 要 5 的 最 小 元 素 不 大 于 他 ， 
我 们 就 可 以 继续 操作 ,直到 r > 过 ,操作 停止 ,又 相 邻 两 自然 数 丙 
与 m + 1 必 互 农 , 故 两 相 邻 的 自然 数 中 至 多 有 一 个 在 3 中 ， 

当 n = 4 时 ,r > 2 +1= 2k + 1, 元 素 最 多 的 集合 $ 为 
128 + 2,2E + 4,… ,4 上 |] , 共 二 个 元 来 . 

当 n = 4k+1 时 ,r > 于 十 ”= 24 + 1 同上, 元素 最 多 的 集合 
中 有 大 个 元 素 ， 

当 n = 4k +2 时 ,r 守 了 +1 = 站 +2, 元 素 最 多 的 集合 5 为 
地 下 + 2 2 +4 4k 二 21, 共 +1 个 ， 

当 n= 4k+3 时 ,+ > 了 十 1 = 25 + 2, 元素 最 多 的 集合 5 为 
1f2k + 2,2Kk +4 4 + 2), 共 亡 + 1 个 . 

综 上 所 述 ,集合 5 中 的 元 素 最 多 有 [二 “] 个 . 


8.78 ” 求 所 有 的 非 空 有 限 的 正 整 数 集 5, 使 得 对 任意 i,j 所 


5, 数 三 二 < 5, 这 里 (i,j) 表示 i 与; 的 最 大 公约 数 ， 


解 ” 设 5 为 满足 条 件 的 集合 ,并 设 a € 35, 则 蕊 -9 = 2E 
5, 如 果 1€ 9, 则 


一 般 地 , 设 rE€ 53, 则 


Pt = n+lES 


这 表明 3 < N" ,与 5 为 有 限 集 矛 盾 . 
另 一 方面 , 若 $ 中 有 大 于 2 的 元 束 , 玛 这 些 元 素 中 的 最 小 元 


素 , 设 为 #, 则 茄 +E 5. 若 (2,n) = 2, 则 2 < 上 半 2 < mn, 这 与 n 
为 3 中 比 2 大 的 最 小 元 素 矛 盾 , 故 (2,nm) = 1 因此 ,n+2E 5. 进 
一 步 

有 人) =- 2n+26 Sint) =- 3n +26ES 


依 此 类 推 ,可 知 对 任意 上 所 N* , 数 jn + 2 E 3, 与 3 为 有 限 集 矛 


心得 体会 拓 广 疑问 
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屠 . 心得 体会 拓 广 乡亲 
综 上 可 知 ,5 三 12 


8.79 已 知 p 和 g 是 互 质 的 正 整数 , 且 P zx 4. 将 正 整数 集 分 
成 三 个 子 集 4 ,B,C ,使 得 对 于 每 个 正 整数 z, 这 三 个 子 集 中 
的 每 一 个 恰 各 包含 z,z + pz +4 这 三 个 整数 之 一 ,证 明 : 存 


在 这 样 的 分 拆 , 当 且 仅 当 P + 9 能 被 3 整除. 
【德国 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 《1) 充分 性 : 设 p + g 可 以 被 3 整除 . 
假设 p = 1(mod 3) ,9 = 2Lmod 3) .定义 
A=- aEN’ |as=O0(mod?3) 
B= 1bEN’ 1b m= lmod3)| 
C= {cEN’: 1e=20mod3)] 
容易 验证 z,z + p,z + 9 分 别 赂 于 三 个 不 同 的 子 集 , 记 以 ,这 
三 个 子 集 满足 条 件 . 
(2) 必要 性 : 设 存 在 一 种 分 拆 , 且 假设 
ZE A,z+pE B+tygEt 
由 于 (z+ p) + gq 区 Bz+t+q)+p 人 EC, 所 以 z+p+gt€ 4. 
于 是 如 果 z= zz2tmod {p+ 9)), 则 志和 zw 属 于 同一 个 子 集 . 
闭 区 间 了 = [0,p + 9 -1 中 包含 P+39 不 同 的 整数 , 模 P+ 
9 的 征 余 类 只 对 应 着 工 的 一 个 整数 . 
下 面 证 明 , /中 的 整数 分 别 属于 A4,B,C 的 数目 相等 , 即 一 定 
有 p+ 9g 可 以 被 3 整除 . 
对 于 每 一 个 zE 4 们 [定义 p(z) 为 z +p 模 p + g 的 余数 ， 
g(tz) 为 :+ g 模 p + g 的 余数 . 
显然 p(z) 儿 A,g(z) 革 有 A. 而 且 , 对 于 所 有 zz,z1,z2 亿 A 站 1 
我 们 有 ptz) # gtz), 当 #1 ¥ 532 时 ,p{lz1) # plz2), g(t21) ¥ 
4q(z2). 若 存在 x1 和 加, 使 得 Pa 三 9g(z2);, 则 
pla) -gq = ql(z2) -gEA 
于 是 zs1+2p = plz) -gqg+{p+gq EA 
另 一 方面 ,(z + p) + 9g 马 A, 所 以 ,sj + 条 4, 同时 
{x +p)+p=n+2p 人 FA 
矛盾 ， 
因此 集合 站 (8 UC) 中 元 赛 的 数目 至 少 是 集合 了 站 4 中 元 
素数 目的 两 倍 , 故 
p+9=1fil=1ANTItI(BU ONTIs31AN TI 
类 似 地 p+g=318BNM1l,p+qgz>31CNII 
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但 p+9=I1ANITI+I BN TI+ICNLI 
所 以 1a4N I=I1BNII=ICNII 
于 是 p+g=314 门 FF 


8.80 设 oaz…，,eans 是 整数 ,它们 的 最 大 公约 数 等 于 1, 设 
是 具有 下 述 性 质 的 一 个 由 整数 组 成 的 集合 : 
(Da €E Si = 1,2,… ,1. 


(2)a -E31 ei sn(i 和 i 可 以 相同 ). 
(3) 对 任意 整数 x,yE 3, 若 x+yE5, 则 x-yE€E5, 
证 明 ;S 等 于 由 所 有 整数 组 成 的 集合 . 

(美国 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”将 命题 加 强 : 我 们 证 明 对 任意 1 € ZZ, 数 (g1,62,*…， 
qn}! ES, 这 里 (aa ,an) 表示 a1,… ,a 的 最 大 公约 数 ,在 
na =1 时 ,(ai) = al. 中 

对 nm 归纳 予以 处 理 . 当 = = 1 时 , 先 证 对 任意 : € N", 均 有 
at E 93. 事实 上 ,在 条 件 (2) 中 令 i = j = 1, 就 有 0€ 8, 结合 
a 毛 S 及 条 件 (3) 可 知 - a € 5. 

现在 设 - a1,0,a1,201,…,(# - 1)al 都 属于 30 EN )，, 则 
由 (1 -Da 5,- 5 及 (ti -2)alE€ 5, 利 用 条 件 (3) 可 知 

(fl)a-(-am)= tat€s 
所 以 ,对 任意 +t EEN’ , 数 tial E $5. 进一步 ,由 0E€ 5,tal ES 可知 
0 tat 3, -ta EE 5. 所 以 ,对 任意 1 EZ, 均 有 wi E 3, 傅 
题名 对 三 1 成立 . 

当 n= 2 时 ,由 前 已 证 ,对 任意 x,y 马 于 , 均 有 xal EE 8S, yas EE 
5. 下 证 :对 尾 意 后 ,ho 扎 针 , 均 有 al + kzaz €€ 5. 全 

为 此 对 天 = | 说 1+1 局 | 予以 归纳 . 当 = 0 时 ,所 = 和 =0， 
命题 加 显然 成 立 , 当 上 = 1 时 ,由 土 a) E38, + az 85 可知 回 成 
立 , 当 上 = 2 时 ,由 条 件 (2) 知 a1 -az EE 5, 结 合 al, -a2 5 及 
条 件 (3) 可 知 qi 一 (~ a2) = al+ G2 所 5, 再 由 0,a1 4+ qs 所 5 可 
知 0- (ai+a) =-al-atE 5, 靖 合 -2al€ 5, -2a€E 5 可 
知 加 成 立 .现在 设 加 对 0,1,2,…, 上 -1 都 成 立 ,考虑 上 kk 3) 的 
情形 ,这 时 1 上 1&1+1 hz 1 产 3, 故 1 | 与 1 妃 1 中 必 有 一 个 不 小 于 
2, 不 妨 设 1 上 1> 2. 若 和 > 2, 由 归纳 假设 可 知 

(81 一 1)at har EE Sh ~ Da + hoo ES 
结合 - el € S 及 条 件 (3) 可 知 

《和 一 1 十 az- {— G1) = hart+ kas €E 5 
车 hi 志 -2, 由 归纳 假设 可 知 
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(kl + l)at ka Es 
Ck + 2)al + kyqs EE Ss 
结合 zi 和 3 及 条 件 (3) 可 知 
{ki + Dal+ haz — gr = KGl + kg2 Es 
从 而 命题 四 对 上 成 立 .这 表明 命题 四 是 正确 的 . 

由 命题 外 及 裴 罚 定理 ,可 知 对 任意 + € ZZ, 均 有 (a&1, a2)t E 
3$, 即 命题 DD 对 n = 2 成立. 

现在 我 们 设 命 题 中 对 1,2,…,n - 1 都 成 立 , 考 虑 n(n > 3) 
的 情形 . 此 时 , 记 (et,az, ,an) = 了 (alyeayans) = di， 
Cars ass gn) = ,a1 42, 0604, an) = da. 由 归纳 假设 可 知 ， 
对 尾 意 ,t,t3 EZ, 痢 有 din € 5, dt2 € 5,dits €E 3， 

由 及 ,dd,ds 的 定义 可 知 d= (di,d2) = (di,ds) = 
(dz; das),; 设 d= xa,i = 1,2,3, 则 zi,xz,x3 两 两 互 质 , 歧 x1, x%2， 
”中 必 有 一 个 为 奇数 ,不 妨 设 x 为 奇数 .下 证 ;对 任意 1 马 世 ,存在 
mly m2, m3 忆 过 ,使 得 

dimi + dm 三 dyma 且 ml 一 dma = DD 

事实 上 ,对 任意 :Ee Z, 由 (x1, x2) = 1, 可 知 存在 ¥ 所 也 ,使 得 
xy (mod x2) ,于 是 , 今 1 = 2x1y -5 就 有 [+t ==0(mod 2x1)， 
1 一 二 0(mod 2x2) ,而 由 xs 为 奇数 ,及 x1,x2,x3 两 两 互 质 ,可 知 
{x3,2X1%2) = 1, 于 是 存在 m3 E Z, 使 得 msxs = 区 mod 2xixz), 因 


此 , 令 ml = 2 ,m2 = 2 {MN mi m2 € EH my, mz, 
m3 满足 @. 

由 归纳 假设 及 多 中 的 结论 可 知 dm tes, dmE S,dimit+ 
dsm2 = 中 ma 5, 从 而 结合 条 件 (3) 可 知 dt = dimi - dm2 EE 
5. 所 以 ,命题 只 对 n 成立. 

综 上 可 知 ,对 任意 1 E ZZ, 数 (a1, a2,… an)itE 3 这样 ,由 题 
给 条 件 (a1,… ,a,) = 1, 故 每 个 整数 ! 都 属于 5, 命 题 获 证 . 


8.81 求 最 大 的 正 整 数 nn, 使 得 存在 一 个 集合 fo, 0s,…， 
eljai EZ+| 满足 下 列 性 质 : 
(1) 不 存在 某 元 素 si 为 素数 . 


(2) 任 两 个 不 同 的 元 素 互 素 . 
《31 < a a (3n + 1(i = 1,2,.",n). 
【保加利亚 教学 奥 林 匹 充 ,2004 年 ) 


解 ” 设 gi 为 a 的 最 小 素 因 于 (i = 1,2,…,n) 等 于 maxai. 不 
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妨 设 a = gq, 则 
(3 +1) 03 演 和 六 到 

严 为 从 小 到 大 排列 的 第 i 个 质数 ,i = 1,2,…， 

下 证 当 n > 15 时 ,m > 3n +1, 当 n = 15 时 容易 验证 .下 证 
天 守 16 时 的 情况 .在 1,2,…,3n +1, 这 3n + 1 个 数 中 ,到 不 是 2 的 
倍数 , 也 不 是 3 的 倍数 的 数 有 3n + 1 - [2 寺 1] - [2 六 1] + 

3 1 
3n n n 
[ 二 中 > 六,[3 1] = 
[+ !] [3] < 号 -=3n+1- [2 !] - 
[3 !] ;| [22 1] < 
3n+1- 沁 -n+ 生 =n+l 

又 这 些 数 中 1. 站 ,35.49 均 不 为 素数 ， 

2 的 倍数 或 3 的 倍数 的 数 中 2,3 为 质数 .1,2,…,3n,3n+1 这 
些 数 中 质数 个 数 小 于 等 于 

n+l-4+2=n-1l sp, > 3n+l 
综 上 当 m 关 1 时 ,本 > 3n +1, 故 由 
pi (ntl op 3n+lo=ngl4 

又 当 m = 14 时 , 取 jalyazy yan) = |22,3, 人 了 ,7,11,13， 

17,19 232 292 ,312 37 ,392 ,412| 满足 条 件 , 综 上 所 述 ， 最 大 的 nn 


为 14. 
注 ”本 题 关键 在 于 证 明 mm > 3n + 1(n > 15). 


8.82 设 集 合 4,B 记 R, 对 任意 的 a > 0, 有 AS B+aZ, 
BEA+aL. 

间 :(1) 4 二 8B 是否 一 定 成 立 ? 

(2) 车 8 是 有 界 集 合 ,(1) 是 否 成 立 ? 

注 :X+ez= [x+tan|lx 人 tnET|. 
〔 自 个 罗 斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 (1) 不 一 定 成 立 ,(2) 成 立 . 
(1) 考虑 集合 4 = R,B = 及 +. 
及 所 R* + aZ 等 价 于 对 任意 的 xE 及 ,存在 7ERtnEZ( 依 
赖 于 x) 满足 x = y + mm. 为 证 明 此 等 式 ,只 须 选 择 * 和 了 ,使 得 
x -at > 站 ,出 
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y= (x-an)eE 和 Rt 心得 体会 拓 广 疑问 

从 而 结论 了 二 R*+ + aZ 成 立 ， 

因为 对 任意 的 x 所 Rt ,x = x + a :0 均 成 立 , 所 以 显然 R* 守 
R+az. 

由 此 ,尽管 条 件 成 立 ,但 集合 4 与 8 不 等 . 

{2) 车 8 有 漠 , 则 存在 正 整 数 好 ,使 得 对 任意 的 y € 吾 , 有 
lyl<NH, 

首先 证 明 4 二 8. 假 设 4 不 包含 于 8, 那 么 ,存在 元 x € 4， 
但 x 对 BB, 设 a >1x1+ 关 ,因为 4 三 B+ aZ, 所 以 ,对 菜 个 y EE 
B, 有 x=y+an. 由 x zyY, 有 nx 人 0, 故 有 

a-—-F=an|lx-7Il=alnl 
从而, 1x -713 ea, 于 是 
[Ixl+M<aclzs—- yell+lyl<1xslt+dy 


矛盾 ， 
从 而 对 任 一 * 和 4, 有 xxE 有 , 故 4 三 昌 . 
特别 地 ,4 有 界 . 

由 于 4 有 界 , 类 似 地 可 得 吾 生 4 ,因此 4 = 8. 


8.83 设 集 合用 = jxz,… ,sal 由 30 个 互 不 相同 的 正 数 
组 成 , 4.(1 < n < 30) 是 睹 中 所 有 的 rn 个 不 同 元 素 之 积 的 和 


数 .证 明 : 若 4ts > 4, 刚 4，> 1 
《俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”只 须 证 明 , 如 果 4 过 1 那么 对 于 一 声 1 过 pm 之 23, 都 
有 At < A 

由 于 A 二 1, 所 以 4 > A144. 将 有 4 与 44, 生 开 ,并 且 整 理 以 
后 ,可 知 414, = 4:1+ 训 ,其 中 3 是 依次 将 4 中 的 一 个 因素 汪 平 
方 所 得 到 的 和 数 , 故 知 S。> 0, 由 此 即 得 所 证 . 


38. 中 设 z* 是 正 整数 ,并 记 丰 是 含有 轻 + 1 个 正 整 数 的 集合 ， 
并 且 具 有 下 述 性 质 : 任 何 含有 nm + 1 个 元 素 的 子 集 , 一 定 包 含 
两 个 元 素 ,使 得 其 中 一 个 元 素 能 整除 另 一 个 元 寨 . 证 明 : 夺 一 


定 包含 一 个 子 集 1x1 ,x2,…,%,1| ;满足 1 人 = 1,2,.",n), 
(罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 设 庆 是 XX 的 子 集 ,x 是 多 中 的 一 个 元 束 . 定 义 x 在 不 
中 的 秩 为 万, 即 在 有 中 存在 着 上 个 不 同 的 元 束 x ,x2 三 % ,| 
满足 NE 能 整除 x (i 三 1,2,°,k 一 1) , 且 [9 是 具有 这 种 性 质 的 最 
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大 数 ， 

若 庆 = 无 , 则 视 x 的 秩 为 下 . 

注意 :如 果 工 中 两 个 元 素 具有 相同 的 秩 , 则 其 中 任何 一 个 都 
不 能 整除 另外 一 个 . 

只 须 证 明 ,如 果 玉 中 任何 一 个 上 + 1 个 元 素 的 子 集 关 ,都 包含 
一 个 在 开 中 至 少 秩 为 2 的 元 素 , 则 中 中 一 定 包含 一 个 秩 至 少 为 
t+ 1 的 元 泰 , 在 给 定 的 条 件 下 , 利用 上 面 的 “注意 ”, 可 知 秩 为 
上 sm) 的 元 素 的 个 数 不 能 超过 n. 进而 , 秩 最 窗 为 = 的 元 素 个 
数 不 能 超过 世 . 于 是 ,由 于 下 具有 + 1 个 元 素 , 可 以 断定 ,一 定 包 
含 一 个 元 素 ,其 秩 至 少 为 nn + 1. 

注 “本题 是 Dilworth 定理 的 一 个 特例 . 

Ditworth 定理 :在 一 个 至 少 有 mn + 上 个 元 素 的 偏 序 集中 ( 即 一 
部 分 元 素 之 间 具 有 顺序 ,可 比较 大 小 ), 或 者 有 mm + 1 个 元 素 订 以 
互相 比较 ,或 者 有 n + 1 个 元 素 是 两 两 不 能 进行 比较 的 . 

此 题 是 将 定理 用 于 m = nm 的 情形 ,并 且 指定 的 “ 序 ” 为 整除 . 


8. 生 已 知 时 是 一 个 由 形 如 0. sioa…en 构成 的 集合 .其 中 
i020,1,*…,9 的 一 个 排列 ， 
(1) 求 集合 好 中 的 元 农 的 算术 平均 值 , 


(2) 证明: 存在 一 个 正 整 数 nm, 且 1 < mn < 100, 使 得 ma - 
a EE N, 对 任意 的 a € 于 成 立 ， 
《罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 {1) 设 在 三 0. ale2…an 是 i 中 的 一 个 元 素 , 其 中 ls 
2 是 数字 0,1,…,9 的 一 个 排列 ,又 =9- atypa =9- 
Q2s""* ,blo = 89- ql0, 均 不 相等 , 则 B = 0. B62 bo 所 时 


由 题 意 可 知 》 儿 析 , 故 对 任意 的 a。€ We < 十 有 了 唯一 的 
5 =1- ac ,5 > 十 与 之 对 应 .将 六 中 的 元 素 分 成 数 对 (a,5)， 
其 中 a < 方 < 5,a + = 1, 因 此 ,集合 1 中 的 元 素 的 算术 平均 
值 为 广 . 

(2) 注意 到 ,WM 中 的 元 剖 e 的 循环 部 分 的 数字 和 为 0 + 1 + 


2+… +49= 45, 则 分 数 00 二 下 可 以 用 9 约 简 为 a = 证 汪 ,此 
“i 10 位 


处 


2 0 一 9m,m 所 网 
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考察 n = 2 必得 体会 拓 广 疑问 
因为 1 < na < 10?, 且 (rn - 1l)a EN , 故 命题 得 证 . 


8.86 ” 正 整 数 集 4 满足 : 

{1) 如果 a E 4A, 那么 a 的 所 有 约 数 均 E 4. 

(2) 如 果 全 去 4, 那么 1+ 加 所 机. 

证 明 : 如 果 4 中 至 少 有 3 个 不 同 的 元 素 , 那 么 4 包含 所 有 
的 正 整 数 ， 


【摩洛哥 数学 奥 林 正 克 ,2005 年 ) 
证 明 ”显然 ,方程 有 解 (0,0). 


下 证 方程 无 正 整 数 解 . 
由 原 方程 得 
3y7 = x(x + lx x+1) 
又 (xx+1)= 1,(x,x -x+1)}=1 


(x tix -x+1)= (x+1,(x+1)(r -2)+3)= 1 或 3 
(1) 荐 (xz +1 一 x+1) = 1, 则 x,x+1,x* 全 -x+1 两 两 六 
素 , 故 此 三 数 中 必 丰 两 个 为 完全 平方 数 , 另 一 个 为 完全 平方 数 的 3 
售 . 
但 * 为 正 整 数 时 ,zx 与 x + 1 不 能 同 为 完全 平方 数 , 而 
(x- = -2x+l<w -x*+l<e 
即 x - * + 1 也 不 是 完全 平方 数 , 从 而 此 时 原 方 程 无 解 . 
(2) 若 (x 二 1x -x+1) = 3, 则 xz+1 = 3k, 此 时 
w+ x = BRE DO OF +3) = OF(3k ~ 1)(38 -3k +1) 
于 是 P= FE 1)(382 -35— 1) 
令 y = 3z(z 扎 N*), 又 有 
322 = ECSE — 1)(3F: ~ 3k 1) 
由 于 上 ,3k 一 1,3 辽 3 上 -1 两 两 互 过 且 3k -1 和 3 局 -3k-1 均 
没有 因子 3, 故 
k=3R,3k -1 = mm 2md3),3R -Wk-1= n=2(md3) 
又 芋 二 0 或 1(mod 3), 政 盾 . 
从 而 原 方程 无 正 整 数 解 . 
综 上 可 知 , 原 方 程 仅 有 一 组 非 负 整数 解 (0,1). 


8.87 已 知 放 是 开 区 间 (0,1) 内 所 有 有 理 数 构成 的 集合 . 问 ， 
是 否 存 在 时 的 子 集 4 ,使 得 M 中 的 每 一 个 元 素 都 能 用 唯一 的 
方式 表示 为 4 中 的 一 个 元 素 或 有 限 个 不 同 元 素 的 和 ? 

〔 保 加 利 亚 教学 奥林匹克 ;2005 年 ) 
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解 ”我 们 证 明 ;不 存在 满足 条 件 的 i 的 子 集 4. 心得 体会 拓 广 疑问 
若 存 在 满足 条 件 的 性 的 于 集 4 , 则 对 于 任意 的 aE 4, 有 4 站 


(#,a) 三 省 . 

实际 上 ,车 看/ 万 4 , 且 如 7 [本 (和 2,aj , 则 一 在 7 刁 (0, 生 ) ; 且 
a - a' 可 以 表示 为 4 中 的 一 个 元 素 或 有 限 个 不 同 元 素 的 和 . 于 是 ， 
数 a 即 可 表示 为 4a, 也 可 表示 为 a' + (a - a'), 其 中 a -a' 是 4 中 
的 一 个 元 罕 或 有 限 个 不 同 元 素 的 和 ,与 时 中 的 元 素 表 示 的 唯一 性 
矛盾 . 

特别 地 ,可 以 得 到 ,对 于 每 一 个 = 1,2， 区 间 [ 2 六 "Hj 中 


最 多 有 4 中 的 一 个 元 素 . 

车 集合 4 中 有 有 限 个 元 素 , 用 它们 的 和 最 多 可 以 表示 腿 个 
(0,1) 中 的 有 理 数 ,所 以 ,4 中 有 无 穷 多 个 元 素 . 将 4 的 元 素 排序 
为 a1, 42,… ,使 得 对 于 i = 1,2,…, 有 a; 之 2a;41. 若 存在 一 个 i 使 
得 ai > 2aik 则 

1 三 1 


:站 


这 表明 开 区 间 (s, a1) 中 的 有 再 妇 不 能 表示 为 4 中 不 同 元 素 的 和 ， 
矛盾 - 


于 是 对 于 所 有 的 ; 三 1,2,…, 有 (ir1 三 2i lM 中 的 任意 元 来 


都 可 以 表示 为 "2!(m 和 是 正 整 数 ), 这 是 不 可 能 的 . 
因此 不 存在 满足 条 什 的 子 集 4. 


8.88 pp 是 一 个 给 定 的 素数 .0 < al < oz < … < qs<p 及 
0s 6b < Bb < < bn < pp 是 任意 两 个 非 氏 整数 询 , 若 a + 
bl <iemlcje n) 在 模 p 意义 下 共有 上 个 不 辣 的 值 . 


证 明 ; :(1) 荐 m+n>p， 则 上 = p. 
(2) 若 m+ ne<p, 则 2 m+n-l. 
【保加利亚 数学 奥 杀 匹克 ,2004 年 ) 


证 明 (中 ) 设 iE 10,1,2,…,p 一 目 , 考 虑 1 ale iem.|. 
及,1 < 六 sn 在 模 p 意义 下 的 值 ,因为 m+ mn > p, 从 而 上 述 各 
值 在 模 意义 下 必 有 两 个 相等 的 值 . 又 注意 到 :- Qt 和 lf 志 h 
是 互 不 相同 的 , 刀 和 1 < j < n 也 是 互 不 相同 的 ,那么 必 有 :,r E 
IN ,1 se 所 六 1 < 7 < 使得: - a, 一 六 (mod P)， 故 可 知 : = 
+ (mod p). 那 么 由 :的 任意 性 可 知 & = pp. : 


第 8 章 整数 与 集合 
Chapter 8 Inieger and Coneourae 467 

(2) 假设 m+n 和 ep; 设 4 = Tatya2 san|, B= | 552， 心得 体会 拓 广 疑问 
5 对 尾 意 两 个 集合 ,了 ,用 了 荆 + 了 表示 1x + y(mod p) 1 x 所 久 ， 
7 E 了 ,我 们 证 明 k =14+Bl 光 m+n-1. 不 妨 设 m< ,我 
们 对 rn 用 归纳 法 . 

i 当 mm = 1 时 ,我 们 知道 

142+BI=la+B|I 
因为 当 ! 天 了 时 ai + 贞 写 Ql 二 号 (mod 了) ,我 们 知道 
la+BIl=iBIl=n=m+n-l1 
故 当 m = 1 时 命题 成 立 . . 

ii 我 们 假设 当 | 4 1< m 时 命题 成 立 ,下 设 141= m,181= 
n,m 有 忒 nn 且 m+ 上 Dp; 由 nn < 可知 存在 c 作 BlO<cgsp- 
1) ,考虑 下 述 各 数 ec + t{a2— 01) s+ 三 1,2,…,p -1( 模 p 意 义 下 )， 
容易 知道 这 些 数 包含 了 除 。 外 的 所 有 数 , 取 :是 最 小 的 一 个 使 得 : 
满足 

b=e+t+ita- a)eEB 
记 4 = 6 -a?+ 及 , 则 不 难得 知 
上 一 22+a@ 和 有 
ba+q= Et 
batarc+ta-a)¥B 

下 面 我 们 证 明 14 + Bl2m+n-l1, 设 F=4 门 B,G= 
A' U8, 则 下 二 名 ( 因 为 5 所 下) 是 A' 的 真子 集 ,B 是 6 的 一 个 
实 子 集 {因为 5 - ez + al 七 妈 ,但 是 8 -qa2+ al 了 ), 从 而 可 知 

GciFl<me<n<|lel 
另 一 方面 ,我 们 又 有 
m+n=lA'I+IBI=I1A NBI+iAUBI=|1IFI+lIG| 
又 注意 到 下 + 6 忆 #4+ B( 因 为 车 有 /EC BB 及 g E68, 我 们 
可 以 证 明 g € 4' 有 晶 f€ 下 性 B, 从 而 推出 f+ gE€ A + 8), 故 
IF+CIsIlFI+lI Cl-1=IA4 1+1BI-l=m+n-l 


取 1A+Bil=m+nrn-1 
从 而 1A+BI=1A+B|I=m+n-l 
综 上 可 知 原 命题 获 证 . 


8.89 (1) 车 正 整数 k(E > 3) 满足 :有 下 个 正 整 数 ,使 得 任意 


两 个 不 互 质 ,任意 三 个 互 质 . 求 上 的 所 有 可 能 值 . 
(2) 是 否 存在 一 个 无 穷 项 的 正 整数 集 ,满足 (1) 的 条 件 ? 


解 (1) 设 任意 一 对 不 考虑 次 序 的 正 整 数 对 (m,n)tm,n E 
全,2,… ,81) 对 应 的 质数 为 gCm,n), 其 中 m 关 n, 且 车 数 对 
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(m,n) 和 (tm, n1) 不 同 , 则 心得 体会 折 广 疑问 
Pm,n) ¥ pmis ni) 


不 
设 @ = ][gGi,n) ,i = 1,2,.…,k, 
1 


设 和 集合 和 al, a2,… ,arl 满足 要 求 的 条 件 . 

因为 a; 和 si 的 最 大 公 因 数 为 pi, 六 ,ai 和 a 的 最 大 公 因 数 为 
pti 站 ,其 中 p(i,j) 和 p(i, 上 为 不 同 的 质数 ,因此 ,a;,a,ar 的 
最 大 公 因 数 为 1, 故 对 于 所 有 的 (EK > 3), 均 满足 条 件 . 

(2) 不 存在 满足 条 件 的 集合 . 假设 存在 满足 条 忻 的 集合 
Ta az , 则 显然 有 Cl > 1. 

设 el = plip2…pw, 其 中 pi,p2,…,p, 是 不 同 的 质数 , 考 虚 其 
中 的 s+ 1 个 数 82,43,…, asy2. 因为 这 s+ 1 个 数 中 的 每 一 个 均 与 
al 不 互 质 ,因此 ,每 一 项 均 能 被 pj,p2,…,p, 之 一 整除 .所 以 ,存在 
两 个 数 ,不 妨 设 为 a 和 a 这 两 个 数 均 能 被 p; 整除 ,于 是 , a1, au， 
an 不 互 质 . 泌 盾 . 


8.90 证明 :对 每 个 正 整数 a。 > 4, 存 在 无 穷 多 个 无 平方 因子 
的 正 整数 ,使 = 1 ae" -~ 1.( 注 := 无 平方 因子 是 指 不 存在 p 为 


素数 ,使 p? | ny 
《保加利亚 数学 奥 林 匹 交 ,2004 年 ) 


证 阴 归纳 构造 np,k = 1,2,…, 使 1 a% -1, 且 ni 无 平 
方 因子 , 取 n, = p,p 是 a -1 的 任 一 素 因 子 (车 a -1 有 奇 因子 , 则 
取 为 奇 素 因 于 ), 则 

nlae-l=n|la" -1 

六 a -l= (el)(en lran?i+r.+1) 
由 于 《en + en +…+la-H= (ma-1)-n 
所 以 em + an +… +1 与 -1 有 一 个 公共 素 因 子 . 

下 证 e+ e+ +IT 存 在 一 个 素 因 子 4,9 不 整除 e - 1. 
若 不 然 , 则 


a + ar + 和 +1 = 对 
由 于 ge 总 4, 所 以 a 关 2, 所 拟 归 | am-1l. 
令 @ = kni+ 1, 则 
(km + D™ -1 = C2 (Chni)? + Ch hu(mod 3) 
车 n， = 2, 由 mi 定义 可 知 &a -1 = 2,8>2, 
or +e+1=ea+l=28+2, 这 与 几 |aea+1 了 矛盾 
故此 时 m; 为 奇 素数 ,所 以 


第 8 章 于 数 与 第 合 


Chapter 8 Integer and Comneouree 


(knit + Ll) -1 = lnt = O(mod ni 

所 以 ni 1 所 以 
21=l+t+l+"+l nl Omod nf) 

牙 盾 ! 综 上 可 知 am-! + … + 1 有 素 因 子 9,g 不 整除 a - 1. 

取 ma = ng; 则 

nz 1 an -| 一 nz1an9 -1 一 res -1 
且 mm 无 平方 因子 ,下 设 mn 有 都 已 取 好 , 关 尖 2 加 = my-i， 
7 为 农 数 , 且 (Cr,m-UD = 1, 则 
mae -1 = Com Dian + os + 二 

而 《gr 十 和 … 十 在 业 -1 十 1 me) 三 (r, ns) =1 

何 前 证 明 可 敌 es 全 Dg 主导 8%-t + 1 必 有 一 素 
因子 * ,不 同 于 r, 朋 (sm ) = 1 令 mert = sm 即 可 ,此 时 

Sa — ln el 一 工 

综 上 可 知 存在 无 穷 害 个 不 含 平方 因子 的 4, 使 n1ar -1, 证 

毕 ! 


ani-1 十 a 


8.91 n 和 下 为 正 整 数 , 且 2 万 玉 志 n. 设 多 为 11,2,…,n| 的 
子 集 族 ,满足 对 任意 下 和 PE . 公 存 在 正 整 数 1 < t < n, 使 得 
lit+l,, t+ hk-1lCC(FNe) 


证 明 ; | 2", 
《伊朗 数学 奥林匹克 ,2002 - 2003 年 ) 


证 明 记 机 = 本 11 芝 上 二 呈 二 并 mod 天 | 考虑 尖 = 
[IFNGtFEF). 
显然 ,对 任意 的 ,ER 有 站 Fz# 光 . 
因此 对 任意 { 玉 ,站 ) 中 的 对 子 ,至 多 有 一 个 属于 沉 , 故 
1 守 |1 2141-! 
易 知 | 1 . 妆 1 = TT 2 2r+ 


8.92 如 果 = 是 一 个 正 整数 ,o(n) 是 满足 (a(n))! 可 以 被 
整除 的 最 小 正 整数 . 求 所 有 的 正 整数 ,使 得 at》 = 六 


解 ”因为 c(a) = 冯 n, 则 31m. 
设 m = 35. 若 天 > 3, 则 3 181. 
所 以 ,efn) 三 上 < 地 n. 蔬 盾 . 


心得 体会 拓 广 疑问 
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又 因为 a(3) = 3 二 之 x3,a(6) = 3 关 双 x6,a(9) = 6 之 | “~ 各 体 会 才 广 要 内 


x 9. 
故 = 9 即 为 所 求 . 


8.93 ”一 个 从 正 整数 集 N* 到 其 自身 的 函数 /满足 ;对 于 任意 
的 mn EN ,m+n 可 以 被 mm) + Fr) 整除 . 


证 明 : 对 于 每 个 E N*, 有 An) = n. 
(国际 数学 奥林匹克 预选 其 ,2004 年 ) 


， 证明 当 m = n= 1 时 ,由 已 知 条 件 可 得 (1) + 记 1) 是 
(+1)? = 4 的 正 因数 .因为 吕 + : = 4 无 整数 根 , 且 (1) + f(1) 
比 1 大 ,所 以 (1) + fl(1) = 2. 

从 而 fA(1) = 1. 当 m= 1 时 ,有 


(fin)+ D1 (n+iy OD 
其 中 ,zn 为 任意 正 整数 . 
同 理 , 当 nn = 1 时 ,有 
(fm) + 1) 1 (Cm +1) 二 


其 中 ,m 为 任意 正 整数 . 

要 证 明 站 mn) = n, 只 须 证 明 有 无穷 多 个 正 整 数 ,使 得 
A(E) = 不 .实际 上 ,车 这 个 结论 是 对 的 ,对 于 任意 一 个 确定 的 n E€ 
N;, 和 每 一 个 满足 fCE) = 上 的 正 整数 上 ,由 已 知 条 位 可 得 

RB+fn) = PUK) + fn) 
整除 (和 + 于)2. 又 
(B+ na) = (RR+An) + (rn - An))) = 
A + Fn)) + Cn ~ Fn))? 


其 中 ,4 为 整数 ， 
于 是 ta - 扎 m) 关 能 被 天 + 大) 整除 ,因为 上 有 无 旁 密 个 ,所 
以 ,一 定 有 (nm - A(n)) = 0, 即 对 于 所 有 的 n EN,, 有 f(n) = mn， 
对 于 任意 的 质数 p, 由 式 中 有 
(Ap-lD)+1i)1p’ 


所 以 fl(p-i)j+l=p 
或 flp-1D)+1l=p’ 

车 fp ~ +1= 户 , 由 式 加 可知 (p? -1)?+ 1 是 ((p -172+ 
1)? 的 因数 . 

但 由 p > 1, 有 


(p12+l> (pp-lp+1) 


第 8 章 ”整数 与 集合 
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((p-12+12<fp-1D2+(p-12) = (p- 1p 心得 体会 拓 广 疑问 
矛盾 ， 
因此 Ap - 1) + 1 = p, 即 有 无 穷 多 个 正 整 数 p - 1, 使 得 
flp -D = 了 -1. 


8.94 设 4 为 正 整数 集 N” 的 一 个 非 空子 集 , 如 果 所 有 充分 
大 的 正 整 数 都 可 以 写成 4 中 两 个 数 之 和 (可 以 相同 ), 则 称 4 
为 一 个 二 阶 基 . 对 sx = 1, 记 A(x) 为 4 中 所 有 不 超过 x 的 正 整 


数组 成 的 集合 . 证明: 存在 一 个 二 阶 基 4 及 正常 数 忆 ,使 得 对 
所 有 x 1 都 有 1 A(x) 1 Cx. 


证 明 令 
站 = [ed] 二 22 | 身 安 bl < 有 六 “人 有 Uy 
{22e+1 十 + 4 + 2 +! 10< cg ez < cnyei 所 

Z| 
由 于 每 一 个 整数 都 可 以 表示 为 26 + 2 于,0a hk < 
如 < 的 形式 及 下 = 2-1 2k-1(k > 1) 知 和 44 为 一 个 二 阶 
基 . 

著 22 + 220 4 22 < *; 则 22, 2 < YX ,从 而 

2 + 2 + tl < 2VX 

因此 A(x) 中 形 如 25 + 2 + … + 25 的 数 的 个 数 不 超 过 2Yx. 
车 


23e1+1 + 22°2+1 二 D2 +1 1 


则 Dtl x, al 之 


从 而 2 2 Dx 
因此 4A(x) 中 形 如 22 六 +1 + + 2+l 的 数 的 个 数 不 超 过 
V2x. 所 以 


1 A{x) | (2+Y2) vx 


82 


和 韧 等 数论 难题 集 { 第 一 卷 } 
The Collection of Difioult Problem of Flemeniary Fumetion Theoryt' Ths First Volume) 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 9 章 整 所 


在 平面 直角 坐标 系 中 , 若 点 4(x,y) 的 横 、 纵 坐标 均 为 整数 ， 
则 称 4 为 整 点 ,也 称 格 点 . 
关于 整 点 也 有 很 多 内 容 . 


9.1 在 平面 上 的 每 个 整 点 (x,y)(x,y 都 是 整数 ) 处 放 一 慢 
灯 . 当时 刻 + = 0 时 , 仅 有 一 蕉 灯亮 着 . 当 : = 1,2,… 时 ,满足 


下 列 条 件 的 灯 被 打开 : 至 少 与 一 玫 亮 着 的 灯 的 距离 为 2 005. 
证 明 : 所 有 的 灯 都 能 被 打开 . 


证 明 ” 设 最 初 亮 灯 为 0. 对 某 点 A, = (x,y). 
2 005% = 1 357 + 1 4708 
(1 357,1 476) = (1 357,119) = {1 357,7 x 17) = 1 
令 a = (1 357,1 476),b = (1 476,1 357) 
ce = (1357, -1476).4 = (1 476, - 1 357) 
车 在 1 时 刻 #4 被 点 亮 , 则 在 下 一 时 刻 A4+g,4A+ 站 ,A+cs4+d 分 


草 被 点 亮 ， 
只 须 证 对 任意 的 4, 存 在 p,q,r,s € 世 , 使 
-= m+B+rm+t+d 中 
因为 (1 357,1 476) = 1 ,由 斐 蜀 定理 知 ,存在 mmnoytuoyt 如 近世 , 满 
是 


x = 1 357mo+ 1 476no 
y = 1357u + 1476v0 
令 m= mot+ 1 46k,n = no— 1 357k 
t= wot+l 46l,v = vo~ 1 3571,k,1ET 
21Ctm -vo2l (mo vo+ 1 476k + 1 3571)e 


21(mo— vo+ 1) @ 
21 (une21 (uw — no+ 1 476l + 1 357k)c» 
21 (wo — no+k) © 


显然 存在 k,1E 世 满 足 式 外, 加, 令 
{?* "= m {+ n 


p-r=v” 二 一 了 = 二 村 
p = e+ g 二 
2 ”2 
则 ， | 
了 二 亚 二 也 4 二 开 二 电 
， 2 


第 9 章 整 点 
Chapter 9 Iniegrsl Poin 


显然 p,qg,T;s E 世 满 足 式 中， 心得 体会 拓 广 疑问 
所 以 ,总 可 经 过 有 限 次 操作 使 4 被 点 亮 . 


9.2 在 坐标 平面 上 纵 定 一 个 凸 五 边 形 4A8CDE ,其 所 有 顶点 
的 坐标 都 是 整数 ,证 明 :在 五 边 形 内 总 是 可 以 找到 具有 整数 坐 


标的 点 ,即使 是 只 有 一 个 这 样 的 点 ,类似 的 结论 对 非 凸 五 边 形 
正确 吗 ? 


(第 9 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 , 五 边 形 有 两 个 相 邻 顶点 ,在 该 两 项 点 上 的 
内 前 之 和 大 于 180F ,否则 
A+r/ABe MM, AB+r 人 /Ce 1 
C+LDal0, AD+rAEx 1 
E+AA< 1 
于 是 ArAB+IAC+/AD+ LB & 0 
与 A+AB+AC+AD+AE = 540 忒 盾 . 
假设 人 A + 一 下 > 180. 
用 由 和 dc 分别 表 示 从 点 和 点 C 到 直线 AB 的 距离 . 
不 妨 设 屿 > 让 . 作 平 行 四 边 形 AMCB ,如 图 1 所 示 . 
因为 CBA + BAE > 180P, 而 CBA + BAM = 180 ,所 
以 射线 4M 在 BA4E 的 内 部 . 图 1 
丸 因 为 由 产 纪 , 故 或 是 点 上 位 于 直线 CM 上 {如果 ds = dre)， 
或 是 点 4 和 下 分 别 在 直线 CM 的 两 侧 ( 如 果 ds > de). 
因此 ,时 或 在 四 边 形 4BCE 内 ,或 在 边 CE 上, 且 MCMzx 
吾 , 由 于 五 边 形 48CDE 是 凸 的 (图 2) ,所 以 点 村 在 凸 五 边 形 的 内 
部 


设 4(x4ry4) ,B(xp,78)， C(xcs yc) ,D(xp, yp) 都 是 整 点 , 则 
XH = NA RC TRE A+ ye— Ya 
是 整数 ,因而 时 是 整 点 . 
对 于 非 凸 五 边 形 是 不 正确 的 ,如 图 4,8,C, 六 都 是 整 点 .然而 
在 其 内 部 没有 整 点 . 图 2 


9.3 ”对 于 御 么 样 的 整数 n > 3, 平 面 上 有 一 下 n 边 形 , 它 的 项 
点 全 是 整 点 ? 


{第 26 届 国际 数学 奥林匹克 蛋 选 题 ,1985 年 ) 


解 “我们 证 明 , 当 且 仅 当 n = 4 时 ,有 一 正 n 边 形 的 顶点 全 是 
整 点 . 
当 nn = 4 时 ,正方 形 的 顶点 全 部 是 整 点 是 显然 的 . 
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当 m = 3 时 , 即 正 公 ABC 的 顶点 都 是 整 点 , 设 A(x1,y1)， 心得 体会 拒 广 晨 问 
B(x2, 32) CCx3, 73) ;其 中 x 和 yi(i = 1,2,3) 都 是 整数 ,和 4BC 


的 面积 为 8, 则 
| yl] 1 
和 = py XI YY 1 
xs 3 1 
显然 ,5 是 有 理 数 . 
另 一 方面 
5 = AB: - Bs - wy? + Cp ~ pa)) 
则 $ 是 无 理 数 . 
出 现 矛 盾 ， 


所 以 n = 3 时 ,正三 角形 的 三 个 顶点 不 能 都 是 整 点 ， 

由 此 推出 n = 6 时 ,正六 边 形 的 六 个 顶点 不 能 都 是 整 点 ， 

设 nz 3,4,6, 目 正 n 边 形 4142… 和 是 所 有 以 整 点 为 顶点 的 
正 n 边 形 中 边 长 最 短 的 一 个 ， 

设 B 是 4 接着 向 量 征 ,14 训 的 方向 和 大 小 作 平 行 称 动 得 到 的 
点 , 即 4 启 = 元 :14 这 时 B18B2…8B, 是 正 4 边 形 , 它 的 顶点 都 是 
整 点 ,然而 它 的 边 长 小 于 正 = 边 形 4142… 4, 的 边 长 ,与 正 n 边 形 
机 A2… 有 6, 的 选取 相 了 矛盾 . 

所 以 , 仅 当 有 = 4 时 , 正 n 边 形 的 硕 点 都 是 回 点 . 


9.4 说 P,P 了 Pgs = Po 是 平面 xOy 上 具有 下 列 性 质 
的 不 同 的 点 : 

(1)P 的 坐标 是 两 个 整数 ,其 中 让 = 1,2,…,1 993. 

(2) 除 P; 和 PP., 外 ,在 线段 请 Pi 上 没有 坐标 是 两 个 整 


数 的 点 ,其 中 = 0,1,2,… ,1 992， 
证 明 : 对 于 基 个 i,0 < i < 1 992, 在 线段 PP,, 上 存在 一 
个 点 Q2(9 09) 使 得 29, 和 2g, 是 奇 整数 . 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


证 明 ” 设 向 最 Bw 有 分 量 ,sw;, 其 中 i = 0,1,2,…,1 992. 
则 每 对 u,v 满足 (wi, sw) = 1 
否则 ,在 P; 和 PP;,, 间 还 应 有 另外 一 个 整 点 . 
假设 在 任 一 线段 PP, 上 均 不 包含 所 需 的 点 0, 则 
ui+ vm lmod 2) 
其 中 ,1 = 0,1,2.…,1 992. 因 此 
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SC, 41) = 1993 = 1(mod 2) 心得 体会 拓 广 妊 问 
[Ei 
然而 ,向 量 P.P; 的 总 和 为 零 向 量 ,这 意味 着 
S$ , = 人 0 
imb 
1 
和 D2 = 
1 9 = 
这 时 就 有 2 Cu + 人 ) =0 


i=0 
出 现 了 了 矛盾 . 
所 以 对 某 个 i,0 二 谋生 1 992, 在 线段 P,P;,1 上 存在 一 个 点 
0(g，9) ,使 得 2q, 和 29, 是 奇 整数 ， 


9.5 “在 平面 直角 坐标 系 中 给 定 一 个 100 边 形 P ,满足 
《1)P 的 顶点 坐标 都 是 整数 . 
{2)P 的 边 都 与 坐标 轴 平 行 . 


(3)P 的 边 长 都 是 奇数 . 
求证 :P 的 面积 是 奇数 . 
(中 国 固 家 集训 队 选 找 赛 试题 ,1986 年 ) 


证 明 ” 先 给 出 一 个 引 理 ; 
引 理 ”给 定 复 平面 上 一 个 n 边 形 灵图 1) ,其 顶点 对 应 的 复 
数 分 别 为 zi 22's Zn1 则 P 的 有 向 面积 为 


号 = pi 二 22 十 和 1 和 十 矶 21) 
其 中 ,Imtz) 表示 复数 x 的 虚 部 ， 
此 引 理 可 以 利用 n = 3 时 的 结论 ,用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 


下 面 证 明 命 是 本 身 . 
设 PP 的 顶点 对 应 的 复数 为 


j= 各 +iy, f= 1,2,.*,100 
由 题 设 可 知 ,x 和 7 都 是 整数 . 
再 由 题 设 (2) 和 (3), 叉 可 设 

人 = Yl 
Ya Ss Yit+ 奇数 
人 = xj + 奇数 


ai+1 三 Y27 
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这 里 1 和 < 和 ,xio = ;Yio = ;并 约定 yo = yim. 
由 引 理 ,了 P 的 有 向 面积 为 


1 ] 备 
号 二 Im 55 兰 
jet 


1. . : 

2 (x + iy) {wi iy) = 

了 mm 这 ( (xfer + yj) + i wy 一 7 三 

1 [i 

5 W741) = 

1 1 

ZO (er 一 X28721+1)》 + “2 一 X21-1y2i = 

1 用 ‘3 

EP 一 X23) + 广 2 ee — 22i-1y2j) = 
1 总 1 二 

pp (xzrs17oj 一 x2j_172) + 了 2 ory - $s = 
yo 1= fm j= 

2 《szjr133 一 9j-1727) = 2 Cran 一 Xj 1) yoy = 

i= = 

0 


"my 为 奇数 ) = D2 ya mod 2) = 


2% - yaj-2) (mod 2) = 2 1(mod 2) = 1(mod 2) 
即 己 是 面积 是 奇数 . 


3.6 设计 为 平面 上 坐标 为 (p x1994,7p x 1994) 的 点 ,其 中 
P 是 素数 . 求 满足 下 述 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 ; 
(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 ,而 且 是 直角 顶点 . 
(2) 三 角形 的 内 心 是 坐标 原点 . 
《第 唱 局 中国 中 学 生 数 学 专 令 项,1994 年 ) 


解 ”如 图 1, 联结 坐标 原点 0 及 点 时, 取 线 段 ON 的 中 点 
Tp x997,7p x 997) ,把 满足 条 件 的 一 个 直角 三 角形 关于 点 了 作 一 
个 中 心 对 称 , 即 把 点 (x,y) 变换 为 点 (p x 1 994 - x,7p x 1994- 
》). 于 是 ,满足 题目 条 件 的 一 个 整 点 直角 三 角形 变 为 一 个 与 之 全 
等 的 整 点 直角 三 角形 ,三 角形 的 内 心 变 为 点 版 ,直角 顶点 变 为 坐 
标 原点 .因此 ,所 求 整 点 直角 三 角形 的 个 数 , 只 须 考虑 直角 顶点 在 
坐标 原点 ,内 心 在 点 对 的 情况 邵 可 . 


考虑 满足 上 述 条 件 的 整 点 RtA O4B， 
设 人 人 x04 = a,ZLx0M = B, 则 a+ 了 于 = 月 
由 题 设 条 件 可 知 


tan 月 = 了 


心得 体会 拓 广 疑问 
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tan -ton 去 心得 体会 拓 广 疑问 
TT 


1 + tan Ptan 4 
于 是 直角 边 04 上 的 在 一 点 的 坐标 可 写成 (4: ,3+). 
由 于 4 是 整 点 , 若 A(41,3t),t EN, 则 04 = 54. 


由 一 70B8 = a 可知 ,点 B 的 礁 标 为 (- 3t0,4i0) ,EN,OB = 
5io. 


tan a = tn(8 -于 ) = 


lm 


直角 三 角形 内 切 加 半径 + = 之 OM -= 5p x 1994. 


设 04 = 2r+ po,08 = 2 4 qo 由 于 04 ,08,r 都 是 5 的 信 
数 , 则 po, go 也 是 5 的 倍数 . 
AB = OA + 0B-2r=2r+pot+q 
由 勾 股 定理 AB* = 042 + OB? 
即 (2r + po + qo) = (2r + po + (2r + qo) 
则 pogo = 2 
即 poqo = 2°: F-19948. p? 


由 局, 多 者 是 自然 数 ,可 得 
名 。 加 =2BxmPxp 
当 p 2 和 p xz 97 时 
Be 2: x 997 x pt 
其 中 ,i = 0,1,2,3;j = 0,1,2;k = 0,1,2. 
于 是 怒 , 蜡 ] 有 4 x 3 x 3 = 36 组 不 同 的 有 序 解 


当 p = 2 时 ,有 
S = 2: x 99F 
2 x 997P-i 


其 中 ,i = 0,1,2,3,4,5;7 = 0,1,2. 


于 是 { 加, 和 @] 有 6 x 3 = 18 组 不 同 的 有 序 解 . 
当 p 二 997 时 ,有 


Po _ i i 
5 = 2 x 的 # 
Y= Bi x 9974 
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其 中 ,i = 0,1,2,3;7 二 0,1,2,3,4. 
于 是 ( 鱼 , 息 ] 有 4 x 5 = 20 组 不 同 的 有 序 解 
由 以 上 ,所 求 直 角 三 角形 的 个 数 为 
36， 当 p x2 和 p x97 时 
S 三 | 当 p = 2 时 
20, 当 p 三 997 时 


9.7 以 平面 直角 坐标 系 中 的 每 一 个 整 点 为 图 心 ,各 作 一 个 
半径 为 二 的 圆 .证 明 : 任 何 半径 为 100 的 圆周 都 至 少 与 这 些 加 


中 的 一 个 相交 ， 
{第 委 届 英 斯 科 孝 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


证 明 设 @ 为 任意 一 个 点 . 
又 设 y7 = 上 (上 毛 包 ) 是 与 以 口 为 图 心 ,以 100 为 半径 的 加 相 交 


的 直线 中 最 上 面 的 一 条 直线 ,而 直线 y = 上 + 1 与 该 加 不 相交 . 
如 果 该 直线 上 所 有 的 整 点 都 在 该 圈 之 外 ,那么 不 难 证 明 , 其 


中 离 圆周 最 近 的 整 点 与 圆周 的 距离 不 超过 了 ,因此 圆周 必 与 以 该 


整 点 为 圆心 ,以 二 为 半径 的 圆 相交 . 
如 果 该 直线 y = 上 上 有 某 些 整 点 在 该 加 0 之 内 . 设 是 其 中 


离 该 贺 周 最 近 的 整 点 . 
设 4 是 直线 y = 大 上 离 召 最 近 的 位 于 网 外 的 整 点 , 则 有 48 = 


1. 
假设 贺 周 不 与 以 4 和 8B 为 疾 心 ， 以 计 为 半径 的 图 相交 , 则 此 
时 就 有 


1 1 
OA > 100 + 4: < OB < 100 -这 


因此 就 有 04 -0B > 车 
O42- 08 = (04 - OB)(O4 + 0B) > 学 


设 0' 是 自 0 向 直线 xy = 堪 所 引 生 线 之 算 足 , 08 = x, 则 
A= x+l 
(x+1Y-2= 042_- 08> 


解 得 0B8=*>¥ 


于 是 就 有 


199 
7 


心得 体会 拓 广 疑问 


00' = 0B? - 0'8? < (100 - 27 - (Se) < oF 
从 而 DO < 
由 于 圆心 O 到 直线 y = & + 1 的 距离 为 
OO +l<9+1 := 100 
这 样 该 贺 就 与 直线 y = + 1 相交 ,与 我 们 一 开始 的 选取 相 了 矛盾 . 
因此 该 圆 必 与 圆 4 或 加 8 之 一 相交 . 


9.8 在 坐标 平面 上 , 纵横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 . 试 
证 :存在 一 个 同心 圆 的 集合 ,使 得 


(1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 某 一 贺 周 上 . 
(2) 此 集合 的 每 个 圆周 上 ,有 且 只 有 一 个 整 点 ， 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 


证 法 1 假设 同心 加 圆心 为 P(x,y), 尾 意 两 整 点 4(a,8) 和 
Ble, d), 其 中 a = c 和 6 = d 不 同时 成 立 . 
| PA I? = (x ~- a +(y- b)* = 
ja -2 + 
I PRI2= (x- c+(y- d= 
-2x 2d++ 
1 2412-1 2= oor -+2 ax +2d -by 
因为 a,b,c,d EZ, 且 a = cb = dd 不 同时 成 立 . 
所 以 要 使 | PA 1 1 PB [, 只 须 取 x 为 任意 无 理 数 ,y 取 任 意 
分 母 不 为 2 的 非 整 数 有 理 数 即 可 (或 x,y 各 取 形 如 Ym ,yn 的 最 简 
非 同类 根 式 的 无 理 数 , 其 中 m,n EN). 


如 取 P42, 吉 ), 则 任意 两 个 不 同 整 点 到 P(f2, 才 ) 的 距离 都 
不 相等 
把 所 有 鳖 点 到 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 
7 rr39 
以 P(V5 ,车 ) 为 圆心 ,ri ry,… ,1 ，… 为 半径 的 同心 国 集 合 即 为 所 
求 . 


证 法 2 设 任意 两 个 不 同 整 点 A(a,8) 和 B(e,d), 
下 面 分 三 类 情况 进行 讨论 : 

{lax ob xd, 中 点 凡生 二 2 ,二 十) . 

AB 垂直 平分 线 方程 为 


-b+d -<=9(。 - ste) 
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a00 


(2)a = ,bz d, 中 点 开 ({ a, 时 4) ,4B 重 直 平 分 线 方程 为 | 。 人 年 体 会 区 三 疑问 


三 7 
b+d 
y= 2 
(3)a zc = d, 中 点 MM( 和 二 ,5) ,48 垂直 平分 线 方程 为 
+ 


完 垃 


显然 ,只 有 在 上 述 三 类 直线 上 的 点 才 有 可 能 到 平面 上 某 两 整 
点 的 距离 相等 .车 取 P(W2,Y3), 则 了 必然 不 在 上 述 三 类 直线 上 ， 
即 PW2wW3) 到 任意 两 个 不 同 整 点 的 距 坎 都 不 相等 . 
把 所 有 整 点 与 点 严 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 
Tl Tar 73 
以 PUW2,43) 为 圆心 ,r) sary Fn 为 半径 作 的 同心 下 即 为 所 
求 . 


9.9 某 圆 的 圆心 坐标 为 无 理 数 . 证 明 :在 这 个 圆心 ,不 可 能 


有 一 个 画 内 接 三 角形 , 它 的 各 个 顶点 的 横 纵 坐标 都 是 有 理 数 ， 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


证 明 ” 设 圆 心 的 坐标 为 Ca,58) ,a 和 有 都 是 无 理 数 . 
有 叉 设 图 内 接 三 角形 的 顶点 坐标 为 
AiCpis 91) ,As pzs 92), As( p3, g3) 
假设 p,, gi(i = 1,2,3) 都 是 有 理 数 ， 
由 04 = 042 = 043 得 
tp-aP+(q -B= (pp- a +(g -P= 
(ps - a) + (gs ~ BY 
从 而 可 得 双关 于 a ,8 的 线性 方程 组 
(pz ~ pe + (qa -908 = Yt 
(ps -~ pa+ (3- gp = 入 


其 中 n= (p+ 98) - (pf + qf)) 


n= (p+ 0) - (B+ 9) 
则 7 与 六 都 是 有 理 数 . 
线性 方程 组 的 系数 行列 式 
Ph 2 一 9 
有 一 有 的 一 9 


Ds= 


则 D 是 有 理 数 . 
解 这 个 线性 方程 组 得 
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aD = Yi(g3 — 92) - Y2( 92 — 91) 心得 体会 拭 广 疑问 
BB = Ya(p2 - pi) - Yitp3 - Pp1) 
车 DD zz 0, 则 上 面 两 式 的 右边 都 是 有 型 数 ,而 左边 都 是 无 理 
数 , 因 而 等 式 不 成 立 . 
车 D = 0, 则 有 


PB-bl PB-p _ Pi-Ph 
-gq 4- 0- qt 
这 表明 Al, A2, A: 在 同一 条 直线 下 , 郧 在 
) 2 一 1 
p22— Pl 
这 也 是 不 可 能 的 ,因为 41,42,4; 是 区 内 接 三 角形 的 顶点 . 
因此 ,全 A144 的 顶点 坐标 不 可 能 都 是 有 理 数 . 


¥ = +t- pl 


9.10 设 入 ABC 的 顶点 坐标 都 是 整数 , 旦 在 人 4ABC 的 内 部 只 
有 一 个 整 点 (但 在 边 上 允许 有 整 点 ). 求证 :和 4BC 的 面积 小 


于 等 于 了. 
【第 31 届 国 际 数 学 更 村 匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


证 明 ” 设 0 为 全 48C 内 的 整 点 ,BC ,6C4 ,48 边 的 中 点 分 别 
为 4,B1, G1. 
显然 ,0 或 在 人 ALBICt 内 部 或 在 入 机 BG 的 边界 上 . 
香 则 ,由 于 ,8,C 关 于 点 0 的 对 称 点 均 为 整 点 ,在 从 ABC 内 
就 不 止 一 个 整 点 . 
设 志 是 点 4 关于 0 的 对 称 点 ,如 图 1 所 示 ,D 是 平行 四 边 形 
ABDC 的 第 四 个 顶点 , 则 4; 为 全 BCD 的 内 点 或 在 它 的 边界 上 ， 
(1) 车轴 为 和 从 BCD 的 内 点 . 图 1 
因为 刀 是 整 点 ,所 以 42 就 是 0 关于 平行 四 边 形 48DC 中 心 4， 
的 对 称 点 和 全 BCD 内 唯一 的 整 点 4,0,As 和 户 是 线段 4D 上 相 
继 的 整 点 ,所 以 


AD = 3A0 
由 于 A,8,C 地 位 相同 ,所 以 0 是 全 ABC 的 重心 ,过 口 作 线 段 
CH // BC ,车 BC 内 部 的 整 点 多 于 两 个 , 则 G8 内 部 必 会 有 一 个 不 
同 于 0 的 整 点 (这 是 因为 BC 上 每 两 个 整 点 的 距离 小 于 等 于 


二 BC, 而 0G = 08 = 二 BC) ,出 现 矛 盾 .因此 , BC 的 内 部 至 多 只 


有 了 两 个 整 点 ,48 与 4C 有 同样 的 结论 . 
总 之 ,在 心 4BC 的 局 界 上 的 整 点 数 小 于 等 于 9, 则 由 有 关 整 点 
与 面积 的 定理 有 


好 
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(2) 若 4 在 ABCD 的 边界 上 . 
与 (1) 类 似 ,可 以 推出 BC 边 内 部 的 整 点 数 不 超过 3( 仅 当 0 


在 BLCl 上 时 ,出 现 3 个 整 点 ). 48 与 4C 内 部 的 整 点 数 均 不 能 多 于 
1. 


总 之 ,和 4BC 闽 界 上 的 整 点 数 小 于 等 于 8, 因此 
SaAgc 冯 1 + 和 -1 =4 
由 (1),(2) 命题 得 证 . 


9.11 正 整 数 n > 5, Pi, Ps,…, PP 是 以 0 为 原点 的 直角 誉 标 
系 中 的 整 点 ,全 OPP, 人 OPyPa,*…, 人 A OP,PI 的 面积 都 等 于 


十 .来 证 :存在 一 对 整数 i,j 有 2 <1 i-jlsn -2, 并 且 


和信 OPP; 的 面积 为 荆 。 
(第 31 属国 际 教学 奥林匹克 居 选 题 ,1990 年 ) 
证 明 ”考虑 个 不 同 的 点 


P= Pifaiy bi),i = 1,2,.",n 


设 OP; 蔚 ri = 1,2,… ,12) ,其 中 nk 最 大 ,不 妨 设 1 和 大 
n 一 人 


设 平行 于 OP: 且 与 OP, 距离 为 二 的 两 条 直线 48, CD 与 以 0 
为 圆心 ,以 rs 为 半径 的 圆 相交 于 4 ,8,C , 力 , 如 图 1 所 示 . 

由 于 和 OP Pi ,ADP P, 的 面积 均 为 二 , OP, = ri, OP 与 
ABCCD) 的 距离 为 二 ,所 以 Pei-ts Pn 在 直线 4B 或 CD 上 . 

由 于 Pi_1, Pi 为 整 点 ,所 以 人 OPiwi Pt 的 面积 为 二 的 整数 
倍 


又 由 于 全 OPijPi 与 人 OPP 的 面积 之 和 为 1, 所 以 
六 OP Pi 的 面积 小 于 1. 


因此 ,人 OP4 Pi 的 面积 为 方 或 为 0. 
若 人 AOP PL 的 面积 为 人 0, 即 0,P.1, Per 共 线 ， 则 
人 OP_IR 与 全 0Pi,iPiwz 的 面积 相等 ,于 是 全 0P_1P;,s 的 面 


积 也 为 地. 


心得 体会 折 广 疑问 
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于 是 人 0Piw Pi 1 的 面积 为 二 ,或 者 人 OP 1Pi,2 的 面积 为 | “全会 帮 ， 
1 
上 ,而 
2s1 (k++) -kh-1)icsn-2 
3=1(E+2 一 (二 -二 1 二 nm 一 2 


于 是 和 OP IIP 或 入 OP_IPz 符 合 要 求 ， 


9.12 ”在 空间 直角 坐标 系 中 ,下 是 顶点 为 整 点 ,内 部 及 边 上 没 
有 其 他 整 点 的 三 角形 的 集合 . 求 三 角形 的 面积 所 成 的 集合 


AE). 


{第 和 0 局 国际 数学 奥林匹克 懂 选 十 ,1989 年 ) 


解 ” 设 和 全 048 为 E 中 一 个 三 角形 ,其 中 0 为 原点 ， 
易 知 平面 048 的 方程 为 


各 A 


Y 如 知 | = 名 
z 四 8 
其 中 (my 到) :658) 分 别 为 4,B 的 坐标 ， 

将 行列 式 展开 并 约 去 公约 数 ,可 设 平面 408 的 方程 为 

YX 二 by + 心 二 少 

其 中 a,5,e 为 整数 ,并 且 a ,5b,c 的 最 大 公约 数 为 1. 

由 于 整 点 (x,y,z) 使 ar + by + cz 的 值 为 整数 ,在 平行 平面 
art+by+cr=0 与 ar + 加 + cz = 1 之 间 ( 不 包括 这 两 个 平面 ) 显 


然 没有 整 点 ， 
由 于 a,b,e 的 最 大 公约 数 是 1, 所 以 存在 一 组 整数 (xcyyc， 
zc) ,使 
axe + byc + exc = 1 
成 立 


即 整 点 Ctxc, Yc;yzc) 在 平面 ax + by+cx= 1 上. 
以 04,08,0C 为 校 可 以 作 一 个 平行 六 面体 ,由 于 全 048 内 
部 及 边 上 无 整 点 (顶点 除外 ) ,所 以 以 04 ,0B 为 边 的 平行 四 边 形 
也 是 如 此 .从 而 所 作 的 平行 六 面体 除去 顶点 外 , 内 部 及 各 面 元 其 
他 整 点 . 

由 这 个 基本 的 平行 六 面体 出 发 可 以 构成 空间 的 六 面体 网 ,每 
一 个 整 点 都 是 某 些 六 面体 的 顶点 ,但 不 会 在 六 面体 的 内 部 (或 六 
面体 的 面 . 棱 的 内 部 ) 出 现 . 
即 对 于 任意 一 组 整数 (x,y, x), 方程 组 
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ba + myp + me = 
lzn 站 mp 十 mr 三 
有 整数 解 ( mm ,所 以 必 有 


A XE Xe 


De 心得 体会 拓 广 蜂 问 


mm Ys Ye|=+l1 
34 本 加 
即 基 本 平行 六 面体 的 体积 为 1. 

由 于 ax+by+ cz = 0 与 x++c-= 1 这 两 个 平面 的 趾 
离 为 


1 
如 上 + 天 
所 以 入 048 的 面积 为 


lyr 
于 是 
AE) = {VEEt ela,b,c EL,(e,b,c) = 1} 


9.13 证明: 如果 三 角形 的 顶点 和 整 点 重合 , 且 三 角形 的 三 
边 不 再 含有 其 他 的 整 点 ,但 是 在 三 角形 内 有 唯一 的 整 点 ,那么 


这 个 三 角形 的 重心 和 这 个 “内 部 的 ” 整 点 重合 ， 
(向 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 


证 法 1 不 难看 出 , 整 点 关于 其 他 的 整 点 或 者 关于 两 个 整 点 让 
所 连 成 的 线段 的 中 点 的 对 称 点 还 是 整 点 . /A 
设 整 点 三 角形 4BC 是 满足 古 设 条 件 的 整 点 三 角形 , 即 生 4BC S$ 8 
的 边 上 没有 整 点 ,而 在 全 ABC 内 有 队 一 的 整 点 , 且 设 8 是 和 4BC AAA 
内 的 唯一 整 点 . 5 
作 整 点 5 关于 和 从 ABC 的 三 边 的 中 点 的 对 称 点 ,所 有 这 些 点 仍 图 1 


热 是 整 点 , 记 这 些 整 点 为 多 ,5 ,3 图 1) ,这些 点 在 和 原来 的 
人 4BC 对 称 的 AdiBC, 和 4DIC, 人 4BC 内 . 

可 以 证 明 , 在 全 A1BC, 全 AB1C, 和 全 ABC, 内 没有 其 他 整 点 . 

事实 上 , 若 在 全 41BC 内 ,除了 整 点 5 之 外 ,还 有 一 个 整 点 ， 
那么 这 个 整 点 关于 边 BC 的 中 点 的 对 称 点 将 在 全 AB8C 内 ,这 样 ,在 
全 ABC 内 就 出 现 了 两 个 整 点 ,这 是 不 可 能 的 . 

作 顶 点 41 关于 整 点 5 的 对 称 点 如 ,这 个 点 应 在 人 4 B,CI 
内 ,并 且 是 整 点 ,因为 公 4181C1 与 公 418C 是 以 #4 为 位 似 中 心 ,位 


似 系数 等 于 2 的 位 似 三 角形 .由 于 & 是 整 点 , 则 所 作 的 4 关于 8$ 
的 对 称 点 4o 应 该 与 $,3。,S ,8. 中 的 某 一 个 重合 , 这 是 因为 在 
从 A1B1C1 的 内 部 只 有 这 四 个 整 点 ,显然 所 作 的 点 如 0 不 可 能 是 5,， 
我 们 下 面 证 明 4o 也 不 可 能 与 5,,5. 重合. 

假设 如 与 8 重合 ,由 4 和 4i,8 和 8 关于 线段 BC 的 中 点 对 
称 ,5S 和 S$. 关于 线 眉 48 的 中 点 对 称 , 则 4S。 A BS., 上 且 415, = 
BC。= 48. 这 时 四 边 形 A1568.8 是 平行 四 边 形 ,此 时 4 和 & 不 可 
能 关于 5, 对称, 因此 do 与 8. 不 可 能 重合 . 

同样 可 证 4o 不 可 能 与 5 重合 . 

于 是 如 只 能 与 5 重合 , 即 #41 关于 5, 的 对 称 点 只 可 能 是 整 点 
3. 

由 此 推出 ,点 41, 3,,5 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 通过 SS, 和 
BC 的 中 点 ,而 4 和 4 也 是 关于 BC 中 点 对 称 , 所 以 5 在 全 ABC 内， 
BC 边 的 中 线 上 ， 

同 理 $ 也 在 4C 边 和 AB 边 的 中 线 上 ,因此 $ 与 和 全 ABC 的 重心 
重合 . 


证 法 2 设 整 点 三 角形 ABC 是 符合 题 设 条 件 的 三 角形 . 

人 4BC 的 三 条 中 线 4 BB', CC1 把 这 个 三 角形 分 成 六 个 三 
角形 . 

位 于 会 ABC 内 的 唯一 整 点 了 至 少 属于 这 六 个 三 角形 中 的 某 
一 个 ,不 妨 设 了 在 全 AC15 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 在 边 4C+ 上 . 

以 顶点 4 为 位 似 中 心 ,位 似 系数 等 于 2, 对 全 A4C15 作 位 似 变 
换 得 到 和 4B5D , 则 整 点 了 变换 成 新 的 整 点 了 ,在 侣 45D 的 内 部 
或 边界 上 ,但 不 在 边 48 上 . 

因为 在 全 ABC 内 只 有 一 个 整 点 了 , 则 了 只 能 在 和 457D 的 内 
部 或 者 它 的 边界 上 ,但 不 和 点 B 重合 . 

注意 到 B41 = 4C,S4 = 41D, 所 以 全 机 部 与 全 4105 关 
于 4 对 称 ,于 是 T 关于 4 的 对 称 点 也 是 整 点 ,并 自在 全 A105 的 
内 部 或 边界 上 ,但 不 与 C 重合 .由 于 在 公 ABC 内 只 有 一 个 整 点 了 ， 
于 是 在 人 4C15 与 全 41C3 内 部 或 边界 上 的 这 两 个 整 点 应 为 同一 
个 整 点 .这 个 整 点 只 能 在 全 AC15 与 公 4105 的 公共 顶点 $5 处 , 即 了 
与 入 48C 的 重心 3 重合 . 
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9.14 设 工 是 直角 坐标 平面 的 一 个 子 集 ,定义 如 下 : 
L = {(4lx + 27;59x + 157) | £,7 EB 
证 明 :一 切 以 坐标 原点 为 中 心 的 面积 等 于 1 990 的 平行 四 
边 形 至 少 包含 上 中 的 两 个 点 . 
【第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


个 点 (0,0),(2,15),(41,59),(43,74). 
设 这 四 个 整 点 为 项 点 构成 基本 区 域 ,下 为 平行 四 边 形 , 其 中 


没有 其 他 整 点 . 
这 是 ,FF 的 面积 为 
10 0 
1 41 59| = 4% 
1 2 15 


将 平 移 形成 平面 的 网 格 , 其 格 点 均 为 上 中 的 点 . 
设 平 行 四 边 形 P 以 原点 为 对 称 中 心 ,面积 为 1 990. 
以 原点 为 位 似 中 心 , 作 位 似 比 为 2 : 1 的 位 似 变 换 , 将 变 成 


十 P, 这 时 面积 变 为 


1. - 497 1 
4 “1%0 = 497 方 > 497 


所 以 将 广 P 的 各 块 经 过 平行 移动 到 中 后 , 必 有 两 个 点 重合 . 

设 这 两 个 点 为 Pi ,1) ,pa(xaya) ,分 别 沿 0 04 平移 ， 
其 中 Ait a bi), A oa, bo) 都 是 L 中 的 点 , 则 

{x1 1) + (91581) = (x2, 2) + {a2, 682) 
从 而 (al - aa 有 — bo) = (a,b1) - (62,b2) = 
《xz2y72) 一 《yy 人 

易 知 点 下 (5 giry2— FE PR Da- a bt - ba) EL, 
并 且 DP 不 同 于 (0,0). 

所 以 P 中 至 少 有 上 中 的 两 个 点 . 


9. 七 ”其 坐标 (关于 某 个 直角 坐标 系 ) 为 整数 的 点 叫做 整 点 . 
证 明 :如 果 某 一 平行 四 边 形 的 顶点 和 整 点 相 重 合 ,在 平行 四 边 


形 的 内 部 或 它 的 边 上 还 有 另外 的 整 点 ,那么 ,这 个 平行 四 边 形 
的 面积 大 于 1. 


(向 牙 利 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 


证 明 ”我 们 把 顶点 为 整 点 的 多 边 形 叫 做 整 点 多边 形 ， 


旋 得 体会 帮 广 疑问 


设 整 点 三 角形 PP; Ps 的 顶点 为 

Plwir yi),i = 1,2,3 
如 果 这 样 的 三 角形 不 是 暗 化 的 ,那么 它 的 面积 满足 不 等 式 
x yl1 
x2 和 1 
xa y3 1 


1 
$= |3» 


1 1 
pA 


假设 在 整 点 平行 四 边 形 内 部 或 它 的 边 上 , 除了 顶点 之 外 ,至 
少 还 有 一 个 整 点 ,将 这 个 整 点 和 平行 下 边 形 的 四 个 栅 点 连接 起 
来 ,于 是 我 们 将 整 点 平行 四 边 形 至 少 分 成 三 个 非 锐 化 的 整 点 三 角 


“ 形 ,因为 它们 之 中 每 一 个 的 面积 都 不 小 于 二, 所 以 平行 四 边 形 的 
面积 不 小 于 立 ,于 是 这 个 平行 四 边 形 的 面积 大 于 1. 


9.16 给 定 束 数 mn > 1 及 实数 :1 = 1.P 为 一 个 平行 四 边 形 , 它 
的 四 个 顶点 分 别 为 (0,0), (0,2) ,CFznels ta) (fFonyls 
tf +t), 设 工 是 P 的 内 部 的 整 点 的 个 数 ,又 设 时 是 PP 的 面积 
FFs: 

(1) 证 明 : 对 任意 束 点 (sa ,58), 存 在 一 对 唯一 的 整数 j, 上 不， 
使 得 


天 天 十 kCF, ,Foi) 三 (Ca,b) 


(2) 利用 (1) ,或 其 他 方法 证 明 1YL -VM 1s 2. 
(按照 惯例 ， Fo 三 心 , 天 1 二 1, Fl = 天， 十 所 1; 所 有 关于 
斐 波 那 契 数列 的 恒等式 均 可 利用 ,无 短 证 明 ) 
(第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


证 明 《1) 本 题 等 价 于 线性 方程 组 
人 + kh, = a 
jh + kF, = 8 
有 了 唯一 整数 解 . 
注意 到 关于 斐 波 那 契 数 的 值 等 式 
Fafa Pt{-1) 

则 方程 组 的 唯一 解 为 
5 
pa 

bau- ap, bh- oF, 

站 


Chapter 9 Integral Point 
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对 尾音 整 点 (a ,8),j, 上 均 为 整数 . 心得 体会 拓 广 疑问 
(2) 当 且 仅 当 
(a,b) = wu{0,1) + vo Fasris Fan) = (pFonris ut + vh2n) 
{这 里 0 < a < 0 < v < 让 时 ,点 (a,8) 在 平行 四 边 形 的 内 部 . 
上 就 是 整数 对 (j,) 的 数目 ,这 里 
j= (- D(a bh) = 
《~ DCvFaarnbs ll - Cu + than) Fs) = 
(— Dv Fan — FanFn) - uF) = 
vhs — (~ 1) ub, 
k= Dw t+ ohon) Fr ~ phaari Fn) = 
【一 Dv FarFss 一 Poni Fs) + uPryl) = 
TV 二 【一 "uF 
站 < 
这 里 ,我 们 用 到 恒等式 
Fpl — FpriFs = (- DF 
设 四 边 形 48CD 为 
ACOO0), B = tCFrts Fa) C = CC— 1 Fs Foret) 
D= B+C 
显 热 , 上 是 四 边 形 ABCD 内 部 整 点 的 个 数 ， 
显然 ,C 是 8B 绕 4 旋 转 90 而 得 末 的 点 .所 以 , 48CD 是 正方 形 . 
它 的 边 长 


ev Frnt+ Fn = tv Fant = VM 
正方 形 内 部 的 整 点 个 数 亏 , 即 以 这 些 整 点 为 中 心 , 边 平行 于 坐 | 人 
标 轴 的 单位 正方 形 的 个 数 ,这 些 单位 正方 形 被 一 个 边 长 为 /站 + 
-一 mw 一 -| 名- 
让 的 正方 形 包含 (图 1) ,它们 义 完全 盖 住 一 个 边 长 为 再 -号 的 | 


边 与 A8CD 平行 的 正方 形 ,因此 图 1 
(VHPeLe (N+ 
即 IYL-vMI<Y2 


9.17 ”给 定 索 数 p > 3. 在 坐标 平 而 上 考察 由 坐标 为 整数 的 点 
(x,Y) 构成 的 集合 于 ,其 中 0<s < p,0 志 yy < p, 证 明 : 可 以 


标 出 集合 村 中 p 个 不 同 的 点 ,使 其 中 的 任何 三 点 都 不 共 线 , 任 
何 四 点 都 不 是 同一 个 平行 四 边 形 的 项 点. 
(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 明 设 rtk) 二 (mod p), 且 0 rsap-1. 


我 们 到 点 本 = 《Ek, (下) 构成 的 集合 , 即 为 所 求 的 集合 ,其 中 
k=01,2, ,pl1. 


例如 p = 7, 郑 为 图 1 中 的 7 个 点 . 

首先 证 明 这 p 个 点 中 任意 三 点 不 在 一 条 直线 上 . 

如 果 某 三 点 Wy. ep < p) 在 同一 条 直线 土 , 则 
它们 三 点 中 每 两 点 和 间 连 线 的 斜率 都 相等 , 即 下 面 的 关系 式 成 立 ， 
即 

rim) bd rtt) = r(n) 一 rim) 


me-ti nm 
扼 对 于 某 些 整 数 a,48, 有 
(nm m+ ap) = (mtn m+ wp) 
整理 得 
(n- mm an) = (mb (tn ma)p 
则 
plln-m)(m- i)(:-n) DD 
而 Jn-mli<p,lm-tl<p.1t-#1< pp 是 家 数 , 则 
式 中 不 可 能 成 立 . 
于 是 4 ,4n ,du 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 
于 面 再 证 这 个 点 中 任意 4 点 都 不 是 周一 个 平行 四 边 形 前 顶 


点 . 
设 这 四 点 为 本 ,本 ,44 
着 四 边 形 ddnr4du 是 平行 四 边 形 , 则 有 
4 业 Aan 
于 是 有 
{ -k=m-n 回 
rtt) — rtk) = rtm) — r(n) ® 
由 吕 可 得 Pll RR) (Cm? mi) 
再 由 名 pl{im—- nt(t+k-m-n) 
邯 
下 -mi 一) ”加 


由 p 是 大 于 3 的 案 数 ,及 |m-nl<p,l1t-ml<p 可 知 
式 四 不 可 能 成 立 . 

因而 机, ,4 ,4 不 是 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 . 

于 是 尊 = 上 rr(E) Ftmod p) ,0 ekep-l, 
0g rh) pr- 1,k EZ: 为 所 求 . 
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9.18 设 ((.，,.)) 是 平面 上 两 个 点 之 间 的 一 种 运算 :C = 
《(4 ,下 )) 是 点 4 关于 点 的 对 称 点 ,给 定 正 方形 的 三 个 顶点 ， 


能 否 只 利用 运算 ((.,.)) 作出 正方 形 的 第 虽 个 顶点 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


解 ”在 平面 上 建立 一 个 直角 坐标 系 ,使 得 给 定 的 正方 形 的 三 
个 顶点 的 坐标 为 (0,0), (0,1),{1,0). 

我 们 证 明 ; 若 4,8,C 是 三 个 整 点 , 且 任 意 一 点 的 两 个 坐标 中 
至 少 有 一 个 是 偶数 , 则 4,8,C 三 点 经 过 任意 有 限 多 次 这 样 的 
{(.，.)) 运算 之 后 ,所 得 的 点 是 整 点 , 且 其 中 至 少 有 一 个 坐标 为 侦 
数 . 

假设 经 过 车 干 次 运算 之 后 , 我 们 得 到 点 R(x,y), 它 与 点 
P(xisY1) 关于 QCxz,y2) 对 称 ,其 中 xs 和 加 ,xl 和 yi 都 是 整数 ， 
且 其 中 各 至 少 有 一 个 是 偶数 . 

因为 0 是 PR 的 中 点 , 故 
即 x = 2x2 — Kir = ys ~ Yl 

由 于 X11 X29 2 都 是 整数 , 故 Ty 也 都 是 整数 ， 

除 此 之 外 ,根据 假设 Tis FE 中 至 少 有 一 个 是 偶数 , 故 若 XC) 
是 偶数 , 则 相应 的 x(y) 也 是 俩 数 .因而 点 R 的 坐标 x 和 y 中 至 少 
有 一 个 偶数. 

于 是 ,由 点 4,B8,C 经 过 有 限 次 ((. ,.)) 得 到 的 点 , 它 是 整 点 ， 
且 两 个 坐标 中 诗 少 有 一 个 是 偶数 . 

由 于 给 定 的 正方 形 的 三 个 顶点 的 坐标 为 (0,0)，(0,1) 和 
(1,0) ,每 一 个 顶点 的 两 个 坐标 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 并且 正方 形 
的 第 四 个 顶点 为 D(1,1), 莽 个 坐标 都 是 奇数 ,因而 点 D 不 能 得 
到 . 


9.19 证 明 ; 在 坐标 平面 上 不 存在 一 条 具有 奇数 个 顶点 ,每 


段 长 为 1 的 闭 折线 , 它 的 每 个 顶点 的 坐标 都 是 有 理 数 . 
【第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 名 选 题 ,1990 年 ) 


证 明 ”假定 存在 这 样 的 闭 折线 . 
不 失 一 般 性 ,可 设 坐标 原点 为 其 中 的 一 个 项 点 ,并 记 它 为 40， 
其 他 顶点 坐标 分 别 记 为 
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其 中 从 与 全 (i = 1,2,…,n) 都 是 肛 约 分 数 ,为 方便 起 见 ,我 们 约 | “全 生 ”和 


定 
A = 4 

著 p 与 g 的 奇偶 性 相同 ,我 们 简 记 为 p ss g( 这 里 省 略 了 (mod 2))， 

若 p 与 g 的 奇 侦 性 不 同 , 则 记 为 p 间 4. 


下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 
bh [3 1; 起 ms 1,k 三 1,2, ,nn 
本 十 计 村 -1 十 citsk 三 1,2, ,n,n +1 


车 = 1, 则 由 折线 长 为 1 有 


人,( 拓 -， 


即 od 和 
1 好 
因为 全 于 是 台数 , 且 s 和 与 互 素 , 风 di 被 6 整除 
上 式 马 可 化 为 
人 了 
di 二 bi -1 
同 理 可 知 ,b 被 di 整除 .于 是 
bi 三 二 d1 
从 而 = di= ai+e? 
如 1 和 el 不 可 能 都 是 偶数 ,否则 有 也 为 偶数 ,与 FL 和 本 互 素 
相 牙 盾 ; 


好] 和 如 也 不 可 能 都 是 奇数 ,和 否则 
al + ef 三 2(mod 4) 
不 可 能 为 完全 平方 数 ,因此 


G1 十 Clb 硒 dl 


并 且 air+etf 强 DO= A0+ co 
假设 结论 对 于 下 三 1,2,°…,m —1 至 n 都 成 立 , 令 
am Gl 也 
bb 8 
Sm Chl _ 0 
d, dl dd 


这 里 ,全 ,和 是 既 约 分 数 . 
因为 每 一 段 的 长 为 1, 所 以 


(前 全 -1 
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与 下 = 1 的 情况 类 似 ,可 得 
QA0 = b=s1 


em 上 mm-l obn_1 + ban .1 
又 因为 bb, b + Bn-] | 6b m-l 


由 于 分 数 j 既 约 ,所 以 in 是 吕 。-; 的 一 个 因数 ,因为 5 = 1， 


Ba_1 去 1, 册 br = 1, 同 理 又 知 dn EO 1, 又 
fm 王 qbn_! + be 
Cm 三 ed -il+ den_1 


因此 m+ Cm 一 Um-l 一 cm] EE 


如 


ob + 5an-1 + dant + dom] — Om] — fm- = 
Gallb 1) + ablt centd -1) + cdl= 


us+r=l1 
于 是 Gm + Cm 入 Cn-l + Cm-l 
从 而 证 明了 
B11l,k = 1,2,.,n 
C+ OE OE + clk = 12, n+ 直 


因此 ,在 顶点 数 n + 1 的 奇数 时 ,由 上 面 所 证 . 
n+ 十 carl 时 80 十 的 


所 以 折线 决 不 能 是 闭 的 , 即 符合 题目 要 求 的 闵 折 线 不 存在 ， 


9.20 在 平面 直角 坐标 系 中 , 横 坐 标 和 纵 侍 标 都 是 整数 的 点 
称 为 整 点 , 任 取 6 个 整 点 Pl wes yi) (i 三 1.2,3,4,5,6) 满足 : 
(Dre2,1% le 2 = 1,2,..,6). 


(2) 任何 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 
试 证 :在 以 Pi(i = 1,2,3,4,5,6) 为 预 点 的 所 有 三 角形 
中 , 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 面积 不 大 于 2. 
(中国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 


证 法 1 设 存在 6 个 整 点 P,P;,…, Ps 落 在 区 域 5 = 1(x， 
yx12,171g< 2 内 ,它们 任 三 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 大 
于 2. 

设 中 = P,P,…, Pel. 

《1 若 x 轴 上 只 有 尸 中 的 一 个 点 , 则 剩 下 的 己 中 的 5 个 点 ,位 
于 两 个 半 平 面 ,由 抽 居 启 理 在 x 轴 的 上 半 平 面 或 下 半 平 面 一 定 有 
一 个 半 平 商 上 至 少 有 三 个 点 ,不 妨 设 x 轴 的 上 半 平 面 至 少 有 P 的 
三 个 点 ,此 三 点 所 成 的 三 角形 面积 不 大 于 2. 因此 ,x 轴 上 稀少 有 两 
个 点 ,又 因为 不 能 有 三 点 共 线 ,所 以 在 * 轴 上 恰 有 P 的 2 个 点 . 
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(2) 剩 下 的 4 个 点 不 可 能 有 一 点 在 直线 y = + 1 上 ,否则 出 现 
P 中 的 点 为 项 点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ,于 是 在 直线 y = 2， 
y = -2 上 分 别 恰 有 P 的 两 个 点 . 

{3) 注意 到 5 的 对 称 性 , 同 理 可 证 在 直线 =-2,%=0,x= 
2 上 分 别 有 P 的 两 个 点 . 

于 是 在 每 条 直线 y = - 2,0,2,x = - 2,0,2 上 恰 有 P 的 两 个 
点 . 

(4) 亚 的 点 不 能 是 原点 ,这 是 因为 $ 内 纵横 坐标 均 为 偶数 的 所 
有 整 点 落 在 且 仅 落 在 过 原点 的 四 条 直线 上 ,由 抽 懂 原理 , 剩 下 的 5 
个 点 至 少 有 两 点 落 在 这 些 直 线 中 的 一 条 . 于 是 3 点 划 线 ,出 现 予 
盾 . 

因此 ,P 在 x 轴 上 的 两 点 必定 是 (- 2,0),{2,0). 

同 理 ,在 y 畏 上 的 两 点 必定 是 (0, - 2),(0,2). 

剩 下 的 两 点 只 能 取 (- 2, - 2),(2,2) 或 (- 2,2),(2, - 2) ,不 
论 哪 一 种 情形 ,都 得 到 一 个 以 P 中 的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 
三 角形 .出 现 矛 盾 . 

从 而 命题 得 证 . 


证 法 2 设 P, 中 横 尘 标 为 mm 的 点 其 有 a 个 , 纵 坐 标 为 n 的 
点 共有 三 个 (m,n = ~2, -1,0,1,2). 
由 P; 满足 的 条 件 有 
Oa an 2m = 一 2 -1:0,1)2 
Oshe2n = -2,-1,0,1,2 
G74 i+ a0+ 2+ (= 避 


Ba++ ho+ b+br=6 


(1 若 ms + an > 3, 对 某 个 mE 1-2, 一 1,0,1,2| 成 立 , 则 . 


诸 Pi 中 至 省 有 3 个 点 菏 在 矩 形 区 域 |m 寺 x<m+l,-2<y< 
2| 的 周 界 上 ,此 三 点 决定 的 三 角形 面积 不 大 于 2. 
(2 车 ez+el 近 2281+a0 安 2,a0+GI 拉 2;0I+ Ga2 
2, 由 于 
Ba (a 2+a) + (al+ ao) + (ao+ 2) + (ar+ a2) = 
Hazt alt ot at a) 一 《az+ #2) = 
12- (az + oq_2) 
于 是 qa2+ 4a.2 守 4 
再 由 没有 三 点 共 线 ,所 以 
0&1 = 2,42 =2,0 = 0 =0,a=2 
即 在 直线 x = 2i(i = 0, + 1) 上 恰 有 P 的 两 个 点 , 同 理 可 证 直线 
¥ = 2i(i = 必 ， 土 1) 上 恰 有 P 的 两 个 点 . 
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以 下 同 证 1. 


证 法 3 设 存在 满足 条 件 的 6 个 整 点 P,P;,…, Pe 落 在 区 域 
zy) xs2171s 针 内 ,任何 3 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 
大 于 2. 

把 5 个 整 点 (m,n) ,m,n 万 | -2 -10.1.2| ,分 成 如 图 1 所 
示 的 三 个 组 ,第 工 组 为 {(m,n) | m = 0,1,2,n = 0,1,2|, 共 9 个 
点 ;面积 为 4, 第 [组 为 (m,n) 1 m=-1,-2,n=-2,-1,0, 
1,2} 共 10 个 点 ,面积 为 4, 第 耳 组 为 [{m,n) | m=0,1,2,n =- 
2, - 1), 共 65 个 点 . 

为 使 三 角形 的 面积 大 于 2, 则 落 人 第 工 组 内 的 点 不 超过 2 个 ， 
落 入 第 工 组 内 的 点 不 超过 2 个 ,否则 将 出 现 一 个 以 P; 为 顶点 的 面 
积 不 大 于 2 的 三 角形 ,因此 ,至 少 有 两 点 落 在 第 亚 组 内 , 记 第 下 组 
为 

D4 = ltr,y)IOsxe2,-2<y<-1|l 

同 理 , 对 这 35 个 点 重新 划分 区 域 , 使 上 述 的 第 于 组 分 别 落 在 

第 工 , 工 ,下 象限 内 , 则 


也 = 1(x,7)10<y7s21<y 2 
Ds= {7 1l-2<sx<0leys2 
D= I(x) i-2<r -1,-2<y< 人 Ol 


从 而 D1, D2, Ds, Ds 覆盖 了 除 (0,0) 之 外 的 已 知 点 中 的 24 个 
整 点 , 且 每 个 区 域 的 边界 上 至 少 有 两 个 点 ,由 于 这 四 个 区 域 互 不 
相交 ,所 以 总 共有 8 个 点 与 已 知 的 6 个 点 矛盾 ! 


9.21 某 人 掷 重 币 ,得 正面 记 a 分 ,得 背面 记 占 分 (az ,8 为 正 
整数 ,a > 5). 并 将 每 次 得 分 进行 累计 ,他 发 现 不 论据 多 少 


次 ,总 有 35 个 分 数 记录 不 到 ,例如 5 和 8 就 是 其 中 之 一 . 试 确定 a 
和 上 的 大 小 . 


(第 32 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1971 年 ) 


解 ” 设 某 人 搓 厂 币 得 正面 * 次 ,得 背面 7 次 ,其 中 * 和 y 均 为 
非 负 整 数 . 

于 是 累计 得 分 ax + 好 分. 

首先 证 明 (e ,5) = 1. 

否则 , 若 (a,5) = 4d > 1 那么 ax + by 恒 能 被 4 巩 除 ,这 样 ,与 
4 互 索 的 一 切 正 整 数 (如 万 + 1) 都 是 无 法 达到 的 分 数 ,于 是 有 无 
限 允 个 无 法 达到 的 分 数 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 

因此 fa ,5 = 1. 
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显然 ,如 果 m 是 可 以 达到 的 一 个 分 数 ,那么 直线 ax + By =m 心得 体会 拓 广 暴 问 
至 少 通过 包括 横 轴 、 纵 轴 的 正 半 轴 和 原点 在 内 的 第 一 象限 { 即 闭 
的 第 一 象限 ) 的 整 点 . 

因为 (a,8) = 1, 所 以 

b:Ob-rl b(ta-1) 

这 个 数 被 a 路 的 余数 互 不 相同 ， 

这 是 因为 若 

bi ss Ymod a) 

则 由 (a,5) = 1 得 i -j= 0(mod a). 

而 1-j 了 1< a, 所 以 是 不 可 能 的 . 

因此 , 当 m2 ob 时 

mb:0m- bl,-L,m— bae—1) 
中 怡 有 一 个 能 被 < 整除 , 即 存在 y(0<y<a - 1) 及 非 负 整数 x， 
使 
机 一 和 = ax 

所 以 mm 中 时 ,mm 必 是 可 以 达到 的 分 数 ,然而 ,由 题 意 ,可 达 
到 的 分 数 只 有 有 限 个 ,所 以 m 中 不 成 立 ， 

当 0 万 m< 地 时 , 若 六 是 可 以 达到 的 分 数 ,那么 直线 ox + 
入 =m 只 会 闭 的 第 一 象限 的 一 个 整 点 ， 

若 不 热 , 设 (x1; 1) , (x2,72) 都 在 直线 ax + 好 = 上 , 则 


axt + 本 1 = mx + By = 抽 


于 是 alxi = x2) + by - y=0 
从 而 blxr— x 

但 是 Osa 和 nn< 

所 以 Qsx<h 

辣 理 0Ds xwzx 下 

即 Ixi—x2l<é 


于 是 仅 当 xi = 委 时 , 才 有 天 1 wi - %2, 出 现 了 矛盾 . 
于 是 0< m < 吧 时 ,所 能 达到 的 分 数 的 个 数 与 拷 的 第 一 象限 
中 ,使 0 志 ax + 好 < 叫 的 整 点 (x,y) 的 个 数 相同 . 
注意 到 , 抢 形 0< x < 5,0<y sa 中 ,有 
(a + 1)(b+1) 
个 整 点 , 所 以 在 闭 的 第 一 象限 中 ,使 sa + 好 < b 的 整 点 
(x,7) 的 数目 是 


二 (e+D(+D-1 
所 以 ,不 可 能 达到 的 分 数 的 个 数 是 
a- (于 e+DG+D- 吉 = 二 ae-DG-D 


梓 等 数论 难题 集 ( 弟 一 崔 } 
The Collection of Diffioult Problem of Flementary Function Theory( The Firet Volume)} 


S16 


依 题 意 有 心得 体会 拓 广 疑问 
Fa- DB-1)=35 


因为 a > 5, 且 (a,8) = 1, 则 有 
ag-1=70,.fra-1=10 
| | 
即 (e,5) = {71,2),(11,8), (36,3). 
由 (a,5) = 1, 则 (36,3) 不 可 能 . 
及 &@ =71,6 = 2 时 
71.0+2.29 = 5 
能 被 记录 到 ,所 以 a = 71.5 = 2 不 合 题 意 . 
再 考虑 直线 11x + 8y = 58 上 的 整 点 ,由 
_ S58 -1ilx 2 3 
”8 8 


-1=35 
bb-l1=2 


¥ =7—%+ 


可 以 求 得 直线 上 的 两 个 相 邻 整 点 (6, - 1) 及 ( -2,10) 分 别 位 于 第 


四 ,第 二 象限 ,因此 铝 不 能 被 记录 到 .从 而 a = 11,8 = 8 是 适合 本 
题 要 求 的 唯一 解 . 


9.22 设 忆 是 平面 上 的 闭 凸 集 ,C 除了 包含 (0,0) 外 ,不 包含 
其 他 坐标 为 整数 的 点 ,又 设 © 分 布 在 四 个 象 限 中 的 面积 相 


等 ,证 明 :C 的 面积 4 人 DC) 三 4. 
{第 科 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1979 年 ) 


证 明 ”我 们 证 明 更 为 一 般 的 结论 : 

如 果 一 个 关于 原点 对 称 的 闭 凸 集 ,面积 大 于 4, 那么 , 它 的 内 
部 除 原点 外 ,一 定 还 有 别 的 整 点 . 

如 图 1 ,我 们 用 分 别 和 坐标 轴 距 离 是 偶数 的 两 组 平行 线 ,分 平 
面 成 边 长 是 2 的 较 大 的 方 格 ,其 中 标准 的 一 个 方 格 是 O48C. 它 是 
位 于 第 一 象限 而 高 原点 最 近 的 一 个 方 格 ,这 些 边 长 是 2 的 方 格 把 
闭 凸 集 分 成 许多 块 , 每 一 个 和 这 区 域 相 交 的 较 大 方 格 中 各 有 一 
块 ,例如 图 1 中 EFGH 这 个 方 格 星 就 有 一 小 块 , 把 EFGH 平移 到 
O04BC ,使 两 个 方 格 重 合 , 那 EFGH 里 面 所 包含 的 一 小 块 面积 也 就 
连带 地 被 称 到 04BC 里 面 ,如 图 1 中 有 阴影 的 那 部 分 .对 于 其 他 大 
方 格 中 的 面积 可 以 用 同样 的 方法 移 到 正方 形 04BC 中 去 . 

由 于 闭 凸 集 的 面积 大 于 4, 而 正方 形 04BC 的 面积 等 于 4, 所 图 1 
以 由 面积 的 重 秋 原 旭 ,至 少 有 两 块 面积 有 公共 点 . 

在 移动 每 一 个 大 方 格 时 ,可 先 洛 0X 轴 的 方向 移动 一 段 上 距离 
(等 于 2 的 倍数 ), 再 沿 O7 轴 的 方向 移动 一 段 距离 (也 等 于 2 的 倍 
数 ) ,最 后 就 和 048C 重合 . 因此 ,我 们 从 两 块 面积 移动 后 有 公共 点 
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这 个 结论 可 推出 ,在 原来 的 闭 凸 集 内 有 两 个 点 产 和 &, 它 们 的 纵 坐 心得 体会 拓 广 疑问 
标的 差 和 横 坐 标的 差 都 是 2 的 倍数 . 由 对 称 性 , 己 关 于 原点 的 对 称 
点 已 也 在 这 个 闭 凸 集 内 ， 

设 PP 的 坐标 为 (x;,y1), 则 产 的 坐标 为 (x, 一 70), 设 8 的 


坐标 是 (x2,Y2) ,那么 户 Q 的 中 点 衣 的 坐标 是 ( 空气, 办 > 2 , 
由 于 x2 一 %1;72 一 这 是 偶数 ,所 以 守 本 所 和 把 7 . 定 是 整数 ， 
因此 点 MM 一 定 是 整 点 ,又 由 于 P 和 0 是 两 个 不 同 的 点 , 则 x2 - 
XxX] 天 0,7a2 ~ yl 天 0 至 少 有 一 个 成 立 , 即 M{ 加 3 各 ,各 了 四] 不 是 


原点 (0,0) ,从 而 证 明了 题 设 中 的 闭 凸 集 内 除 原点 (0,0) 之 外 ,至 
少 还 有 一 个 整 点 ， 


9.23 已 知 图 x 4 y* = mr 为 至 数 ) 交 轴 于 Atr, 虽 ， 
B(- 卫 ,0), 交 y 轴 于 C00, -7r),DC0,r).P(wu,v) 是 圆周 上 一 
点 ,= 可 ,= 9 (p;g 都 是 素数 ,m,n 都 是 自然 数 ), 且 > 
.点 忆 在 x 轴 和 7 轴 上 的 射影 分 别 是 半 , ,如 图 所 示 . 
求证 ; | AM 1 [ BM | ,| CN 1, | DN | 分 别 为 1,9.,8,2. 
(中 国 离 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 


证 法 1 因为 > 为 奇数 , 则 由 图 1 


+ 到 = 天 


可 得 ,w 和” 必 一 为 奇数 ,一 为 偶数 . 


(Dn 为 偶数 . 
因为 n = 加 为 偶数 及 p 是 素数 ,所 以 p = 2, 即 
w= 2 
2 二 gq" = 站 ul 三 2 (2%)2 三 《r + 2")(r — 2") 
因为 9 是 素数 ,所 以 必 有 
全 =1 
r+2"= 人 
于 是 r=2"™+1 
v2 = 2m+1 +1T = ge 
由 此 可 得 人 
从 而 叉 有 (gr + Dg -1) = 2"+! 
+1=2° 
于 是 {5s 
2 = 2° 十 2t 


oq" 二 2a-1 十 24-1 = Dt-1(95-b + 1) 
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因为 g 是 奇 素数 ,所 以 25-' = 1,5 = 1, 从 而 


r=2+1=3 
即 =3,n=1 
从 而 gg" = =90=2"+11,m= 
于 是 二 =,Tr =5 


由 此 得 出 1 AM 1= 1,1 BM|=9,1CN|= 8,1DN|=2. 
《2)p 为 偶数 . 
同 理 可 得 ww = 3,v = 4,r = 5, 但 这 时 与 题 设 中 的 > tb 不 符 . 
由 (1), (2) ,本 题 得 证 . 


证 法 2 车 4 为 偶数 , 则 不 定 方程 


4 2 2 


vr 
u = 2cd 
可 解 得 ee 
r=+ 
因为 w = p” = 2" = 2cd, 则 可 令 
c= 2°,d= 28 
此 时 v= cd-= (2° + 27)(2° ~ 28) 


历 为 v 是 奇数 ， ; 则 28 = 1,8 衬 0, 从 而 
v= = (2 +1)(2 -1) 


叉 因 为 9 是 察 数 , 则 
他 = 
28 1= a> # 
即 2:2 = 有 + 人 = pg +1) 


由 9 是 奇 泰 数 可 得 # = 1,5 = 0, 从 而 有 2* = 多 +1 = 2， 
a = 1, 进 从 于 =2+1=3,g=3,v= (2 +1)(2_1)=3= 
gn=1. 

于 是 可 得 x = 4,v 三 3,r = 5, 

进一步 求 出 | AM 1= 1, 1 BM1=9,1CNI=8,1DN|-=2. 

若 & 为 奇数 , 同 证 法 1, 不 可 能 . 


9.24 设 p 是 一 个 奇 质数 ,n 是 一 个 正 整 数 .在 坐标 平面 上 的 
一 个 直径 为 p* 的 圆周 上 有 A 八 个 不 同 的 整 点 .证 明 ; 在 这 八 个 


点 中 存在 三 个 点 ,以 这 三 个 点 构成 的 三 角形 满足 边 长 的 平方 
是 整数 , 且 能 被 p"*! 整除 . 


证 明 若 4,8B8 是 两 个 不 同 的 整 点 , 则 AB? 是 一 个 正 整 数 . 若 


心得 体会 拓 广 疑问 


给 定 的 质数 p 满足 pt 1 .482, 且 杰 + 赴 4, 则 记 af4B) = 天 . 若 三 
个 不 同 整 点 构成 的 三 角形 的 面积 为 3, 则 25 是 一 个 整数 ， 


由 海伦 公式 及 面积 公式 5 = 2 (其 中 a,6, 为 三 角形 的 三 
边 长 ,RR 为 三 角形 外 接 加 半径 ) 可 得 ,人 4BC 的 面积 与 其 三 边 长 及 


直径 的 两 个 公式 
2482 。 BC2 + 2BC2 .Cd2 + 20C42 . 482 - 
4B4 - BC4 — CA* = 1682 nD 
4B2 . BC2 CA? = (2S)p™ 全 


引 理 设 4,B,C 是 直径 为 六 的 加 上 的 三 个 整 点 , 则 
a(lAB),a(l BC),al C4) 中 要 人 么 至 少 有 一 个 大 于 n ,要么 按照 某 种 
次 序 排列 为 n,n ,0. 

引 理 的 证 明 设 m = minla(AB}),alBC),a(C4)|. 

由 式 印 可 得 pm 1 0287, 所 以 p* 125. 

由 式 加 可 得 

aCABY + al BC) + at CA) > 2m + 2n 

车 a(lAB) < neafBC) < n,a(CA) < n, 则 

alAB) + a(BC) + a(CA) EE m+ 2n 
于 是 2m+2nem+2n 

这 就 意味 着 m = 0. 

因此 ,a(48),altB8C),a( CA) 中 有 一 项 为 0, 且 另外 两 项 均 为 
n, 

下 面 证 明 :在 一 个 直径 为 pr 的 加 上 的 任意 四 个 整 点 中 ,存在 
两 个 整 点 P,0 ,使 得 

afPO)> n+l 

假设 对 于 这 个 加 上 依 次 排列 的 四 个 整 点 A,B8,C, 了 DD 结论 不 正 
确 . 根 据 引 理 ,由 有 ,8,C,D 确 定 的 六 条 线段 中 有 两 条 线段 其 问 点 
不 同 ,不 妨 设 为 B,CD ,满足 a(48) = al CD) = 0. 

筋 外 四 条 线段 满足 

at BC) = alDA) = atAC) = a(BD) = n 

因此 ,存在 不 能 被 p 整除 的 正 整 数 a ,58,c,d,e,f, 使 得 

AP? = a, CD = c, BC? = bp 
DA? = dp*, AC? = ep", BD’? = fh" 
由 于 四 边 形 48CD 蚌 图 内 接 四 边 形 ,由 托 蔓 密 定 理 有 
Vac = pr(v ef -Ybd) 
将 上 式 两 边 平方 得 
ac = pV eof- bd 
所 以 ,(Y ef - v ba) 是 有 理 数 . 


第 ?3 音 整 点 
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但 (v ef - vba)? = ef + bd - 2 bdsf, 若 其 是 有 理 数 , 则 心得 体会 拓 广 疑问 
w bdef 必须 是 一 个 整数 ， 

因此 ,{(v ef - V 84) 是 一 个 整数 ， 

于 是 ,ae = p*(V ef - VV bd 表明 pa 1 ae, 矛盾， 

现在 设 直径 为 p* 的 加 上 的 八 个 整 点 为 41, 4z,，…… ,4 如 .将 满足 
addi) 二 n+ 1 的 线段 染 成 黑色 ,顶点 4 引出 的 黑色 线段 的 数目 
称 为 4; 的 次 数 . 

(1) 车 有 一 个 点 的 次 数 不 超 过 1 ,不妨 设 为 A4s, 则 至 少 有 六 个 
点 与 As 所 连 的 线段 不 是 黑色 的 . 设 这 六 个 点 为 A1, A2,'… ,As. 由 
拉 姓 赛 定理 ,一 定 存在 三 个 点 ,这 三 个 点 构成 的 三 角形 的 三 条 边 
要 人 么 全 是 黑 色 的 ,要 么 全 不 是 黑色 的 . 

对 于 第 一 种 情形 恰好 满足 结论 要 求 . 

对 于 第 二 种 情形 ,不妨 设 这 个 三 角形 为 人 414243; 于 是 ,四 个 
点 A41,42,43,4s 中 没有 一 条 线段 是 黑色 的 ,矛盾 . 

(2) 所 有 顶点 的 次 数 均 为 2, 于 是 ,黑色 线段 被 分 成 若干 条 加 
路 . 

如 果 有 一 条 长 度 为 3 的 由 黑色 线段 组 成 的 回路 , 则 满足 结论 
的 要 求 . 

如 果 所 有 回路 的 长 度 至 少 为 4, 则 有 两 种 可 能 : 

要 人 么 是 两 条 长 度 均 为 4 的 回路 , 不 入 设 为 A,42A34。4 和 
4546474s; 要 么 是 一 条 长 度 为 8 的 回路 ， 不 芒 设 为 
A14243A4AsAeArds. 对 于 这 两 种 情形 ,41,43,#4;,Ay 中 没有 一 条 
黑色 的 线 线 ,矛盾 . 

(3) 着 有 一 点 的 次 数 至 少 为 3, 不 妨 设 为 4 , 且 设 4ida,4143， 
A4144 为 黑色 线段 .只 要 证 明 在 线段 da43,4344,4442 中 至 少 有 一 
条 是 黑色 的 . 

如 果 4z4s, 4344, 4442 均 不 是 黑色 的 ,由 引 理 可 得 (42z43)， 
ad4s44j at dsd2) 按 某 种 次 序 排列 分 别 为 n,n,0. 

不 妨 假 设 ct 4243) = 0, 设 和 全 A144ds 的 面积 为 S, 由 式 加 可 
知 25 不 能 被 p 整除 . 

及 因为 a(A142) > n+1,a(A143) 2 n+1; 由 式 吉 可 知 25 
能 被 p 整除 ,矛盾 . 


9.25 ”在 平面 上 ,如 果 一 个 加 的 男 心 (* ,7) 的 坐标 x,y 中 至 


少 有 一 个 是 无 理 数 , 则 圆 上 至 多 有 两 个 点 , 其 坐标 都 是 有 理 
数 . 


证 明 ” 设 此 圆 的 方程 为 


s+A+B+C=0 全 
如 果园 上 有 三 个 点 AyCxiys yi) Az( Y2y72) Al xas ¥3) sy xin Yili 三 
1,2,3) 都 是 有 理 数 ,代入 @ 得 
Axi+ Bi+C+ 对 + 放 =0 
[rr 全 
Axs+ Byyt+C+W+=0 
因为 图 上 任意 三 不 同 点 不 共 线 ,所 以 行列 式 
x1 Y1 1 
x ya llx0 
x3 ya 1 
故 关于 4,8,C 的 线性 方程 组 全 有 了 唯一 解 , 且 解 4,8,C 都 是 有 理 


数 ,但 是 O 的 圆心 坐标 是 { - 和 ,~ 皇 ) ,与 题 设 矛盾 ， 


9.26 证明; 平面 上 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 ,不 可 能 都 是 


整 点 . 


证 明 ” 设 平 面 上 三 个 点 dei yi ,B(x2,72) ,C(xa,Y3) 组 
成 一 个 正三 角形 , 则 至 少 存在 两 个 边 , 设 为 48 和 4C, 与 x 轴 的 交 
角 a 与 8 满 足 8 - a 等 于 4 与 4C 的 交角 , 即 

B-a = 了 中 
如 果 xi 71 X21Y24%3173 都 是 整数 且 a ,8 都 不 是 直角 , 则 4B 和 AC 
的 斜率 tan a 和 tan 8 都 是 有 理 数 , 故 
tp) = 四 全 让 
是 一 个 有 理 数 ,而 全 给 出 
tan(B -a) = tan3 = 3 


这 导致 一 个 矛盾 结果 ,因为 a,8 不 可 能 都 是 直角 , 当 a 或 8 是 直角 
时 ,出 可 得 


B = x 或 a = 


此 时 ,tan 有 = -此 或 mn a - 宫 , 因 此 ,24439140 为 ,为 ,为 仍然 不 
可 能 都 是 整数 ， 


第 9 章 装 点 
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心得 体会 拓 广 疑问 
9.27 在 平面 直角 坐标 系 xOy 中 ,我 们 把 横 坐 标 为 自然 数 ,级 


坐标 为 完全 平方 数 (自然 数 的 平方 ) 的 点 都 染 成 红 点 , 试 和 将 函 
数 y = (x -36)(x - 144) - 1 991 的 图 形 所 通过 的 " 红 点 "都 
确定 出 来 ， 


《中国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


解 设 y = m:,mEN, 则 
(x 和 5 -144) - 19 的 1 = m 

x 180x +31 归 = m2 

Cx -0 -4907 = m2 
令 x-90 -= 上 , 则 

-m= 4%7 = 7.70] 
故 (E+ mk my = 了 :701 
由 于 了 和 ?01 都 是 素数 ,是 


km 人 <k+m 


则 只 可 能 得 到 下 面 四 个 方程 组 | 
k-m=1 ER-m=7 
工人 Il 

km=-4097 Ek- m= 701 
n(n EG +m=—7 
解 方 程 组 加 和 认可 得 * 是 负 英 数 。 不 合 题目 要 求 . 
解 方程 组 T , I 工 得 

人 全 
m = 2453 m = 34? 


由 此 得 x = 2 544 或 x = 44, 相 应 地 y = 6017 209, 或 y = 
120 409. 所 以 y = (x -36)(x -~ 1 特 ) - 1 991 的 图 象 只 通过 红 点 
(2 544,6 017 209), (444,120 409). 


9.28 Co, Ci, C2 是 平面 上 一 族 圆周 ,定义 如 下 : 


(1) Co 是 单位 加 局 x 4 y? = 1. 
(2) 对 于 每 个 R= 0,1,2,*…，, 圆周 Gi 位 于 上 半 平 面 


7 z0 内 及 CG 上方, 并 与 圆周 G6, 外 周 ,与 双 曲 线 妇 -和 = 1 
外 切 于 两 点 . 
如 果 六 是 圆周 Co 的 半径 ,求证 ; m 是 一 个 整数 ,并 求 出 


解 ”因为 圆周 Co 与 双 曲 线 x? - 和 = 1 关于 yy 轴 是 对 称 的 . 
因此 ,利用 是 设 可 以 知道 图 6 的 圆心 在 y 轴 上 ,于 是 ,可 以 设 国 C。 
的 圆心 坐标 为 (0, a,)(a。> 0). 圈 G, 的 方程 是 


x+YyY-@i2= rn = 1)2.3,… 由 
由 于 圆周 C, 与 CG,_i(n E N) 外 切 , 那 么 这 两 圆圈 心 的 上 距离 是 半径 
之 和 .于 是 ,有 
on ~ ar = mm+r-i EN 本 
因为 图 周 C。 与 双 曲 线 好 - y? = 工 外 切 的 两 切 点 具 相 同 的 纵 坐 标 ， 
因而 方程 组 


Ea 一 ba 三 1 
(20 oy r2 © 
恰 有 两 组 解 ,这 两 组 解 的 y 是 相等 的 . 


将 @ 的 第 一 式 代入 加 的 第 二 式 ,得 
(P+D)+ry- = 
方程 国 恰 有 两 个 等 ( 实 ) 根 ,展开 上 式 , 有 
2y92 -2ay + tai+1-2)=0 
方程 @ 的 判别 式 等 于 零 , 即 
4a2 -Bas +1- 天) = 
于 是 
ax = 2 -1) 
由 于 m = 1 记 ao = 0, 那 么 , 式 国 对 于 所 有 非 负 整数 n 成 立 ， 
n 一 1(n EE NN) 代替 式 四 中 的 ma, 有 
ea = 2 -1) 
式 钱 减 去 式 图 ,得 
a at = 20 1) 
由 式 人 @ 和 式 鲫 知 
mn + Gn- = M1n — ra-1) 
由 式 避 和 他 ,可 以 得 到 
2a, = 3m -rnintEN 
2a = runEN 
在 式 四 中 用 na -1 代替 mn, 有 
Don] = Bry — Tn-2 
这 里 正 整数 n > 2, 由 他 和 时 ,有 
Tn = 6ra-1 ~ ra-2 
由 于 m = 1, 下 面 来 求 ri ,由 公式 四, 有 
dl = rdy+1 
在 公式 号 中 到 ww = 1, 有 
oat = 2 了- 1) 
由 式 信和 式 只 ,有 


8 全 合 名 全 88 8 © @ HQ ©@ 8 © 


tr + 1Y? = 2(r? 一 1) 


第 3 阐 将 点 
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即 
-2r-3=0 BB 
所 以 
nm = 3,rl = 一 1 会 去 ) 电 
从 式 昌 和 册 可 以 知道 (兼顾 m = 1) ,对 于 任意 正 整 数 ,+ 
是 一 个 整数 , 且 是 唯一 确定 的 . 
引信 待定 常数 ae, 今 
rr re nN 多 
希望 有 实数 吕 , 使 得 对 于 任意 正 整 数 n > 2, 有 
ma = Br 内 
由 式 食 和 式 团 .有 
mm ~ wml = 所 mm-1- am-2) 多 
即 
rm = (a + A)rt — afr,-2 2 
式 回 与 各 比较, 令 
a+pP= 6,08=1 加 
用 ,8 是 方程 
“2-6x+1=0 多 


的 两 个 根 .方程 式 售 称 为 式 他 的 特征 方程 , 它 很 好 记忆 ,将 式 他 
中 mm 改写 为 x*?,r_] 改写 为 x, ri 改写 为 1 即 得 .方程 式 六 有 两 
个 实 根 


zj = 3+ 2y2, xz = 3-242 镶 
于 是 可 取 
a =3+2Y2, B=3-272 地 
由 式 加, 有 
ra = 让 多 
由 式 辐 和 式 食 ,有 
ra ~ Ar = P(r — aro) 全 
由 式 命 和 式 因 ,并 注意 m = 1rl = 3, 有 
ra — (3 +2Y2)r = (3 -22)"-12Y2 全 
类 似 地 可 以 取 
wa = 3-242,8 =3+2Y2 Sh 


于 是 mm = 寺 ((3+2yJ5)"+ (3 ~ 2Y2)") 


心得 体会 拓 广 疑问 


9.29 “在 一 张 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 上 有 一 只 {P,4) 马 , 这 
马 的 水 平方 向 走 p 格 (可 向 东 、 人 向 西 ), 同时 ,在 垂直 方向 走 4 
格 (可 向 南 、 向 北 ) ,表示 这 马 跳 了 一 步 . 当然 这 马 也 可 在 垂直 
方向 走 p 格 ,同时 在 水 平方 同 走 gq 格 ,表示 跳 了 一 步 . 求 所 有 
的 正 整 数 对 (p,qg) ,使 得 这 只 (p,qg) 马 从 尾 何 一 格 出 发 ,可 以 
到 达 这 张 横 盘 的 任何 一 格 内 . 


解 ”将 这 张 国 际 象棋 棋盘 用 黑白 两 色 交 替 着 色 .如果 p,q 
是 奇偶 性 不 同 的 一 对 正 整 数 ,那么 这 只 马 每 跳 一 步 , 必 从 白色 格 
子 跳 到 黑色 格子 ,或 者 从 黑色 格子 跳 到 白色 格子 . 如 果 p,g 是 奇 
偶 性 相同 的 一 对 正 整 数 ,那么 这 只 马 每 冕 一 步 , 必 从 和 白色 格子 路 
到 白色 格子 ,或 者 从 黑色 格子 网 到 黑色 格子 . 因此 要 这 只 马 从 任 
向 一 格 出 发 ,可 以 跳 到 这 张 棋盘 的 任何 一 格 内 ,p + 4 必 是 奇数 . 
当 p,q 是 奇偶 性 不 同 的 一 对 正 整数 时 ,在 这 棋盘 上 引进 一 个 
直角 坐标 系 , 取 这 只 马 开始 时 所 在 格子 的 右上 角 为 坐标 原点 ,每 
个 格子 的 边 长 作为 单位 长 . 因此 , 每 个 格子 右上 角 是 一 个 整 点 
( 模 . 级 坐标 全 为 整数 ). 这 个 格子 与 其 右上 角 的 整 点 有 1 - 1 对 应 
关系 ,如 果 这 只 马 跳 到 一 个 格子 内 ,这 格子 的 右上 角 的 整 点 记 为 
(x,7) ,我 们 就 讲 这 只 马 在 (x,Y) 上 . 开始 时 , 马 在 (0,0) 上 ,将 
(0,0) 点 对 应 的 方 格 涂 黑色 , 黑 , 白 两 色 交 替 涂 满 全 部 方 格 , 即 对 
方 格 (x,y)( 这 里 (x,y) 是 这 方略 右上 角 的 整 点 坐标 , 为 方便 起 
见 , 称 方 格 (*,y)),x + 为 偶数 时 , 涂 黑 色 ,x + y 为 奇数 时 , 座 白 
色 . 
记 p,9 的 最 大 公 因 数 为 4, 即 (p,qg) = &, 如 果 d > 1, 这 杞 从 
方 格 (0,0) 出 发 ,到 达 的 方 格 (x,y), 整数 x,y 都 是 了 的 倍数 , 显 
然 , 当 上 > 1 时 ,这 只 马 不 能 满足 题目 要 求 . 
从 上 而 分 析 知 道 ,要 满足 题目 要 求 ,整数 对 (p,q) 必须 满足 
两 个 条 件 : 
(1)p + 4 是 奇数 , 即 p,g 奇偶 性 不 同 ， 
{2)p ,9 的 最 大 公约 数 (p,g) = 1. 
下 面 证 明 这 两 个 条 件 是 充分 的 : 
我 们 首先 证 明 : 由 于 p,qg 互 质 ,一 定 有 两 个 整数 u,v ,使 得 
t+ 娄 =1 OD 
设 p,* 是 任意 两 个 正 整数 ( 先 不 考虑 p,q 互 质 条 件 ), 我 们 有 下 列 
p = 991+ ;这 里 gh 是 非 负 整数 ,0 < ri < 9. 
g = mgz + r2; 这 里 qz 是正 整数 ,0 < m < . 
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rl = 993 + nm 这 里 qs 是正 整数 ,0 < ry < mm， 


mm-2 = Tn-1 + :这 里 9 是正 整数 ,0 < < ml， 

m-l T+ Tort; 这 里 gu 是 正 整数 ,r,,， = 0. @ 
因为 式 全 中 每 进行 一 次 带 余 数 除 法 ,你 数 就 至 少 碱 少 1, 而 是 有 
根 的 ,所 以 最 多 进行 9 次 ,总 可 以 得 到 一 个 余数 是 零 的 等 式 , 即 
mt = 0 

下 面 证 时 

Qn - Pd = {- DIr,,k = 1,2,.. ,7 [RY 
其 中 Po= 1,P = gh = GPL+ Py 
Qo = O00 = 1 = G+ O22 Ean @ 
六 加 的 第 一 式 知道 , 当 上 = 1 时 , 式 国 成立 . 当 = 2 时 ,从 加 
的 第 一 式 知 道 
mm=94-nga=g9-(p- 的 曲 9( 利 用 式 思 第 --- 式 ) = 
~ ma2+( + gq192)9 = 
(gaPl + Po)g — (g201 + Qo)p = Pag - Op © 
由 式 园 知 , 当 天 = 2 时 , 式 国 也 是 成 立 的 . 
假设 式 @ 对 不 超过 上 的 正 整数 玫 成 立 ,这 里 上 = 2, 出 式 句 ， 


有 
(- Diris = (~ 区- ng = 
(— D2n + -Te = 
(QP 一 Pr_19) 4 《Cop 一 Pi) 人 (利用 
归纳 法 很 设 》= 
(gen Qe + Qi Pp - {guP: + Pei)g 二 
由 式 二 有 
Qinp - Pirg = (— Di D 
这 里 
Pr = gnPr + Ps- 
Qs = grt QO + 人 -1 @ 
所 以 ,利用 归纳 法 的 证 明 , 等 式 加 成立. 


由 式 四 ,有 
rn 二 (0, 7, )}= 三 Cm ) 三 《mm 三 


(Cr 1y fn 2) 主 三 (ng) 二 (p, 4) @ 


特别 当 p,q 的 最 大 公 因数 (p,4) = 1 时 ,由 式 回 ,有 r= 1. 在 式 


全 中 , 令 记 = nn, 有 
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QP - Pg = (~ 1)™! WT 
因此 , 当 为 偶数 时 ,令吉 =- 0.,5 = PP; 当 为 奇数 时 , 令 
= Or =— Pu,t 当然 都 是 整数 ,那么 ,公式 外 成 立 . 
现在 我 们 继续 本 题 的 叙述 ， 
从 马 的 跳 法 可 以 知道 ,这 马 可 以 跳 到 方 格 (2p ,0) 或 (- 2p ,0) 
内 ,例如 
(0,0) — (p,g)— (2p,0) 
或 | (0.0) 一 《- p,9) > (- 2p,0) 
这 马 也 可 以 婚 到 方 格 (2g,0) 或 (- 24,0) 内 ,例如 
(0,0) —= (gq,p) — (29,0 
或 (0,0) 一 (- g,p) > (- 29,0) 
这 里 一 个 稍 头 表示 这 上 只 马 从 一 个 方 烙 踊 到 另 一 个 方 格 ( 跳 了 一 
步 ). 由 公式 中 ,有 
2pu + 2 = 2 自 
从 上 商人 氢 述 及 公式 四 可 以 知道 ,这 只 马 可 以 适当 跳 有 限 步 ， 
从 方 格 (0,0) 跳 到 方 格 (2,0) 内 ,也 可 以 从 方 格 (0,0) 跳 到 方 格 
{- 2,0) 内 { 将 公式 血 两 端 科 以 - 1) .那么 ,对 于 任 一 整数 ,这 只 
蕊 可 以 适当 跳 有 限 步 ,从 方 格 {0.0) 跳 到 方 格 (2na;0) 内 .由 于 p+ 
4 是 奇数 ,不妨 设 p 是 奇数 .这 马 可 以 从 黑 方 格 (2n,0) 跳 一 步 到 白 
方 格 (2n + p,9) 内 .类 似 上 面 方法 ,经 过 适当 地 有 限 步 跳 ,这 马 可 
以 跳 到 在 一 白 方 格 (2n + p,2n ”+ 9) 内 ,这 里 nm” 是 任 一 整数 , 特 
别 可 以 跳 到 白 方 格 {2n + p,0) 内 (由 于 9 为 偶数 , 取 n* = - 号 ). 
因此 ,重复 上 面 的 办 法 ,这 只 马 可 以 跑 沉 所 有 白 方 格 (x,0) ,这 里 x 
为 任 一 奇数 ( 正 奇 数 、 负 奇数 都 行 ). 这 样 一 来 ,对 应 x 轴 上 人 尾 一 整 
点 的 方 格 , 这 只 马 都 可 以 跳 到 . 如 果 4 是 奇数 , 这 马 从 黑 方 糙 
{2z ,0) 跳 一 步 到 白 方 格 {2m + 9 ,p) 内 ,类 似 上 述 证 明 , 仍 可 以 跳 
志 对 庶 * 轴 上 人 尾 一 整 点 的 方 格 . 对 于 任 一 方 烙 (x* ,7y”) ,这 只 马 
可 以 从 方 烙 (0,0) 先 经 有 限 步 跳 到 方 格 (x” ,0) ,然后 完全 类 似 上 
述 证 明 , 这 只 马 可 以 跳 遍 对 应 于 直线 * = x* 上 任 一 整 点 的 方 档 ， 
特别 能 跳 到 方 格 (x" ,y“ ) 内 . 
因此 满足 本 题 要 求 的 所 有 正 整 数 对 (p,q) 要 符合 两 个 条 件 ， 
+4 是 奇数 ,日 p,g 互 质 . 


9.30 求证 :平面 内 存在 一 个 有 限 点 集 4 ,使 得 对 每 个 点 * 所 
4 ,存在 集合 4 内 点 六 72 ;995; 使 得 点 % 和 yll 去 帮 宪 
1 995) 的 所 离 都 是 1. 


证 明 ” 考 直 集合 


第 9 灾 整 点 
Chapter 9 Iniegral Poiht 


心得 体会 拓 广 疑问 


27 


0 


初等 数论 难 是 集 [ 第 一 性 
The Collection of Difficult Problem of Flementary Function Theory[The First Volume} 


ro 
由 于 
i 
@ 
那么 点 (和 (号 -十 行 ) 
(- 呈 22 ? (- +, 2) 
间作 单位 圆周 x2 + ?= 1 上 , 且 外 的 四 个 子 集 
(834)e Kl < :< 19%) 
{(- -1 a) Kl1 < + 1995) 
{(- 所 =， -zje rll s+:<1%s) 
nm (全 -Be Ki < +<19%5) 
(这 里 ;全 是 正 整 数 ) 分 别 在 平面 的 第 一 .第 二 ,第 三 和 第 四 象限 
内 . 
令 
g = (1 + (1 + 2 + PP) + 1995) LY 
又 令 集合 
oi 
定义 
A= |(ava) EE RioEB,i= 1,2| 加 
下 面 证 明 平 面 内 集合 4 满足 题目 要 求 . 


在 集合 4 内 任 取 一 点 *”= (a1,02) = (去 ,此 ) ,这 里 产 ， 


k” 10,1,2,3,…,2g|. 由 于 zx 在 正方 形 [0,2] x [0,2] 内 ,两 条 
直线 x = 1 与 y = 1 将 这 个 正方 形 四 等 分 为 四 个 小 正方 形 ,x* 必 
落 在 其 中 一 个 小 正方 形 内 .如果 x" 落 在 直线 * = 1 或 y = 1 上 ， 
则 将 点 x* 归 入 合 x* 的 相 令 两 小 正方 形 之 一 .以 点 x" 为 图 心 , 作 


一 个 单位 加 .那么 ,这 个 单位 回 必 有 二 圆周 开 落 在 正方 形 [0,2] x 
[0,2] 内 ,这 地 回 周 两 端点 与 点 x* 连 线 平行 于 x,y 轴 (图 1). 将 点 
x" 平移 到 原点 0, 则 这 小 圆周 一 平移 后 必 与 以 原点 0 为 加 心 的 图 1 


到 圆周 P* 重合 .这 平移 后 的 十 图 周 必 落 在 第 一 二、 三 、 四 象限 
之 一 . 取 开 中 1 995 个 点 3, 妇 :219%5， 使 得 这 1 995 个 点 全 部 落 
在 这 平移 后 的 七 圆周 上 , 即 取 上 述 天 的 四 个 子 集 之 一 内 的 全 部 点 


作为 z1,z2,… ,zi19%. 则 a 坐标 为 {+ 与 = 土 2 ) ,这 里 ， = 


+1’ +1 
1,2,"… ,1 995, 当然 上 述 横 , 纵 坐 标 前 正 负 号 是 取 定 的 , 令 
1 2 
» = (az 与 io 了 ® 


显然 ,这 1995 个 点 ,yz,…,yis 落 在 平移 前 的 广 圆周 下 上 ,这 
些 点 与 点 +* 的 虐 离 恰 分 别 等 于 平移 后 的 点 1, za,…,z1 ws 与 原 
点 0 的 距离 , 恰 全 部 等 于 1, 从 @ 以 及 前 面 饼 述 ,有 


fi lk 2 
y= 7 + i i) lst 19%95 DD 
利用 图 ,可 以 看 到 5 是 一 个 正 整 数 ,这 里 ; = 1,2,…,1995, 记 


此 数 为 p, ,那么 


{isplr -LD) k’ +2ps 
» =| q + 9 ) 全 


j 土 pA-1), 上 "42pu 都 是 整数 .而 点 y(1 < + 1995) 全 落 


在 4 圆周 厂 上 ,那么 1 995 个 点 yy ,gu 全 部 落 在 正方 形 
[0,2] x [0,2] 内 ， 那么 0 三 ji" 土 p(t? 一 1} 于 2g0 去 天 十 
2pxt <29. 于 是 全 部 点 yj),y2,… ,1%% 在 集合 4 内 . 


9.31 点 是 一 个 正 整数 ,4 二 (a.0" ),B 兰 {5,5"),d4,B 是 
整 点 ,Ga(4, 有 ) =la-bl+tla” -8b"1,S= lf(eia) 和 


并 xzZllel+la*l<s 对 . 求 AFE) = >》) d(4,8). 这 里 忆 是 
儿 1 ES 
全 体 整 数组 成 的 集合 . 


解 ”由 于 5 内 任意 一 对 点 4 = (aa “) ,日 = (5,8*), 相 应 

地 3 内 有 一 对 对 应 点 4 = (a” ,a),B8” = (b&b" ,8), 则 
dtA,B) =|1a-bl+tla”" -6*1 OD 

式 中 右 端 1 a -5 1 基点 对 (4,B) 的 模 坐 标 差 的 绝对 值 , 而 
1a” -5 1 是 点 对 (4”, 吾 ") 的 横 坐 标 差 的 绝对 值 . 因此 对 于 
六 ,只 须 计算 所 有 点 对 (4,8) 的 横 坐 标 差 的 绝对 值 , 然 后 乘 以 2 
即 可 . 

在 直线 x = a 上 ,这 里 a 是 整数 , 且 | a 1 二 大, 我们 来 计算 这 
条 直线 上 ,5S 内 点 的 数目 N,. 由 题目 条 件 可 以 知道 
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lal-kea” ch-lal 四 
执 此 在 直线 x = a 上 ,在 S$ 内 有 2k+1-21a | 个 整 点 (o,a*)， 
即 
N=2k+1-2|1ai @ 
从 式 岛 , 立 即 有 
N = NN, @ 
同样 地 ,在 直线 x = 8 上 ,这 里 5 > a,5 内 点 的 数目 为 2k + 
1 -21851,N = N.,. 在 直线 x = a 上 和 任 - 一 点 与 x = 68 上任 一 点 
之 间 横 坐标 差 的 绝对 值 为 5 - =, 那 么 ,从 上 面 叙 述 有 


FU =2 2 (ba) NN 加 
一 上 虹口 所 由 号 上 
而 
2 -aoaN = 2 (bo- aNN+ 
一 直 三 可 芭 百 大 看 一 直 碟 日 性 直 基 人 
D7 (ba)NN,+ 
站 


,2 woN(e = 0) + 
3 (— a)NNo(b = 0) + 


-Fa<0 
人 


Cb 一 BA 名 
在 上 式 右 端 第 一 大 项 中 , 令 a = - 5,5”= - 4, 那么 ,有 
DD GaNm= 2 aN No, = 


一 站 Dea” ec# 中 


DY (6 eM A ( 利 用 @) = 
ea eb” ek 


2 (ba) NN, 


db 上 


(将 a* ,b* 改写 为 et 二 
在 式 鲜 的 右 端 第 四 大 项 中 , 令 e” = - ea, 有 
> (alN= Da'N.MN = 
-Fc < Dea et 
2 a Ne No( 利 用 @) = 
eo” 


>») BANoNo( 将 4 改写 为 5) @ 


De be 


在 式 @ 右 端 最 后 一 大 项 中 , 令 a = -ea 有 
3) GamN, = 之 (b+a)N MN, = 


一 Cr 


> GG +a" Ne 利用 图 ) = 


bea” 各 本 二 


>，(5+a)mwi( 将 Ga* 改写 为 ae) = 
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ead 
> (B+ oNN, + 
[1 
2 (b+ ee) = 
让 


2 2 ON 2 时 


(将 上 式 右 端 第 二 大 项 中 ,5 字母 互 换 ) 将 式 @ - @ 代 入 @， 有 
Ak) = 4 2 2 ~ oyNN, +4 之 boN, + 
入 os DNM 4 - 
站 < 


8 2) bNN, +4 2 + NM) = 


的 
4》 BNA2N +2A + +2N +AW+N) 国 
b=l 
利用 式 加, 我们 有 
上 上 b-1 
Mo+2N + Nt + += ZN + DN = 
j= j=l 


上 b-l 
2 +1 + 2 2k +1- 2) = 


(2E + 1)(B8 +1) -2 + (2k + 1b -1) - 221- = 


2508+ 0 BB +D) bb-1) = 26(2k + 1 8) 由 
将 式 国 和 辐 代 人 加 ,有 


点 
FF) = 427b(2k + 1 -28)2b(2k +1- 5) = 
ba3 
8y， 22(25 +T ~ 28)25 +1-8)= 
LE 
8》， POZE + 1)? 3528 + 1) +262) = 
也 至】 


和 点 此 
8(25 + 12 -R42DPD+11625 多 
tel b=l 生生 


由 于 
Db? = 二 (大 + 1)(2k +1) 
. 下 (下 + 2 
5 = ( 于 ) 
2 -二 tt+DCH+DGtt+D-D 四 
不 部 悉 公 式 四 后 两 个 等 式 的 读者 ,可 以 对 “用 归纳 法 无 困难 地 证 
明 它 们 . 
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FR) = ECE + DD) (2k + D{ 28 +1)2 -6ktk+1)+ 
(BE(E+1) -1)) = 


E+ (2E + DOR +7k +6) 四 


9.32 ”对 任意 自然数 * > 3, 在 殉 氏 平面 上 都 存在 "个 点 ,使 
得 其 中 任何 两 点 间 的 虐 离 都 是 无 理 数 , 而 每 三 点 构成 的 三 角 


形 非 退化 且 有 有 理 面积 . 
(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 


证 明 ” 考 虚 这 样 的 & 个 点 
(1,1°),(2,2) ,Cn, nn) 
则 其 中 在 意 两 点 司 , 这) 和 和, 产 ) 间 的 距离 
VE rjIV +++ 

由 于 (Cir <1l+(itr ei+i+1) 
则 4+ (+ 位 于 两 个 相 邻 平方 数 (i + 六 ?与 (+ + 1) 之 间 ， 
显然 I+ (i+ 门 ?不 是 完全 平方 数 ,因而 Y (i - + (六 -了 六 是 
无 理 数 ,从 而 任意 两 点 间 的 距离 是 无 理 数 . 

对 于 这 些 点 中 的 任意 三 点 人, 忆 )，( 产 产 和 ,局 ), 由 于 它们 
是 同一 条 抛物 线 y = x* 上 的 三 点 ,当然 不 共 线 , 即 此 三 点 组 成 的 
三 角形 为 非 退 化 的 ， 

这 个 三 角形 的 面积 为 


的 绝对 值 .显然 是 一 个 有 理 数 . 


9.33 ”证 明 ; 如果 一 个 矩形 的 边 长 为 奇数 , 则 其 内 部 不 售 这 


样 的 点 , 它 到 四 个 顶点 的 距离 都 是 整数 . 
【前 南斯拉夫 数学 奥 打 匹克 ,1973 年 ) 


证 明 用 x 和 2 表示 抑 形 内 某 一 点 了 到 两 条 对 边 的 距离 ， 
用 yy 和 ys 表示 PP 到 另 一 组 对 边 的 距离 . 
则 由 已 知 条 件 ,矩形 的 边 长 
4 = r+ XB= y+ 


都 是 奇数 . 
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假设 点 P 到 四 个 顶点 的 距离 si ay, aa yaz 都 是 整数 , 且 
Xt+ = a = 1,2,7 = 1,2 
记 u = sd B,v = yd 8B, 则 
ui ua = (x1— x2)A*:B= (x1- xi)B -= 
《fx + 7) - (x2 + 73))B = 
(a - aa)B=C 
uit+ w= (mt x)A: B= A.B=D 
同 理 -w= (eh - as)4=E 
V+ vo = (y+ YA:B=-A4.PFP=F 
ut + v= (zt + yA B? = op = 3 
这 里 C,E 与 & 都 是 整数 ,D 与 下 是 奇数 . 
车 志 , 沁 都 是 整数 .由 于 uj + ze 为 奇数 , 故 zi,tz 有 一 个 为 奇 
数 , 同 理 ,vw ,sz 有 一 个 为 奇数 . 设 wu 和 * 表示 这 两 个 奇数 ,大 = 说 + 


v2 


对 奇数 wn,v 有 
wu = 1(mod 4) 
好 二 1(mod 4) 
则 b? = 20mod 4) 
但 是 不 可 能 有 整数 的 平方 对 模 4 余 2. 


因此 ,aw;,w 不 全 是 整数 ,于 是 Ui = 20 = Dic,V= 2 = 

下 土 加 至少 有 一 个 是 奇数 .不 妨 设 这 个 奇数 为 页, 则 由 

ut v= 许 
可 得 + = 446 
但 是 这 蚌 不 可 能 的 ,因为 

R= 1mod 4), 487 = OC(mod 4) 

而 友 关 3(mod 4) 
因此 这 样 的 点 不 存在 ， 


9.34 在 方程 y = x? + px + gx 中 指出 如 何 确 定 出 p 与 ? 的 
全 部 整数 对 ,使 得 方程 7 = 0 有 不 等 的 整 根 ,并 且 曲 线 上 的 两 


个 转向 点 有 整 坐标 . ( 注 : 转 向 点 不 是 拐点 ,而 是 “ 峰 顶 ”或 “ 谷 
底 ” 点) 


解 “转向 点 ”的 横 坐 标 是 方程 3x? + 2px + 9 = 0 的 根 . 如 果 
为 整数 ,p 与 4 必须 是 3 的 倍数 . 令 p = 3P,# = 30,; 则 基于 
2Px +0 = 0 必须 有 整 根 ,x? +3Px +30 = 0 也 必须 如 此 . 若 了 是 
P 的 任意 大 于 1 的 整 因 子 , 而 且 若 玫 整 除 @, 可 令 x = zd, 于 是 得 
到 


好 +30pPrdlz+30 =0 
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和 z+2P/d)z+ 0/dt = 0 
它们 的 根 全 都 是 整数 ,所 以 我 们 仅 须 研究 4 不 能 被 p 的 任何 因子 
的 平方 转 除 的 情况 (因为 我 们 可 以 用 & 和 只 分 别 乘 以 满足 这 些 条 
件 的 任意 的 p 和 ga, 便 得 到 上 述 留 下 来 朗 证 的 情况 ). 

因为 x 全 +2Pr+0=0 与 避 +3Pxr +3Q = 0 两 者 都 有 整 根 ， 
它们 的 判别 式 必 定 都 是 完全 平方 . 就 是 说 我 们 可 以 令 9P? - 
120 = {3a 六 和 瑚 -= 如, 那么 P= 4 六 ~3a?. 根 据 前 良 所 述 ， 
a, 上 5 与 P 互 素 . 于 是 我 们 可 以 在 3a2 = (28 + P)(26 - P) 内 令 
{28 +P) = 3auvp 及 (25 -5) = av/u, 其 中 尺 与 v 是 扎 素 的 整数 ， 
则 B87a = (G34 站)A4ww 以 及 PA/a = (3 )2wv, 由 于 a,8 与 
忆 互 素 ,a 与 v 也 这 样 ,我们 必定 或 者 有 a = 2uv,8 = (3 + 
vA P = 3 记 ,0O = 3 一 过 )(9w2 - 坟 )/4; 不 和 热 就 @a = 
duvsb = 3w + oP = 6 2,0 = 3 ,分 
别 恢 照 上 与 ?两 者 同 为 奇数 或 者 一 偶 一 奇 而 定 { 因 为 上 与 的 平方 
仅仅 出 现在 p 与 4 内 ,我 们 只 人 须 考虑 它们 的 正 值 .车 或 vy 为 零 , 原 
来 的 三 次 方程 将 有 重 根 , 与 假设 不 合 ). 这 些 条 件 据 使 “转向 点 ” 也 
有 整 的 纵 坐 标 . 所 以 要 寻求 的 完全 解 可 以 表 为 

p= 6d(3w - 2) 
q = Od ~ (Qu? - 好) 

的 形式 , 式 中 4 与 v 互 素 , 而 了 是 整数 或 整数 的 一 半 ,分 别 依 据 a 
与 v 只 有 一 个 奇数 或 同 为 奇数 而 定 . 

反之 , 当 p 与 9 的 信 如 上 述 情形 , 原 三 次 方程 成 为 

y= + Gd ws 492(9282 2 2) 

因 市 方程 x = 0 有 根 x = 0,3d(v + 3u)(v -a),3d(v - 
3u)(v + u). 
则 其 导数 方程 

3 和 2 + 4d(3ut xr + S00w -=0 

有 整 根 x = 3d(v+ wj(p 2),d(y -3u)(y + Sn) 
就 是 “转向 点 ”的 横 坐 标 . 


9.35 s:,t 是 固定 正 整 教 , 都 大 于 等 于 3.M = |(x,y) 1 1 一 


x sysbxyE NI 是 平面 内 一 个 点 集 . 确 定 顶点 属 
于 六 ,和 两 条 对 角 线 分 别 平行 于 zx,y 坐标 轴 的 蓉 形 的 数目. 


和 解 ” 蔡 形 对 角 线 互相 答 直 ,由 于 两 条 对 角 线 分 别 平行 于 x,y 
辅 , 则 菱形 的 各个 顶点 坐标 分 别 是 


A{ zi, 卫 (yi 十 72)) ,B(x + x2) ,7 
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cl 和 ,去 (7i + y2)) ,D( 二 (2 + x2), 72] 
满足 题目 条 件 的 黄 形 顶点 机 坐标 与 纵 坐 标 都 是 正 整 数 , 则 x), x2 
都 是 正 整数 ,x ,x2 同 奇偶 ,yi,ys 也 都 是 正 整 数 ,yi,72 也 局 奇偶 . 
如 图 1 所 示 , 有 
AC = x -riBD= yi OD 
所 以 满足 题目 条 件 的 著 形 的 两 条 对 角 线 长 全 是 正 整 数 而 且 长 度 
全 是 偶数 . 

取 x"” E11,2,3,…,s|, 在 直线 x = xx 上 ,考虑 蒸 形 的 顶点 
(xz* ,y*) ,这 里 y*” = 1,2,3,…,t. 在 连续 正 整 数 1,2,3,…,t 中， 
有 上 -2 个 不 同 数 对 (1,3),(2,4),(3,5),…, (+ -2,1) ,两 数 之 差 
恰 为 2. 那么 ,对 应 有 :+ -2 对 不 同 点 {(x" ,1),(x* ,3)}, 1(x" ,2)， 
Cx" 3 Cx 2) ,它们 可 以 
作为 羔 形 的 一 对 顶点 B,D ,使 得 BD = 2. 类 似 , 有 4: -4 对 不 同 点 
1 x” ,1), Cw” ,SE, {Cx" ,2), Cre” ,6)}, {Cx” ,3), (x” ,7)} 
x”, 一 4) ,Cx* ,和 | ,它们 也 可 以 作为 萎 形 的 一 对 顶点 8,D, 且 
BD = 4. 也 有 + -6 对 不 同 点 ix" ,1), x" ,TD|, 和 x* ,2), (x"， 
8)}, |x 3 > 可 
以 作为 莱 形 的 一 对 顶点 妈 ,使 得 BD = 6, 等 等 .因此 , 当 上 = 2k+ 
1 时候 EN) ,在 直线 x = * ”上 ,距离 是 偶数 的 点 对 数目 记 为 五 ， 
且 

E= (it-2)+(t-4)+(t-6+ +(r-2k)= 
二 一 20+2+3+…+k) = 


(+ DE -ACE+D= 刀 =[ 仁 地 ] @ 


当 :# = 2k 时 (k 二 N) ,相应 的 
E= (it-2 +r{r -+ 6+(t- AA-1))= 
tk) 21142+3+ + kk- 1)]= 


2 DARED] ® 
于 是 ,在 直线 * = x" 上 ,全 部 可 能 的 不 同 对 角 线 BD 总 共有 
[他] ,这 里 [ 全 过] 表示 不 超过 全 二 的 最 大 整数 . 
类 似 地 ,在 直线 y = y* 上 ,这 里 y”= 1,2,…,+. 全 部 可 能 的 
不 同 对 角 线 4C 总 共有 [全 二 ]. 
在 [站 1] 条 可 能 的 不 同 对 角 线 BD 中 任 选 一 条 对 角 线 
fx ,ez ,a +2))|, 这 里 a,j 都 是 正 整 数 ,] < st-2， 
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a +2j < 4,x” 是 待定 正 整 数 .在 [二 条 可 能 的 不 同 对 角 线 
AC 中 任 选 一 条 对 角 线 (5,y" ), (5 + 21,y* )| ,这 里 加 都 是 正 
整数 ,1 < 8 < s -2,6 +21 < sw,7* 是 待定 正 整 数 ,要 这 四 点 组 成 
萎 形 的 四 个 顶点 ,从 本 题 开 始 时 的 叙述 可 以 知道 , 必 有 


网， = (+ (+2D)》= b+l 


六 = 了 (et(ea+2p) = a+j 出 
即 x*,y* 唯一 确定 . 
这 表明 在 [ 二 1] 条 可 能 的 对 角 线 4C 中 与 [人 4] 条 


可 能 的 对 角 线 BD 中 各 任 选 一 条 对 角 线 , 必 组 成 唯一 一 个 蒜 形 
46CD- 显然 ,每 一 个 满足 题目 条 件 的 菱形 都 可 以 这 样 产 生 .那么 ， 


所 求 凌 形 总 数 为 [<1] [和]. 


9.36 ”空间 有 个 整 点 集 五 ,每 点 坐标 在 0 与 1 982 之 间 , 用 红 
蓝 二 色 给 其 中 每 个 点 染色 ,使 得 顶点 在 互 中 而 棱 平 行 于 坐标 


轴 的 每 个 平行 六 面体 中 红色 顶点 数 被 4 整除 . 问 这 样 的 染色 
方法 有 和 多少 种 ? 


(评委 会 ,卢森堡 ,1983 年 ) 


解 ” 首 先 证 明 , 集 合 EE 中 点 的 染色 满足 题 中 条 件 的 必要 目 充 
分 条 件 是 ,顶点 在 正中 且 边 平行 于 坐标 轴 的 每 个 矩形 都 有 偶数 个 
红 顶 点 . 设 某 个 矩形 ro 的 红 顶 点 数 为 奇数 , 且 等 于 1( 等 于 3 的 情 
形 可 类 似 讨 论 ). 考 虑 以 xo 为 公共 界面 的 两 个 平行 六 面体 , ro 相 
对 的 界面 是 矩形 xy 和 x2. 于 是 ,如 果 染 色 满 足 题 中 条 件 , 则 界面 
ril 和 wz 种 有 3 个 红 顶 点 .从 而 以 xi 和 rs 为 界面 的 平行 六 面体 具 
有 56 个 红 顶 点 数 , 了 矛盾 .现在 设 每 个 矩形 者 有 偶数 个 红 顶 点 .考虑 
任意 一 个 平行 六 面体 ,如 打 它 的 所 有 顶点 都 同色 , 则 红 顶 点 数 被 4 
整除 . 如 果 它 的 所 有 顶点 不 全 同色 , 则 必 有 一 条 棱 , 其 端点 不 同 
色 , 而 且 所 有 与 它 平行 的 楼 的 端点 也 不 河 色 (因为 每 个 界面 都 有 
偶数 个 顶点 ) ,因此 平行 六 向 体 的 红 顶 点 数 为 4, 这 就 证 明了 上 面 
的 结论 . 设 给 集合 互 中 的 1+ 3， 1 982 个 点 (0,0,0), (x,0,0)， 
(0,y,0),《0,0,z) 一 种 染色 ,其 中 x,y,z 廊 历 由 1 至 1 982 的 所 有 
整数 .下 而 证 骨 , 对 E 中 其 他 的 点 ,存在 唯一 染色 方法 ,使 得 连同 
上 述 1+3 .1982 个 点 的 染色 一 起 ,满足 题 中 条 件 ,为 此 考虑 函数 

Fas- 他 交点 (xzyyyz) 为 红色 时 

1， 当 点 (x,y,z) 为 蓝 色 时 
反之 由 x,Y,z) 的 值 可 唯一 确定 点 (* ,7y,s) 的 颜色 .定义 模 2 可 
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法 运算 4 四 8 如 下 心得 体会 拓 广 疑问 
1， 当 a + 5 为 偶数 时 
“@b= {i 当 a + 5 为 奇数 时 
现在 令 
fxs ys32) = f(x,0,0) @ F070) FO,0, 2) 
经 验证 ,这 一 公式 对 上 述 1 + 3 .1 982 个 点 也 成 立 .并 且 楼 平行 于 
坐标 轴 的 每 个 矩形 必 有 偶数 个 红 顶 点 , 其 原因 是 ,如 果 和 矩形 的 顶 
点 为 (2 1 3) (x2 yi) (zl 2 x2 2 5), 则 
大 xb) BAAx2 F175) Bx F212) BH X27217) = 0 
于 是 由 上 面 证 明 的 结论 ,由 放 x,y,z) 的 值 所 确定 的 集合 E 的 染 
色 满 足 题 中 条 件 .现在 证 明 染 色 方 法 的 唯一 性 .事实 上 , 设 对 EE 中 
除 所 说 的 1 + 3. 1982 个 点 外 其 他 的 点 另 给 一 种 染色 ,使 得 它 连同 
给 定 的 这 1+3: 1 982 个 点 的 染色 一 起 满足 是 中 条 件 , 则 由 上 面 证 
明 的 结论 ,顶点 为 (z,y;01,fz,0,0),(0,7;0),(0,0,0) 的 矩形 有 
偶数 个 红 的 , 即 有 
zy,0) = f(x,0,0) @ fl0,7,0) @® 1(0,0,0) 
同 理 fx,0,2) = f(x,0,0 A002) BA00,0) 
FO yz) = F070) ® AO00, 7) ® fF(0,0,0) 
xyz = f0,0,2) A(x,0, 2) BHO, yz) = 
f(0,0,7) BfF(x .0,0) B00,7) B00,0) @ 
(FC0,7,0) BB £0,0,3) @ FO0,0.0)) = 
f(#10,0) 四 f(0,7,0) @ (0,0,72) 
由 于 函数 f(x,y,z) 的 值 叭 一 确定 点 (x,y,z) 的 颜色 ,所 以 上 面 给 
出 的 户 中 其 他 的 点 的 染色 是 唯一 的 . 于 是 , 所 求 染 色 方 法 数 为 
21+3'1 9 = 3 种， 


9.37 ”在 坐标 平面 上 作 一 凹 集 ,使 它 含 无 限 多 个 整 点 ,但 它 


与 任何 一 条 直线 的 交 至 多 含有 限 个 整 点 . 
(捷克 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


解 ”例如 ,在 坐标 平面 上 下 齐 带 形 区 域 构成 的 集合 
M= {I(x,y) IY2x -1 sy V2xl 
就 满足 题 中 条 忻 . 事实 上 ,这 个 集合 含有 无 限 多 个 形 如 (x, [v2x]) 
的 整 点 ,其 中 x € Z. 另 一 方面 , 当 上 = 42 时 ,直线 y= x+ 了 至 
多 含有 一 个 整 点 .否则 , 当 | x -xz1€E N* 时 
| Cf2x + 6) — (ff2x2 + BI=Y21 x wl 

即 为 整数 ,与 /2 为 无 理 数 巴 盾 ; 当 上 yx Y2 时 , 它 与 集合 对 之 交 是 
一 条 线段 , 它 当 然 不 能 含有 无 限 宪 个 整 点 . 


S537 


595 “二 初等 数论 稚 古 伸 { 第 一 郑 ) 
The Collection of Difficult Problem of Blementary Function Theory[The Firat Volume} 


可 以 证 明 , 位 于 任意 两 条 平行 直线 y= 所 + Bb 和 YY = 心得 体会 拓 广 诺 问 
Rx + 之 间 的 带 形 区 域 当 上 为 无 理 数 时 总 洁 有 无 限 密 个 整 点 (不 
论 差 值 1 与 - by 1 多 小 ) ,因此 ,任意 一 个 这 样 的 带 形 区 域 都 满足 
题 中 条 件 . 


长 均 相 等 的 闵 折 线 均 有 偶数 条 边 ， 

证 明 设 有 ”条 边 的 闭 折 线 的 顶点 坐标 为 (zi 四) = 1， 
2 人 念 ai = Yil 一 x Bi = Yitt -其 中 x, = Kls Yatl = 
yt = 1,2,",n 

依 题 意 ai, 记 ,i = 1,2,*…,n 均 为 整数 ,并 且 有 

al+e2+… ts08+ 记 +…+ 所 =0 
+ 所 = CC 为 整数 ,i = 1,2,…,n 

不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 aj ,a2,…as,Bi; 遍 ,…,B, 这 2n 个 整 
数 的 最 大 公约 数 为 1, 否则 ,将 这 些 数 的 最 大 公约 数 看 作 单 位 1, 便 
化 为 上 述 情形 ， 

下 面 我 们 对 人 分 情况 讨论 : 

车 C 能 被 4 整除 ,由 于 整数 的 平方 被 4 除 余 0 或 1, 从 而 每 个 
Ai 和 所 均 为 偶数 ,于 是 2n 个 数 a] ,a2,… a ;记忆 ,… ,Bs 有 公约 数 
2, 这 不 可 能 ， 

若 C 被 4 除 余 2, 则 此 时 每 个 w 和 Bi 均 为 奇数 ,n 个 奇数 ei， 
aon 的 和 为 0, 故 n 为 偶数 . 

若 5 是 奇数 , 则 此 时 每 对 数 (ai, 记 ) 中 有 -一 个 奇数 ,一 个 偶数 . 
从 而 和 为 0 的 2n 个 整数 a ,a2,…'a,, 有 ,PB,…, 忆 ,中 恰 有 n 个 奇 
数 , 于 是 n 为 偶数 . 


9.39 (1)n 个 不 同 整 点 , 任 三 点 的 重心 不 为 整 点 , 求 n 之 最 
大 值 . 
【起 南 数 学 宗林 匹克 ,1977 年 ) 


(2) 空间 有 37 个 整 点 , 任 三 点 不 共 线 ,证 明 : 一 定 有 以 其 
中 三 整 点 为 项 点 的 三 角形 其 重心 也 是 整 点 ， 
《罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


解 (1) 如 果 (x1 ,1) 了 《way ya (x3, 73) 蚌 三 角形 顶点 的 泌 
标 , 则 它 重心 坐标 为 


1 1 
(让 + 22 十 #3), 31 + y2 十 力 )} 
如 果 x*,y 被 3 除 的 余数 分 别 为 mn ,rm, 刚 点 (*,y) 称 为 点 (rr) 的 


型 .存在 满足 题 中 条 件 的 8 个 点 ,这 只 须 取 如 下 的 点 即 可 ;两 个 型 
为 (0,0) ,两 个 型 为 (0,1) ,两 个 型 为 (1,0) ,以 及 两 个 型 为 (1,1) 的 
点 . 除 此 之 外 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 , 满足 这 些 条 件 的 点 是 存在 
的 ,点 (0,0),(0,3),(3,1),(3,4), (1,0),(4,3),(1,1),(7,4) 即 是 
一 讽 . 现 在 设 有 9 个 点 ,它们 满足 题 中 条 件 .把 9 个 点 按 型 分 组 .如 
果 其 中 有 三 个 同型 点 , 则 它们 组 成 的 三 角形 的 中 线 交 于 整 点 { 即 
瞄 标 都 是 整数 的 点 ) ,不 可 能 .因此 这 9 个 点 至 少 分 为 5 个 组 , 即 至 
少 有 5 个 不 同型 的 点 .把 这 5 个 点 按 它 们 的 横 举 标 被 3 除 的 余数 分 
为 三 组 ,如果 某 一 组 含有 3 个 点 , 则 它们 组 成 的 三 角形 的 中 线 交 点 
为 整 点 ,不 可 能 .因此 每 一 组 至 多 含有 2 个 点 , 即 这 3 个 组 中 有 两 
个 组 各 恰 售 两 个 点 ,第 三 组 恰 含 一 个 点 ,不 妨 设 这 一 个 点 的 型 为 
(0,0), 则 其 他 4 点 中 不 能 有 型 (0,1) 和 (0,2) 的 点 ,此 外 也 不 可 能 
同时 有 型 (1,1) 和 (2,2) 的 两 个 点 ,否则 它们 和 型 为 (0,0) 的 点 所 
组 成 的 三 角形 中 ,中 线 交 于 整 点 . 同 理 ,这 些 点 中 也 不 能 同时 有 型 
为 (1,2) 和 (2,1) 的 两 个 点 ,或 者 同时 有 型 为 (1,0) 与 (2,0) 的 两 个 
点 ,由 此 得 到 ,包括 型 为 (0,0) 的 点 ,至 多 共有 4 个 不 同型 的 点 . 矛 
盾 . 

{2) 每 个 整 点 (x,y,z) 都 对 应 一 组 数 g(x),g(y) ,g(tz), 它 们 
分 别 是 x,Y,z 被 3 除 的 余数 .因为 gtx) 至 多 可 取 3 个 值 ,因此 37 
个 给 定 的 点 中 至 少 有 13 个 点 ,它们 所 对 应 的 值 g(x) 相同 , 同 理 ， 
这 1 个 点 中 至 少 有 5 个 点 ,它们 所 对 应 的 值 g(y) 相同 .注意 ,对 
于 顶点 为 (xi Yi， 21) ,x2 Y2122) (x33Y3;23) 的 三 角形 ,其 中 线 交 
点 的 坐标 为 


党 1 十 省 3? 十 党 3 Fi1+ y+ 73 1 十 闻 才 23 
入 jo 二 3 :20 三 


Xo 三 


因此 如 果 

gLX1) 三 B(x2) 三 有 (2a) BC) 三 gCY2) = gCy3) 
则 EA 和 ?0 为 整数 ,并 且 当 且 仅 当 十 各 十 2 运 O(mod 3) 时 加 为 
整数 .对 上 面 的 5 个 点 ,它们 的 g(x) 相同 ,gly) 也 相隔 .如 果 这 5 
个 点 中 有 3 个 点 ,它们 的 g(z) 分 别 为 0,1,2, 则 对 这 3 个 点 有 
s+ s+ sa = 82) + gl22) + 一 0+1+2=0mod3) 
如 果 不 存在 这 样 的 3 个 点 , 则 对 上 面 的 5 个 点 所 对 应 的 值 g(z) 至 
少 有 3 个 相同 .因此 求 得 3 个 点 ,它们 所 对 应 的 值 g(z) 相同 ,从 而 
它们 所 决定 的 az 为 整数 ， 


9.40 ”空间 直角 坐标 系 内 有 一 立方 体 , 它 有 四 个 不 共 面 的 顶 
点 是 整 点 (坐标 均 为 整数 ), 则 这 个 立方 体 的 每 个 顶点 均 为 整 


点 - 


第 9 章 整 点 
Chapter 9 Integral Point 
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证 明 ”首先 假设 立方 体 A14243444'14'24'3A'4 四 个 给 定 的 
具有 整数 坐标 的 顶点 中 有 三 个 在 立方 体 的 同一 面 上 . 为 确定 起 
见 , 设 它们 是 点 4 ,4a,43. 因 为 向 量 

二 人 = 本 看 

的 坐标 是 整数 ,所 以 顶点 44 也 有 整数 坐标 .由 于 

MA = Md = dA = Ma 
因此 立方 体 其 他 四 个 顶点 出 ,4 和 2, 相 3, 47 中 不 管 鄂 一 个 是 第 四 
个 项 点 ,它们 的 所 有 坐标 也 都 是 整数 . 现在 设 给 定 的 具有 整数 坐 
标的 四 个 顶点 中 没有 三 个 点 是 在 立方 体 的 同一 界面 上 , 则 这 四 个 
给 定点 是 某 个 正四 面体 的 顶点 , 它 的 楼 是 立方 体 的 某 些 面 的 对 角 
线 .为 确定 起 见 , 设 这 些 顶点 是 4 ,4'2 ,省 3,44. 下 面 证 明 , 向 量 
而 全 具 有 整数 坐标 .事实 上 ,考虑 向 量 

2 有 33 = AA 而 本 + 而 4 
它 有 整数 坐标 x,y,z. 记 

AA = RR) = MN) = a 
AA -Ads = AiAS ArAS = 


AiA3 "ALA = Goos GOP = = 


[9 
2 
则 &,8 所 工 , 并 且 
+ (2 有 看) =-3e+3.26 = 128 二 00mod4) 

因为 偶数 的 平方 被 4 除 的 余数 为 0, 而 奇数 的 平方 被 4 除 的 余数 为 
1 所 以 x+ 六 + 二 被 4 除 的 余数 等 于 zx,y,z 中 奇数 的 个 数 .于 是 
向 量 2 4 45 的 所 有 坐标 x,y,z 都 是 价 数 ,从 而 石 2 的 坐标 都 是 
整数 .因此 ,与 点 机 2, 44 共 面 的 点 43 有 整数 坐标 . 从 而 如 前 所 
证 ,立方 体 所 有 顶点 的 坐标 都 是 整数 . 
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第 0 章 水 题 
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第 10 章 杂 题 


10.1 有 很 多 卡片 ,每 张 卡片 上 都 写 上 了 1,2,3,…,n 中 的 一 
个 数 ,并 且 所 有 卡片 上 的 数字 之 和 等 于 x n1,E 是 一 个 正 整 
数 .证 明 : 可 以 把 这 些 卡 片 分 为 站 组 ,每 组 卡片 的 数字 和 都 等 
于 n!. 


证 明 nm = 1 时 ,结论 是 很 好 热 的 .假设 n < 1 - 工时 结论 成 
立 , 我 们 来 看 n = :的 情况 ,每 张 卡片 上 的 数字 不 大 于 1, 所 有 卡片 
的 数字 和 等 于 x .对 于 任意 4; 张 卡片 a ,a2,…, a1, 考 处 1 +1 
个 数 0,aj ,a + oalt+ or+ Gas21+ 2+ +; 季 们 当中 
必然 有 两 个 数 除 以 : 的 余数 相同 ,因此 a1,a2,… ,a 中 必然 有 若 
干 个 数 它们 的 和 是 1 的 售 数 im, 当 热 可 以 设 m << 1 -1, 因 此 mw = 
说明 每 个 数 都 是 : ,日 共 选 择 了 :个 数 , 这 样 我 们 随便 减少 一 个 就 
可 以 了 .我 们 把 这 些 数 一 组 一 组 地 放 在 一 边 ,由 于 所 有 数 的 和 是 t 
的 倍数 ,所 以 最 终 我 们 可 以 把 所 有 的 数 分 为 若干 个 组 , 每 组 的 元 
率 的 个 数 小 于 等 于 !, 且 每 组 的 数字 和 是 的 倍数 ,这 些 倍数 都 
m < -1 注意 到 这 些 倍数 的 和 正好 等 于 天 xf - 1)1, 对 于 这 些 
倍数 可 以 使 用 归纳 假 旭 , 它们 可 以 被 分 为 若干 个 组 ,每 组 倍数 之 
和 为 (1 - 1)! ,这样 相应 的 这 些 组 中 的 数 之 和 正好 等 于 ttt - 1)! 
= ,因此 结论 成 立 ， 


10.2 想 设 5 = to, er, a 是 一 个 正 整 数 集合 , 5; 代表 
所 有 含有 上 个 元 素 的 $ 的 子 集 . 证 明 : 


lem{a1, ez year = TT TI ged(s)»". 


ia] CS 


证 明 ”对 于 每 一 个 素数 p, 我 们 比较 左右 两 边关 于 p 的 知 ， 
如 果 都 相等 , 则 等 式 成 立 . 

(1) 如 果 每 一 个 a; 都 与 p 互 素 , 则 左右 两 边关 于 p 的 蚕 都 是 
D0, 

(2) 如 果 其 中 某 个 aj 与 p 互 豪 ,由 于 当 gj E s 时 ,gcd(s) 关 于 
p 的 短 是 0, 所 以 我 们 把 它 去 掉 不 影响 左右 两 边关 于 p 的 宕 的 计算 
结果 . 

(3) 如 果 每 个 mw 都 含有 p 的 因子 ,那么 我 们 可 以 把 每 个 a; 都 


2 


初等 数论 难 虹 集 ! 兼 一 粮 } 

The Colection of Diffcult Probler of Flementary Function Theory( The Fint Volume)} 
除 以 p, 这 样 左边 关于 p 的 等 减少 了 1, 右边 关于 p 的 睾 变 化 了 
DG(- 1): = - 1, 这 样 的 过 程 可 以 一 直 进 行 下 去 ,直到 每 一 项 者 
不 含 p 的 因子 ,因此 左右 两 边关 于 p 的 塞 都 相等 


= 
10.3 P(m) 表示 m 的 最 大 奇数 因子 ,证 明 : 寺 >) 20 昌 > 


之 
了 


证 明 ”在 集合 11,2,3,… ,2*| 中 能 被 2: 整除 的 数 共 有 2"-* 
个 ,其 中 的 一 半 会 2 的 因子 正好 是 半 , 因 此 对 于 这 些 数 m 都 有 


2 点, 这 些 项 的 和 为 

(2 十 2"- 中 去 入 5 
显然 &2) - 坟 ,而 对 于 所 有 琳 数 m, 2 加 2 -= 1, 而 其 中 恰好 有 
2"- 1 不 奇 才 ， 因此 


1 p(k) 1 村 _1 
rp = (2 1 + 2 = 


二 一 ] 
14f1 "151 -之 ,1 ,2 
3 邹 南 )- + 3 


10.4 ”对 于 任意 大 于 1 的 正 整数 rn,p(n) 表示 5 的 最 大 束 因 
子 .证 明 : 存 在 无 穷 多 个 正 整 数 n 使 得 p(n) < p(n+1) < 
pln +2). 


(评委 会 ,南斯拉夫 ,1979 年 ) 


证 明 “” 设 9 是 一 个 奇 素数 ,我 们 来 考虑 数列 a -= 92 + 1 ,对 
于 任意 i < j, 都 有 a1 a; -2, 所 以 数列 a, 相互 之 间 的 最 大 公 因 数 
都 是 2, 并 且 都 不 是 4 的 倍数 ,因此 数列 a, 包含 无 穷 多 个 素 因 子 ， 
我 们 取 上 为 满足 p(ar) > g 的 最 小 正 整 数 ,显然 pfas - 1) = gq, 而 


-1 -1 Le 
a -2=9 -1= (0 Dg := 0- 1)1a, 
rel 


由 天 的 最 小 性 假设 ,我 们 有 pftm - 2) < 9, 因 此 

Peak > pfag ~ 1) > pa -~ 2) 
由 于 对 于 每 个 不 同 的 奇 素数 我 们 都 能 构造 出 一 个 满足 要 求 的 n， 
因此 存在 无 穷 多 个 正 整 数 = 使 得 p(n) < p(n +1) < p(n+2). 
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10.5 证明; 存在 无 穷 多 对 整数 (a ,5) 使 得 :对 于 每 一 个 正 整 


数 1,at + 5 是 三 角形 数 当 且 仅 当 : 也 是 三 角形 数 .x 是 三 角形 


数 是 指 :存在 正 整数 = 使 得 x = 寺 n(n + 1 


证 明 ”我 们 先 证 明 (9,1) 满足 问题 的 要 求 ， 
(1) 如 果 # = 二 n(n+1) 是 一 个 三 角 数 , 则 9 +1 = 立 (3n+ 
2)(3n + 1) 也 是 一 个 三 角 数 . 


(2) 如 果 9t: + 1 = mm + 1) 是 -个 三 角形 , 则 m(m + 1) = 
2(mod 3) ,这 样 具有 mm = 1Cmod 3), 堆 可 设 m = 38 +1, 代 人 可 得 
t= 全 ,所 以 此 时 + 也 是 三 角 数 . 

设 了 代表 所 有 三 角 数 的 集合 ,我 们 实际 上 已 经 证 明了 

ftE TorlerT 
重复 使 用 这 个 结果 可 得 
tE Te + 工人 Tod + 1)+1 = Blt+ 10€ Te 
or8lt + 10)} + 1 EE 了 了 … 
因此 有 无 穷 和 多 对 整数 (az,5) 使 得 
teE Toa+berT 


10.6 a,b,c;d 是 页 数 .0<a<x<h<ec<d 有 oad: tbe: 证 


明 : 如 果 存 在 整数 上 ,m 使 得 a + d= 2,b+e =2", 则 4m = 
1, 


第 25 届 因 际 教学 奥林匹克 ) 上 


解 ”因为 
(5+e2= (bp- e+dbc < (a- d+dad = (a+ dy 
所 以 2" < 25, 因 此 m < .由 已 知 5(2" - 5) = a(2* - a), 整 理 
得 到 
(B+allb-a)= a= 2"(b- 2"a) 

因为 (5 + a) - (5 - a) = 25 不 是 4 的 倍数 ,所 以 两 个 偶数 
b+ a,b -a 不 可 能 都 是 4 的 售 数 ,因此 5 +a,8 -a 中 必然 有 一 
个 是 2"-! 的 迟 数 .如 果 5 -a 是 2"-! 的 倍数 , 则 5- a 2”-!, 因 
此 cc > 858> a+2"1 > 2m1, 所 以 5+c > 2b > 2", 了 矛盾. 所 以 
5 +& 是 2"-! 的 倍数 ,又 因为 2 = +c > 了 + 4; 所 以 只 能 有 
b+a =2m-!. 这样 就 有 

b=2 oc=2"-_-b=2" lr+ad=2_a 
代 人 ad = be 我 们 得 到 
(2m-1 -af2nm-1+G6) = af a) 
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整理 得 到 2" = a2*, 而 a 是 奇数 ,所 以 只 能 有 a = 1. 


证 明 设 3: 志 2n 1 < 311, 则 对 于 任意 大 于 1 的 亲 数 *， 
都 有 3 > 3t+1 > 2n +1, 所 以 3,5,…,2n+ 1 的 疫 大 人 因数 等 于 


-ull 1 
34, 其 中 (1,3) = 1. 因 此 24-! (+ ++" + 元 ) 的 展开 式 
中 ,除了 35-1# x 条 序 以 外 都 是 整数 ， 所 以 它 不 是 整数 ,因此 
计 + 言 ++ ， 


10.8 ”对 于 任意 整数 > 1, p(n) 表示 n 的 最 大 质 因 数 , 求 三 
个 不 同 的 正 整 数 xsy，Z :使 其 满足 : 
(1)x,y,z 是 等 差 数 列 ， 


解 ” 由 (2)x,y,z 只 能 含有 2,3 两 种 素 因 子 ; 假 设 它们 含有 不 
同等 于 1 的 公 因数 ,显然 三 个 数 除 以 公 因 数 以 后 得 到 的 三 个 数 仍 
然 是 问题 的 解 ; 另 一 方面 ,假定 x0, yo, zo 是 问题 的 一 级 解 , 则 对 于 
所 有 非 负 整数 9,f;2<3/x0,2 3y0,24350 也 是 问题 的 解 .所 以 我 们 
只 要 求 出 (x,y,z) = 1 的 情况 下 ,问题 的 所 有 解 就 可 以 了 ,以 下 假 
设 x<y<2z. 

则 由 x+z = 2y 容易 知道 ,由 于 (x,y,z) = 1, 所 以 其 中 有 且 
只 有 一 个 是 3 的 倍数 . 因此 另外 两 个 都 是 2 的 堵 , 因 此 这 个 3 的 售 
数 也 只 能 是 3 的 短 ， 

i 若 z* 为 3 的 赛 , 则 * 既 要 是 2 的 寡 又 要 是 奇数 ,只 能 * = 1， 
因此 得 到 不 定 方程 3 + 1 = 23*! ,右边 除 以 3 余数 为 1, 所 以 b+1 
一 定 是 偶数 , 设 了 +1 = 2c, 则 3 = (2° +1)02* -1),2° +1,2°- 
1 都 是 3 的 堵 且 相 姜 2, 所 以 只 能 有 2 - 1 = 1, 所 以 此 时 只 能 有 
(x yz) =(1,2,3) | 

i 车 y 为 3 的 帘 ,x,z 都 是 2 的 备 , 且 不 能 都 是 4 的 倍数 ,所 以 
只 能 有 >* = 2, 设 z = 25,y = 3*, 因 此 得 到 不 定 方程 3° = 2s-!1 + 
1. 如 果 5 = 2 则 a = 1, 得 到 相应 的 解 (x,y,z) = (2,3,4); 如 果 
上 3, 则 3 = 1(mod 4), 故 a 是 偶数 , 设 为 a = 2e, 则 27! = 
(3 +1(3 -1),(3° + 1),(3" - 1) 都 是 2 的 宕 且 相差 2, 这 样 内 能 
有 3 -1=2e = 1,b = 4, 得 到 相应 的 一 组 解 (x,y,z) = 
(2,9,16)., 

入 著 z 为 3 的 宕 , 则 存在 正 整数 a,5,c 使 得 3" + 2 = 2 ,两 
边 奇 偶 性 木 同 . 
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Chapter 10 Motley Exerciseaprpxig 


综 上 所 述 ， (x 4) = 1 时 ， 只 有 (say 加 yz0》 = {1,2,3), 
{2,3,4), (2,9,16) 三 组 解 . 由 此 243/xo,24370,24370 是 问题 的 全 
部 解 ,其 中 4 ,7 为 非 负 整数 . 


10.9 。 求 最 小 的 正 整数 ,使 得 4! 末尾 容 好 有 1 987 个 0. 


解 ”n1 末 尾 1987 个 051 写 | 1 而 他 = 25,3 = 125,34 = 
625,5 = 3 125. 我 们 看 n = 8 000 的 情况 ,8 000 以 内 有 1 600 个 5 
的 悄 数 ,320 个 25 的 倍数 ,64 个 125 的 倍数 ,12 个 625 的 倍数 ,2 个 
3 125 的 倍数 ,因此 局 | 8 0001, 多 出 来 50 ,将 8 000! 减 小 到 
7 960! , 则 减少 了 1 个 125 的 倍数 ,2 个 半 的 倍数 ,8 个 5 的 倍数 , 因 
此 也 闻 上 7960!1, 由 于 7 了 7960 是 5 的 倍数 ,所 以 不 能 再 焉 小 了 ,因此 
开 三 了 960. 


10.10 证明; 任意 连续 10 个 正 整数 中 都 可 以 找到 一 个 整数 ， 


它 与 其 余 9 个 数 的 腾 积 互 察 . 


证 明 ”实际 上 我 们 是 要 证 明 任 意 连续 10 个 下 整数 中 都 可 以 
找到 一 个 整数 , 它 与 其 余 9 个 数 都 互 素 . 对 于 任意 整数 a,5 都 有 
(sb) = {a ~ 3) 所 以 它们 相互 之 间 的 公 因数 不 大 于 9, 因此 
如 果 它 们 不 互 喜 的话, 则 肯定 都 至 少 包含 2,3,5,7 中 的 一 个 素 因 
子 .这 样 我 们 只 要 能 够 证 明 " 任 意 连续 10 个 正 整数 中 都 可 以 找到 
一 个 整数 与 2,3,5,7 都 互 素 ” 即 可 . 

令 4 = 110 个 数 中 的 偶数 | ,8 = 110 个 数 中 3 的 倍数 | ,C = 
110 个 数 中 5 的 倍数 |, DP = 110 个 数 中 7 的 倍数 | .显然 14 1= 5， 
1C1=2,14 站 C1= 1, 因 此 14U CI1=6; 双 由 于 i si1Dl< 
2, 而 是 1 D1= 2=14 门 D1= 1, 因 此 总 有 14UCUDI<7; 
显然 181= 3,4, 卫 181= 3 二 14 门 B11, 故此 时 有 有 14 
CUDPUBI<9,181= 4-=14 门 B81= 2, 此 时 赔 样 也 有 
14UCUDUBI<I, 因 此 10 个 数 中 至 少 有 一 个 数 与 2,3,5,7 
都 互 素 . 


10.11 “对 正 整数 上 ,如 果 存 在 整数 a, 6,c, 4a, 使 得 
Msa<beec< deNH+09,ad= 有 


则 称 好 为 好 数 ,否则 称 对 为 坏 数 . 试 求 最 大 的 好 数 和 最 小 的 
坏 数 . 1 


解 最 大 的 好 数 是 5376, 最 小 的 坏 数 是 443. 
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引 理 ” 若 正 整数 a,b,c,d 满 足 a < bc < d,ad = be, 则 

存在 正 整数 u,v ,使 得 
as(u- (vrv-1)<uwed 

从 而 (不 妨 设 ww +) 

as{tu-l)v -<(u-l)rea uv-1l)<wed 

人 Ia = (Cu — rtu(v ~- 1)) 
引 理 的 证 明 由 ad= ze 知 
g a 6 


(asc) (bd (b,d) (GD 
因为 


= (ge)s = (bd)se = (asc)tsd = (bd)t 
由 a < 上 5 知 (a,c) < (8,d), 由 a < cc 知 s < 14. 
令 a= (8,d),v = t 则 
a= tac) eu- Dv -1) ,d= uw 
引 理 得 证 ， 
(1)576 是 最 大 的 好 数 ， 
由 576=2Hx2MHM< Hx25= Mx < 25x25 = 0625, 和 576 
为 好 数 ， 
设 性 半 577, 若 好 为 好 数 , 则 由 引 理 知 存在 正 整数 u,v,n 万 
2 使 得 
Maa- < 去 机 + 物 
由 此 知 wx-D(v-1) 49, 即 w+v< 50. 


另 一 方面 ,由 
57<H<(e -Do-D<s(“+t2 2) 
知 (ut+v -2 =230 > 4 
从 而 呈 +5-2= 和 , 邯 上 + v3 和 1, 耶 居 . 
所 以 576 为 最 大 的 好 数 . 
(2) 当 1 有 < 于 < 288 时 , 取 整 数 n, 使 得 
l3n M+ 和 0 < 13(n+1) 
则 13m 过 于 + 物 二 337 
从 而 nh = 25. 这 样 
l2tn 1) = 13(n+1)-n-25=NWN+0-n-253sN 
即 M12n-1) < lana<M+ 和 9 


因此 对 于 1 < 288, 上调 为 好 数 . 取 


心得 体会 折 广 疑问 


第 押 章 闪 是 
Chapter 1]0 Motley Frercisespraris 


{Cm 0) 1E = 1(13,26), (14,25), (19,19), (14,26), ”心得 体会 拓 广 疑问 
(15,25), (19,20), (15,26), (20,20), 
(17,24),(19,22),020,21),(13,33), 
(18,24),{20,20),(21,21),(15,30), 
(19,24), (16,29), (18,26),(19,25), 
(20,24), (21,23),(14,35)} 

验证 知 wp; (m1 -1)(vwi1 1) + 0,i = 2,3,"*,23 
{WI ~ tv 一 1) 三 300， iV = 338 
{ nm 一 D(Cvn 一 1) = 42 
当 288 < M < 300 时 
有 (oil < as 形 + 特 
(wD pa - DD<Me(w -lw—-l)H 
Me {uw (vw -1) < ue 
(wi Dls -TD+5 和 到 
N+ 和 09,i = 22323 
因此 , 当 288 三 放声 442 时 ,好 为 好 数 ， 
下 证 443 为 坏 数 . 
假设 443 为 好 数 , 则 由 引 理 知 存在 正 整数 u,v ,x 和 < +, 使 得 
Hal 1)< ww < 0 


因此 wtu-D)tv-D)<0 

即 t+y 忆 0 

又 4a< tu- D0- De (sy2) 
得 下 + 名 守节 

由 443 < {uv = wot+le 


uw -2 ww +l= Vw- 1) 
知 ww > 22, uw > 484. = 484,485,486.487,488,489,490,491, 
492 中 满足 配 三 w+5 去 加 只 有 (wv) = (14,35), {18,27), 而 
13 x34 = 442,17 x26 = 442 与 (z -1)(y -1) 43 敌 盾 ,所 以 443 
为 最 小 的 坏 数 . 


10.12 ”一 个 生肉 , 放 有 编号 从 0 到 9 的 十 个 球 ,随机 (不 再 放 


回 ) 从 中 抽取 5$ 个 球 ,然后 排 成 一 行 ,如 此 构成 的 数 能 被 396 整 
除 的 概率 是 多 少 ? 


解 ”由 于 mw(= otede) 能 被 396( = 4. 9，11) 整除 , 随 之 
S=a+b+c+d+e = (0mod9) 
此 5 = 18 或 27. 又 
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(ots+e)- (b+ d) = Omod 11) 
车 5S = 18, 则 8 4 4 = 9, 于 是 (8,d) 或 (d,b) = (0,9); (1,8)， 
(2,7),(3,6) 或 (4,5).3 = 18 而 数位 字 各 不 相同 的 5 位 数 可 分 为 
10 组 ,每 组 舍 有 一 个 符合 选择 条 件 的 数 对 (5,d) , 且 至 少 含有 另外 
一 个 偶 的 数位 字 ,所 以 可 能 存在 这 样 的 数组 的 一 个 排列 , 它 的 最 
后 的 数 对 可 被 4 除 尽 .由 此 求 得 能 被 396 除 尽 的 有 码 个 排列 
”如 果 8 = 27, 则 45+ d = 8, 皇 是 (5,d) 或 (2 6) = (0,8)， 
(1,7),(2,6) 或 (3,5) ,符合 这 些 限制 的 5 个 数位 字 不 同 的 8 个 组 
中 求 得 近 个 N 的 值 ,所 以 NN 能 被 366 整除 的 概率 为 
96A(101A51) 或 17315 

列 出 01188 和 9792 之 间 的 所 有 369 的 倍数 ( 因 369 = 400 - 4， 
这 是 容易 做 到 的 ) , 热 后 删 去 含有 重复 数字 的 那些 数 ,这 样 做 也 可 
得 出 同样 的 结果 . 

如 果 从 所 中 随机 抽取 天 个 球 , 这 上 个 球 上 的 数字 排 成 的 数 可 
被 396 除 尽 这 一 事件 的 概率 为 P， 应 用 上 面 的 可 除 性 准则 可 以 求 
出 来 .这 些 概率 为 

天 

3 2/0101A7!1) = 17490 

4 18/(101761) = 17280 

5 560A/010141) = ld420 

7 1 488A(101731) = 31712 600 

8 5 328/A(101721) = 37/12 600 

9 15 984/(10!) = 37/8 400 

10 78 336/(101) = 34/1 575 


10.13 = 个 互 不 相等 的 自然 数 a1,02,…,a, 都 能 整除 


10:(k EN) ,求证 :二 +++ 上 上 < 2.5. 
Gl a {hy 
(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


证 明 ”因为 a | 10*,i = 1,2,…,n, 则 
Gi 二 D5 本 七 MN UU {10 


1Y11 1 1 
全 + 证 + + 芭 儿 页 + 二 + + 来 
居于 于 中 不 相同 的 荣 一 划 ， ue 


工 ， 工 工 ( 志 + .+ 二 ( 计 + 吉 +… 二 
国人 到 + 2 ta tst 
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10,14 已 知 ”是 不 小 于 3 的 正 整数 , 正 整数 


第] EAI Nn Rp = LX 


证 明 : 若 -是 素数 ,为 正 整数 ,并 且 天 | P, 则 和 泣 m 


则 存在 整数 大 尝 0,3 三 1,2,…,n,; 使 得 


- 机 | wi = 了 2 
并 且 抽 十 中 十 十 并 二 天 


令 = 双 , 则 广 是 正 整 数 ,; = 1,2,…,n. 由 于 


KX] CR Nn 2 
则 所 有 的 Yi 各 不 相同 全 三 1] ,2，…， n). 
而 nn 个 二 不 相同 的 正 整 数 之 积 不 小 于 n!, 所 以 


去 = 7Ly2 nl 


10.15 = 是 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 吉 数 p 是 费 马 数 下 ,的 因 


子 , 证 明 :2"+? | (PP 一 1). 


证 明 ”由 定义 于 
(Pi = (22” D2 (2 + 1 + 2 + 
(CF, + 2 
因此 (RF Ds 
~ l{mod F,) 
故 pl (EF) +1 
因此 pl (FD) 10PRD2 sl(mod p) 
所 以 已， 关于 p 的 阶 为 2"*7, 琢 2" | (p -1). 
注 ”( 费 马 数 } 形 奶牛 = 22 + 1 的 数 ,被 称 做 是 费 马 数 . 它 的 
前 几 项 为 3,5,17,257,65 637 都 是 素数 , 费 马 猜想 每 个 费 马 数 都 是 
素数 ,事后 证 明 这 个 猪 想 是 错误 的 ,实际 上 我 们 自前 为 止 还 没有 


发 现任 何其 他 的 费 马 数 是 素数 ,这 也 是 费 马 众多 猜想 中 唯一 错误 
的 猜想 .分 解 费 马 数 或 者 退 一 步 找 出 费 马 数 的 茶 个 察 因 子 ,经 常 
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被 用 来 测试 大 型 计算 机 的 性 能 . 心得 体会 拓 广 疑问 
Ta = 2D DI = (2 DP Dir = 


[EP 


n=] L a 
2-vIs = DD) 
{2D)=rF 一 2 
内 此 m= +2 


由 于 每 个 费 马 数 都 是 奇数 , 因此 由 上 而 这 个 递 推 公式 当 
m #4 时 ,( Fs FF) = 1, 所 以 不 同 的 费 马 数 有 不 同 的 素 因 子 ,这 
样 也 产生 了 一 个 “存在 无 穷 多 个 素数 " 这 个 古老 命题 的 另外 一 个 
证 明 . 我 们 还 可 以 得 到 以 下 结果 : 


结论 1 (2 - D = 全 至 少 合 有 n 个 不 同 的 察 因子 


(Fi l= = -1 
可 得 到 另外 一 个 道 推 公式 | 
F = (Fl1Y+l 

结论 2 费 马 数 不 可 能 是 完全 平方 数 ， 

证 明 ”因为 大 于 0 的 不 同 的 整数 的 平方 差 最 小 是 3， 所 以 根 | 
据 = (1 - 1)?+ 1, 下 , 不 可 能 是 完全 平 力 数 ,， :二 

结论 3 费 马 数 不 可 能 是 立方 数 . 

证 明 要 判断 一 个 数 是 不 是 一 个 立方 数 , 我 们 通常 从 
(mod 7) 开始 ,由 费 马 定理 如 果 整 数 不 是 7 的 税 数 , 刚 有 ns = 
1(mod 7) ,所 以 到 = 1 或 - 1(mod 7)， 所 以 一 个 立方 数 除 以 了 的 余 
数 只 能 是 0 或 上 1. 而 丁 = 3, 户 = 5 都 不 是 立方 数 ,假设 Ft 汪 
3(mod 7), 则 

= (Fl+1l=4+1=5(mod?7) 
Fl = S(mod 7) 
FF, = (F111+1m 3(mod?7) 
因此 下. 除 以 ?的 余数 是 在 3,5 之 间 交 替 出 现 , 因 此 都 不 是 立方 数 . 
销 论 4 n> 1 有 时, 启 不 可 能 是 三 角形 数 ， 


三 角形 数 是 指 形 如 下 + 了 的 正 整 数 ,容易 检验 三 角形 数 除 
以 3 的 余数 只 能 是 0,1. 而 ” > 1 时 
FR = 下 va = iia, + 2 m 2(mod 3) 
=l 


所 以 都 不 能 是 三 角形 数 . 
高 斯 定理 。p 是 一 个 素数 ,我 们 可 以 用 回 规 和 直 尺 把 姻 p 等 
分 , 当 且 仅 当 p 是 一 个 费 马 数 ;我 们 可 以 用 圆规 和 直 尺 把 加 ”等 
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必得 体 上 广 疑 沁 
分 , 当 且 仅 当 m = 2z 了 nm, 其 中 pi 是 互 不 相同 的 费 马 索 数 . 会 条 用 


问题 > 5 时 ， 证 明 ; 局 + 1 一 1 至 少 有 n+ 1 个 素 因 子 . 
证 明 ”对 于 任意 31 
FAth-l=2 + +1= 
(22 +1- 2 (2 + 二 + 22 1) = 
(F412 Rt+ Fi 1) 
而 Fs+ Fl=3:7+:13.97.21.673 
使 用 数学 归纳 法 及 
((2 +1- 2 ) 2 +1i+2 )= 
(P12) 22 )=1 
可 证 得 结论 . 
10.16 ”对 于 正 整 数 k,p(k) 代表 的 最 大 奇数 因子 .证 明 ; 对 
于 任意 正 整数 ”都 有 


证 了 明 sn) = AD PO ,ED 


则 s(1) = 1,s(2) = 1+ 方 
因此 n = 1,2 时 ,(* ) 都 成 立 ; 假 设 k >> 2, 不 等 式 他 < sn) < 


2{ “二 1) 对 于 所 有 nn 志 都 成 立 ,我 们 来 讨论 坟 = 六 +1 的 情况 ， 


要 注意 对 尾 意 整数 都 成 立 p(21) = p( 昌 ,我 们 分 两 种 情况 来 讨 
论 : 

(DE 为 偶数 , 令 上 = 2m,m 是 小 于 $ 的 整数 ,n = 六 +1 = 
2m +1, 因 此 我 们 有 


(2 2 + 2 pm)) - 
2 “ + 


2m 
(a Dh, 2 +) 
Cm + 1) + Ee 
根据 归纳 假设 我 们 有 


mm) (m+) + 卫士- 


(m+ D+ < (m+l)+ 要 
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2(2m + 1) 2.2m+1+1} 
全 2 二 < s(2m + 了 < 4 二 


(2) 为 奇数 , 令 上 = 2m+1,n = +l=2m+2, 同 上 可 得 
s(2m + 2) = (m+ 1) + e+ 


Cm + 1) + ei < (m+ 1) + tl < (m+ 1) + 
Am + 2 < s(2m + 2) < H+ 
所 以 结论 成 立 . 


10.17 如 果 自 然 数 = 不 可 以 表示 成 为 2 个 或 者 2 个 以 上 连续 


正 整 数 的 和 , 则 我 们 称 n 为 “有 趣 的 数 ” ,请 问 哪些 数 是 “有 趣 
的 数 ”? 


解 ” 如果 n 不 是 "有 趣 的 数 ", 则 

n= 本 (二 
(*) 

而 {2m + Ek) (kK+1)= 2m-1 
所 以 两 个 数 必 然 有 一 个 大 于 1 的 奇数 ,因此 = 不 可 能 是 2 的 圭 ， 
此 2 的 藉 都 是 “有 趣 的 数 ". 

如 果 nr 不 是 2 的 一, 则 nn = 2%4 ,其 中 是 大 于 1 的 奇数 .我 们 
把 t+ 1) 和 (2m + 8 一 个 取 2 ,另外 一 个 取 ,但 是 要 注意 到 
(+ 1) < (2m + 上) ,所 以 取 法 如 下 ， 


(1) 如 果 227 < 5,， 取 人 二 1) = 2orm = 84 = 
+ 1 一 2 即 可 满足 ( *). 
(2) 如 果 2or > 85, 取 (+1) = dm- 2 


1 即 可 满足 ( * ). 
所 以 ,n 是 “有 趣 的 数 ” 当 且 仅 当 n 是 2 的 等 ， 


10.18 ” 证明: 对 于 任意 正 整 数 m,n,S(m,n) = 二 + 


1 + 一 都 不 是 整数 ， 


m+l 下 十 严 


证 明 ”对 于 每 个 0 < i < nn, 都 有 了 唯一 的 非 负 整数 a; 使 得 
25 1 下 +Di 设 d= maxf os! , 则 fm,m +1,… ,mR| 的 最 小 公 倍 
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数 为 24 ,其 中 了 是 一 个 奇数 . 若 |mm,mm + 1,…,m + n| 有 两 项 使 得 
下 二 天 = 2 <m+ji= 24 

当 热 < c 只 能 是 奇数 ,但 此 时 ,ad 之 间 至 少 存在 一 个 偶数 e, 这 

样 


机 + 和 2 和 +i 人 + 


但 是 25+1 1 2 ,与 了 的 假设 矛盾 ,所 以 只 有 唯一 一 个 六 使 得 m+ 


h = 2 局. 这 样 24-17 x S(m,n) 右边 除了 -一 项 之 外 都 是 划 
数 ,所 以 24-17 x S$(m,n) 不 是 整数 ,当然 5(m,n) 也 不 是 整数 ， 


10.19 证明: 在 任意 8 个 不 超过 2 008 的 不 同 正 整数 中 ,肯定 


能 找到 四 个 正 整数 a,5,c,d, 使 得 4+ dao+b+ce4d. 


证 明 ”假设 8 个 数 为 al < a2 < … < as < 2 008, 若 命题 不 
成 立 , 则 对 于 其 中 的 任意 4 个 数 ,5,c,d, 要 么 a+t br+c<dt+ 
4, 要 公 a+b+ec > 4d. 

特别 对 于 ae = ab = we = ad = 03; 出 于 G4 +1， 
a a+ G4 0314, 即 a + 585+c < d+4 不 成 立 ， 
因此 

G1 + G2 十 G4 > 03 04 > 44G3 一 人 一 a 
基于 同样 的 理由 

Gs > 4a4 ~ 02 — 01 > 643 — S02 — Sa 

a6 > das ~ 2 — 0 > Has - 2102 — 21al 

a7 > 406 一 a2 - ol > 25643 - Ba - 由 cl 

ag > der — da2 — a > 1024as -3 区 laz - 3410; 
因此 ag > 342as + Ml(as - 2) + Ml(as - a 2 
342 :3+ 341 + 341 :2 = 2049 

了 矛盾 ,证 毕 . 


10.20 一 个 正方 体 的 每 一 面 都 写 上 一 个 正 整 数 ,每 个 顶点 上 


都 标 上 相 邻 三 面 整数 的 乘积 ,把 每 个 顶点 上 的 数 相 加 正好 等 
于 1 001, 求 六 面 上 的 数字 和 为 多 少 ? 


解 ” 设 六 面 上 的 下 整数 为 a,b8,c,2,e.,f, 其 中 a 和 a,8 和 e， 
c 和 在 对 面 , 由 已 知 
1 001 = abc + abf + ace + afe + dbe + dbf + dee + df = 
(a+ dlb + etec+f)=7x1lx13 
所 以 只 能 有 


心得 体会 拓 广 疑问 


553 


梓 等 数论 难 惩 集 { 第 一 卷 ) 


S54 
The Collection of Difficult problem of Elementary Function Theory{ The Firat Volame] 


latrdb+rec+f = 17,11,13| 心得 体会 拓 广 疑问 
+tb+e+aza+e+rr= 了 +1+13= 3 


10.21 6 个 不 同 的 正 整 数 格 成 递增 数列 ,每 一 项 都 是 前 一 项 


的 整数 倍 , 且 6 个 数 的 和 为 区 , 求 其 中 最 大 数 是 多少 ? 


和 解 ” 设 六 个 数 为 
OC > 4+ s+ ds t+ Gs + 20 2 Ta4 
因此 ws 二 11, 而 ad 这 2201 之 442 这 B91 所 以 a = 1,4a2 = 2. 故 
11  a4 = 203 3 8 只 能 有 中 = 4,a4 = 8, 因 此 
39=1+2+4+8+ 0+ os+ 26 = 全 
设 as = 8m,a6 = 8mn( 其 中 m,n 不 小 于 2) 代入 可 得 
m+im= ml(n+l1)=%8 


只 能 有 mm = 2,n = 3, 教 ws = 8. 


10.22 a,b,e 是 三 个 有 理 数 , 且 a + 5 近 + 5 闻 = 0 证明; 


立 =b=c=0. 


证 明 ”我 们 不 妨 设 a, 6,c 是 不 全 为 0 整数 ,由 已 知 
a + (bP + (ed4) = 3a(bH) (ed4) 

整理 得 

a + 2 + 4c = 6abe (*) 
可 设 (a ,58,c) = 1, 不然 我 们 同时 除 以 它们 的 公 因 子 妈 可. 显然 a 
为 俑 数 , 令 a = 2ai, 代 人 式 (* ) 可 得 

dai+ +2 = 6abe 
邦 上 为 偶数 , 令 8 = 2 , 代 人 得 到 

Dat + 4 本 + ea = abie 


得 到 c 为 偶数 ,与 (a,5,c) = 1 矛盾 ,只 能 有 ua =b8=e=0. 


10.23 《1D 为 大 于 2 的 整数 , 则 二 ,之 ,…,* 二 + 有 偶数 个 不 


可 约 . 
(2) 对 任意 正 整数 n, 世 二 不 可 约 ， 


证 明 (1) 二 不 可 约 当 且 仅 当 生 = 卡 不 可 约 , 如 果皮 = 


所 


二, 则 nm = 2k > 2, 此 时 走 可 约 ,所 以 不 可 约 的 项 两 两 配对 , 共 


用 
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(2)(30n + 2,12n + 1) = t6n,1l2n +1) = (6n,1) = 1. 


10.24 已 知 a,5,z 是 互 不 相同 的 正 整 数 , 正 整数 上 满足 喇 + 


3 3 3 
bc + ca > 3 及 -1 证 明 ; 和 + 和 + -abc > 3 


证 有明 “不 失 一 般 性 ,我 们 假设 a < 5 < ce, 这 样 b -a 1， 
-bz1,c -5a 2; 因此 


ot+ ye-ab-h-_-ca= 


(a B+ e+(e-a 和 > 二 (1+1+9) = 3 


所 以 a++c -3ab = 
(orbreolte+ri+te -ab-hc-eca)> 
Maotp+c) {x#) 
另 一 方面 


{a+rb+e?= (as+ 要 + 人 -机 -加 一 6 人)+ 
3(ab + be+ co) 
3+3(36 -1) = 9F 
因而 a + 5 +c 守 34, 代 入 式 (* ) 即 得 
ai+h+e -3ab = OF 


10.25” 证明: 久 45 二 9 +Y 半 和 -29 庙 是 一 个 有 理 数 . 
注意 以 下 要 应 用 公式 


3 = (x+y+zlfz+ 认 +- 
黎 - 季 -下 ) 


证 明 令 
= + 为 三 2 万 

则 i -29 有 =0 
因此 (YD) +(_Y4 B37) = 

3a(_V45+ 2 万) 儿 _ YY4 01) 
整理 得 

as -2la -0 = 00 -Oa+r6a+15)=0 

而 (az+6a+15) = (e+372+6 3 


故 只 能 有 a = 6, 因 此 v 4 + 鸭 全 + 45 - 加 9 届 是 一 个 有 理 数 . 
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10.26 ”在 11,2,…,1001 中 任 取 55 个 数 , 其 中 必 有 两 个 数 的 


差 等 于 10, 也 必 有 两 个 数 的 差 等 于 12, 问 是 否 必 有 两 个 数 的 
差 等 于 11? 


证 明 1) 把 |1,2,…,100| 按照 除 以 10 的 余数 进行 分 类 ,有 
10 个 类 ,每 类 从 小 到 大 排列 有 10 个 数 , 取 和 公 个 数 肯 定 有 一 类 有 6 
个 以 上 的 数 ,在 同类 的 6 个 数 必 有 两 个 相 邻 ,它们 的 莽 一 定 是 10. 

(2) 把 1,2,…，,1001 按照 除 以 12 的 余数 进行 分 类 ,有 12 个 
类 ,每 类 从 小 到 大 排列 ,其 中 有 8 类 中 8 个 数 .4 类 中 9 个 数 .要 使 得 
取出 的 数 之 差 不 等 于 12, 最 多 只 能 在 有 8 个 数 的 类 中 每 类 取出 4 
个 数 ,在 有 9 个 数 的 类 中 每 类 取出 5 个 数 ,这 样 最 多 能 取 4x8+ 
5x4 = 喧 个 数 ,因此 取 55 个 数 必 然 有 两 个 的 差 为 12. 

(3) 联 1,2,…,11;23,24,… ,33;45,46,…,55; 以 及 67,68,…， 
77;89,90,…,99 共 55 个 数 ,被 分 为 5 有 段 连 续 11 个 数 , 在 同一 段 的 
两 个 数 之 差 都 小 于 11, 在 不 同 两 段 数 之 间 的 差 大 于 11. 


10.27 证明 :通过 对 4+1424+3+"… 圭 (4n+1) 中 +- 号 的 


适当 选择 ,可 以 取 到 所 有 不 大 于 (2n + 1)(4n + 1) 的 正 整数 奇 
数 ， 


证 明 na = 1 时 ,可 以 用 +1+2+3+4+5 表 示 不 大 于 15 的 
奇 正 整数 如 下 
+1-2+3+4-5=1,-1+2+3+4-5=3 
一 1 二 2 十 3 一 4+5= 55, 一] 二 2 一 33+4+ 村 = 了 
1-24+3+4+5=9,+1-2+3+4+5=11 
-1+2+3+4+5= 13,+1+2+3+41+53=153. 
假设 n = 时, 我们 可 以 用 + 124+3+… (4k +1) 表 示 所 有 
小 于 (2k + 1)(4k + 1) 的 正 整 数 奇 数 .我 们 来 考虑 m = 上 + 1 时 的 
情况 ,由 于 (4& + 2) 一 (4k +3) - (4 +4) + (4 +5) = 0, 所 以 
依据 归纳 假设 ,我 们 可 以 用 + 1 + 2 +3+… + (4k + 5) 表示 所 有 
大 于 (2 + 1)(4k +1) 的 正 整数 奇数 ,所 以 我 们 只 要 考虑 满足 于 列 
不 等 式 的 奇 整 数 m 就 可 以 了 , 即 
(28 + 1(4 + 1) < me (2k + 3)(4k 4 5) = 
(2n + 1)(4dn +1) {¥) 
满足 ( * ) 的 奇 整数 m 正好 有 8k + 7 个 ,它们 可 以 分 别 被 表示 如 
下 : 
(D(C2k + 3)(4F + 5) = 十 1 二 24 + (4k + 5). 
(2) 对 于 @ = 1,2,",4k + 5,(2k + 3)(dk+5) 一 2 = 十 上 + 
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2+:++{a-1)-at-. + (4k+5). 
{3)7 对 于 a = 4 4+6,4k+7,' ,Bk +6, 设 b= a-(4k +5), 
则 8 = 1,2,… ,4 + 1, 此 时 
{25 4 3) AE + 5) — 24 = (2E + 3)(dE + 5) -204k+5)-2b= 
+1+2++ (6 -1)—-b+ 
B+) 4k + 4) - (dk + 5) 
因此 这 8k + 了 个 数 都 能 表示 出 来 ,命题 得 证 . 


10.28 n 是 一 个 大 于 1 的 正 整数 ,不 大 于 m 的 半数 个 数 为 . 


任 选 上 + 1 个 正 整 数 ,使 得 其 中 任何 一 个 数 者 不 能 整除 其 他 下 
个 数 的 乘积 .证 明 : 这 + 1 个 数 中 肯定 有 一 个 大 于 nm， 


证 阴 假设 结论 不 成 立 , 这 此 + 1 个 整数 ay 042; ;QL+1 都 不 
大 于 rm. 对 于 任意 素数 p 和 正 整数 9, 假设 到 | 上 9, 我 们 定义 
onft9)》 =d. 令 0 = alaz "arri: 则 


+1 
opfa) = 2 op{ qi 


因此 其 中 最 多 只 能 有 一 个 1 < i < 上 + ,使 得 ww(wi) > 方 oo(a). 
由 于 a。 最 多 只 能 含有 个 素 因 子 ,因此 必然 存在 一 个 1 <<】 < 上 + 
1, 使 得 对 于 任意 的 素 因 子 p 都 有 of(a) < 二 oo(a), 故 mw(m) < 


(2) :因此 oj| 全 ,矛盾 , 故 这 志 + 工 个 数 中 肯定 有 一 个 大 于 n. 
了 了 


10.29 设 a 为 大 于 1 的 正 整 数 ,车 存在 整数 oj, az,，…,on，, 使 


得 e+ w+…a = aa 和 an = 1 990, 求 n 的 最 小 值 . 
(全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


证 明 ”因为 1990 = alas…as 被 2 整除 而 不 被 4 整除 ,所 以 
ay ez ;0 中 有 一 个 偶数 ,nm - 工 个 奇数 .又 因为 al + aa + … + 
au = 1990, 所 以 n 必 为 奇数 . 

当 m =3 时 ,可 设 ol > az 如 , 则 ai > 1, 好 al > 004， 
由 于 ai,az,as 为 整数 且 aiesai = 1990 =2x5x 199, 其 中 199 
为 素数 ,所 以 ,al = 1 990 或 al = 995. 

当 人 @i = 1990 时 , | a21=| 在 3 上 | 二 1 且 mo 与 m3 同 号 ,因此 
Qi +a2+ 3 1990 = ao, 而 当 al = 995 时 , | az E< 2， 
| ad 1 和 2, 从 而 al + az + 93 < 1990, 所 以 n 关 3, 从 而 守 5. 

当 m zz5 时 , 取 oel = 1990,w = a=1,00= 2s=-1, 则 
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G1 十 站 2 十 H+ 好 4 十 ds = G0200405 = 1 990， 因此 所 求 n 的 最 小 心得 体会 拓 广 疑问 
慎 为 5. 


10.30 设 函 数 f:R 一 RR 定义 如 下 : 如 果 * 为 无 理 数 , 则 
1 
f(x) =0, 如 果 p,q € 宫 且 台 工 约 , 则 几 台 ) = 圳 ,证 明 :这 


个 函数 在 每 个 点 x = YE 外 可 微 ,其 中 为 非 平 方正 整数 。. 
【罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 明 ”下 面 证 明 , 如 果 上 E N* 不 是 整数 的 平方 , 则 
VD) =0, 因 为 /EQ, 故 (WE) = 0. 余 下 的 是 证 明 ; 极 限 


tm A 
six yh 


存在 且 等 于 0. 取 定 任意 的 & > 0, 则 只 有 有 限 个 分 数 。( 从 此 便 设 
PEZqEN’ ,日 (p,9) = 1 满足 条 件 ) 

OQ<g< 1 ,|2- /3| <1 
因此 ,存在 3E (0,1)， 使 得 在 区 则 力 - = (fk 8/ 下 + 8) 中 没有 


县 有 上 述 性 质 的 分 数 .如 果 * = E 是 既 约 分 数 , 则 


1 
9 冯 


且 | /Es Ws) <24E+1 
因为 条: -pT 10), 所 以 1 a? - 到 1 1 因此 有 


fx) | _ 有 | 
-Vi A 
至 
VE 
ip < (k+l) 
又 如 果 4 E Js IWE| 是 无 理 数 , 则 f(x) = 0, 且 
Rs) | 
x 


结论 证 毕 . 
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1]0.31 正 整数 n > 2, 设 5 个 正 整 数 aj ,a3,…, ar, 满足 1 < 
ea < 0 < < a < 2n, 其 中 没有 一 个 数 om 是 另 一 数 


etft 开 关门 的 倍数 .求证 :et 关头 ,这 里 大 是 正 整 数 , 满 足 3+ < 


2n < Bt 


证 明 记 
= 25cj， j= 1,2,.*,n OD 
与 是 非 负 整数 ,cj 全 是 奇数 .由 题目 条 件 知道 cuez，…en 中 不 可 
能 有 两 数 相等 , 否则 将 有 两 个 正 整数 aj, oi ,a 是 mx 的 倍数 (kk x 
门 .明显 地 ,1 < co < 2n -1. 在 闭 区 和 间 [1,2n - 1] 内 只 有 个 两 两 
不 相等 的 疝 数 ,那么 ,cy,c2,… ,cn 怡 是 1,3,…,2n -1 这 nn 个 奇数 
的 某 一 个 排列 . 因为 [1,3], [3,3],…,， [3*-1,3*],，[3*,3#+!]， 
[34+1,34+7],… 全 体征 盖 整 条 实数 轴 , 刚 对 任 一 2n{( 正 整数 m > 
2), 必 有 一 个 正 整数 上 存在 ,使 得 2n E [3381] ,又 2n 既 不 会 等 
于 3*, 也 不 会 等 于 39 , 则 3: < 2n < 34:1.1,3, 子 ,…,34 为 
[1,2n - 1] 内 网 奇数 , 考 虚 中 中 oo 为 1,3, 子 ,… ,+ 的 闭 些 数 , 即 
考虑 二 中 让 + 1 个 下 述 形状 的 正 整数 
本 = 2 四 
这 里 s = 0,1,2,…, 大 .因为 Gs i 中 没有 一 个 数 是 另 一 数 
的 倍数 , 则 作 有 
名 > 月 > 让 > 从 > 有 > 计 关 0 加 
由 于 及 是 非 负 整 数 , 则 8 1,8 2, 一般 地 ,8 下- xx(s = 
0,1,2,…, 下 ,参考 回 ) ,因此 ,对 每 一 个 有 


a = 条 3 23 2: @ 
如 果 ai 是 加 中 一 个 数 , 则 从 时 可 以 知道 
G1 六 名 加 
如 果 el 不 是 四 中 一 个 数 . 由 于 四 ,有 
人] 三 25 ci 二 


而 且 奇 数 cj > 5. 下 面 证 明 也 有 at > 从 .用 反 证 法 ,如 果 el < 2*， 
从 二 ,有 
cl < 2 (a. 
由 于 cl 安 5, 则 上 -如 产 3, 从 名 有 
ole, < 利用 2 < 9 = 
304324-0-3 2 ey 
所 以 奇数 cl34-! ,这 里 1 = 1,2,3,… ,Bl + 2, 是 cj,cz,…,es 中 
5 +2 个 数 ,其 对 应 的 a 记 为 
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中 = cl134r129 二 
这 里 和 二 1,2,*… ,8 + 2,1 三 区 比较 是 与 国 , 有 A 二 Dn = bi, 
即 可 ] 二 在 1， 胡 为 非 负 整数 ,在 非 负 整数 所 中 如 有 一 个 
大 于 等 于 抽 , 设 有 41, 宕 ,这 星 2 志 :< 嫩 42; 则 从 侈 和 时 可 以 
知道 Qa 是 mi 的 倍数 ,与 题目 条 什 不 符合 , 则 所 有 起 满足 0 = 
b1, 那 么 在 闭 区 间 [0,b1 一 1] 内 有 bi + 1 个 非 负 整数 rT 
名 432, 从 而 必 有 两 个 非 负 整数 六 = ,这 里 2 < p< v < b+2. 利 
用 会 式 鲜 , 可 以 知道 dp 必 有 i 的 偿 数 ,又 牙 盾 . 


10.32 设 a,5,e 为 两 两 互 质 的 正 整 数 . 证明; 不 能 由 xbe + 


yca + z0b(x;y,s 为 非 负 整数 ) 形 式 表 出 的 最 大 整数 为 2abe - 
ab— bc- ca. 


证 明 设 有 2abec -ab- bc- ea = xcb + yca + sob, 即 
2abec = (x + 1)be + ty +1)ca +t (e+ 1)ab 

故 alxt+lbly+l,elz+1 
从 而 上 式 右边 大 于 等 于 3abe ,矛盾 ! 

又 当 m > 2abe - 动 -如 -oa 时 ,有 > abc -a- bc, 叉 知 
n 可 表 为 n = mu + xbc,w,r >0,xc<ae-1. 于 是 w >he-b- 
,而 又 有 ai = cy + 如,y,z 守 0, 即 nn = xbe + yea + sab ,X,Y ,7 
0. 


10.33” 设 4,5 是正 整数 , 且 满 足 a*} 共 m 个 a = 5 ] 共 n 


个 8. 其 中 m,n = 2. 证 明 ;a = 上 b. 


证 明 。” 设 4 = a ]} 共 mm 个 a,B = br ] 共 个 8. 

车 a,5 中 有 一 个 为 1, 则 命题 显然 ,以 下 设 记 > a > 1. 因 为 
at- = 后 - 故 可 设 @ = cb = es 上 = 于 是 机 ,有 1 均 
为 了 的 方 宪 ,又 4 > Bj; 从 而 亡 _11Aw.1; 于 是 8 = 1 = 十， 
4 = 雪 ,所 以 :是 ea 的 攻 . 设 上 = a',r 是 正 整数 ,从 而 4。: = 
r+ 雪 ,_2. 设 非 负 整数 六 满足 o | ,显然 有 mm < ?+. 但 a' | 1B,_2， 
故 4。。> 不 是 a 的 等 ,矛盾 1 
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10.34 已 知 n 二 3, 正 整数 x],x2,…,xwn 满足 xi < x2 < < 
Xn < 22x- 设 P = rix2… 和 ,rT 是 质数 , 记 是 正 整 数 且 小 整除 P. 


求证 ;元 > nl! 


证 明 “” 设 非 负 整数 后 满足 点 | x;, 并 记 六 = i = 1,2,.， 


.车 有 yy = 访 , 设 < 避 , 则 名 这 rmxi 之 2xi 251, 这 不 可 能 . 共 
而 1 yn 为 不 同 的 正 幕 数 , 故 


去 > yay nl! - 
若 上 可 下 等 式 中等 呈 成立 ， 则 存在 i,j,1 使 得 y; = 1,% = 2,y = 
3. 于 是 着 + = 3, 则 二 元 或 二 > 2; 若 + = 2, 则 渤 < 本 3 或 4 > 


3; 若 r> 5, 则 妾 = 或 1 < 和 号 或 > 全 .但 这 些 均 与 题 设 巴 
1 
盾 ! 


10.35 ”在 数 轴 上 找 一 个 长 为 二 (n 为 正 整数 ) 的 开 区 同 1 证 


明 :1 至 多 含有 " 才 | 个 形 如 中 的 虐 约 分 数 ,其 中 p,9 € 2， 


le<qn. 
(美国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


证 明 。 设 7 中 形 如 万 的 既 约 分 数 的 个 数 大 于 二 ,其 中 dg 
11.2，… ,nj .把 县 约 分 数 呈 的 分 母 g 表 成 2s ,其 中 。 为 奇数 ,r GE 


Z* ,在 1,2,…,n 中 不 同 的 奇数 有 [ 寺 “] 个 , 比 所 考虑 的 分 母 个 
数 少 .因此 由 定理 1, 必 有 两 个 分 母 9 = 2s 和 gl = 2141, 使 得 。 = 
9: 且 T 志 .于 是 g1q1; 即 4 = 嫩 , 其 中 属 志 nn. 这 表明 ,I 中 有 
两 个 既 约 分 数 呈 5 1< 9 < < n, 从 而 

|s- | 一 上 


二 |= sl1>l 
各 hg” nn 


与 1 是 长 为 十 的 开 区 间 相 矛盾 . 


503 


初等 数 抢 难 题 扫 (第 一 着) 
The Collection of Diffieult Problem of Elementiary Funclion Theory( The First Volhume) 


10.36 ”给 定 两 个 互 素 的 自然 数 p 和 4. 整数 n 如 果 能 表示 成 
n = px + 9 的 形式 ,其 中 %,y 为 非 久 整数 , 则 称 是 “好 的 ”， 
在 相反 的 情况 下 , 则 称 n 是" 坏 的 ”. 


{1) 证明 ;存在 整数 ec, 使 整数 n 与 ec - rn 中 始终 一 个 是 好 
的 ,一 个 是 坏 的 . 
{2) 坏 的 非 负 整数 共有 和 多少 个 ? 
(第 5 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 


证 明 (1) 如 果 p,g 是 二 之 的 自然 数 , 那 么 每 一 个 整数 z 都 
能 表示 为 z = px + qy 的 形式 . 

并 且 若 x = ay = 5 满足 上 式 , 则 有 

z= pla— qt)+gqtb+p) 光世 

同时 ,对 于 0 < x* < 9 - 1, 存 在 唯一 的 表达 式 . 

我 们 可 以 把 每 一 个 整数 z 与 整数 对 (x,y) 相对 应 .这 里 0 < 
* 所 9 一 1,5 = px + 97. 同 时 不 同 的 数 与 不 同 的 数 对 相对 应 ,而 且 
仅 当 y > 0 时 ,z 是 好 的 ， 

如 果 数 * = px + gyt0<x 声 9 -1) 是 好 数 ,那么 z= {gq 一 
1 = x)p +(-1- yy 就 是 坏 数 , 反 过 来 ,如 果 z 是 坏 数 , 则 zs' 是 好 
数 , 而 且 点 (4x,y) 和 点 (9 -1 - xx，- 1 -7y) 关 于 点 (xzoy7o) = 


(所 ，- 志 对 称 , 而 数 z 和 关于 点 ia = pro + gqyo = 
如 一 了 对称, 因为 


z+3z =-p-g=20=¢ 
所 以 ,好 数 : 对 应 于 坏 数 z = ce - z, 反 过 来 也 对 . 
(2) 因为 最 小 的 好 数 是 0, 那么 最 大 的 坏 数 将 是 ce, 所 以 共有 


t+] 一 1 -1 
和] = 得 一 1 一 .1 个 坏 数 ， 


10.37 ” 设 ”为 不 小 于 2 的 正 整 数 , gl,az, asya4 为 满足 以 下 
两 个 条 件 的 正 整 数 ， 

(D(ase) = 1,i = 1,2,3,4. 

(2) 对 于 上 = 1,2,…,n -1, 都 有 (ko) + (je), + 


Chas), + 《es = 2n. 
证 明 ; 可 以 将 {a1),, Cao) ,Ca3)s,(a4) 分 成 和 为 = 的 两 
组 ,这 里 (a), 表示 正 整 数 a 除 以 n 的 余数 . 
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证 明 ”由 于 (n,a1) = 1, 所 以 存在 正 整数 ,使 得 (ii)。= 心得 体会 撕 广 疑问 
1. 于 是 不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 
l= 和 < 
在 (2) 中 取 六 = 1, 有 


G1 + G2 4 G4 = 2n 
设 a(k) = [ 装 ]- [De -Da], i = 1,2,3,43k = 2,3,., 
n ~ 1([x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整 教 )， 则 
ka; = [ee]， + (Cho: ), 


(x- Dea=[ De], + (CE - 1)a), 


于 是 2n = (kal + kas + has + kaa) — 
(Ck Dart+ Ck- 1)art+ (ki)ms+ (ko1)e) = 
Calk) + azst kh) + oat Kk) + aatk)) 
即 
Gh + a FY) + a k) + mak) = 2 并 = 2 3 1 小 
易 见 每 个 a,(&) 等 于 0 或 1, 又 注意 到 a = 1, 故 对 每 个 上 ， 
a(k) 恒 等 于 0, 而 Qt E), oa hk) oat k) 中 怡 有 两 个 为 1. 
在 外 中 取 上 = 2, 有 
2 = a1(2) + az(2) + 63(2) + 44(2) = 


2 2 2 2 
上 区 
于 是 oax(2) = 0,as(2) = as(2) = 1, 即 ca < 二 < os < as- 
从 而 不 存在 下 ,使 得 ez(t)》 = qzt +1) = 1, 也 不 存在 下 ,使 


得 
Gk) = atk + 1) = 0 = 3,4 


设 吕 = [号 ] Ya = [和 +1i =3,4, 则 和 为 使 sx(k) = | 
1 的 最 小 下 素数 而 1 为 使 a(k) = 0 的 最 小 正 整数 . 

af) = 0, 于 是 az(i3) = 1, 故 己基 昌 , 易 见 相 六 革 ,及 
af ta) = 1, 于 是 aa(12) = 0, 放 二 二 机 ,从 而 12 = 与. 

着 aol) = 1, 则 有 ostk+ 2) = 1 或 as(k+ 刀 -1) =1, 而 
对 于 <<+ -1, 则 有 as(k)= 0. 

车 ai(k) = 0, 则 有 ci 十 在 》 = 0 或 qtk+ 丰 1) = 人 ,而 
对 于 天 < 有 < 上 + 二 一 1 则 有 ai 人 (天 )》 = 1 = 3,4. 

下 面 我 们 对 & 分 情况 讨论 : 
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i 车 以 > -1, 则 nn- 04 = 1, 亦 即 al+ 84 = nn; 进 而 az+ 心得 体会 拓 广 疑问 


gs 三 nn. 


i 车 声 n - 1, 广 意 到 由 m4 > 了 可 知 aan-1)=1, 从 
而 <n-l. 

令 下 = 车 则 oa) = Laa() = 1,as( 上 ) = 0. 由 二 的 最 小 
性 知 和 = 与 三 8 又 ask = 1, 所 以 12 = t3 < 卡 . 于 是 存在 正 整 
数 ,使 得 < 下 且 a2th') = 1, 我 们 了 到 其 中 最 大 的 一 个 , 仍 记 为 
r. 这 样 i* 各 便 满 足 上 上 = 如 + 志 或 上 = 用 + 和 -1 注意 到 
gaat k' ) = aa(k') = 1, 从 而 4 了 = 0. 到 t2 = f3, 故 有 aalk 一 
1) =0 或 uatE+1)= 0. 但 由 afk) = 1 知 oafkt1) = 0, 于 是 
上 -= 工 或 下 + 1 中 有 一 个 数 不 满 足 中 ,这 不 可 能 . 


10.38 ”对 给 定 的 正 整数 =, 有 多 少 雹 序 三 元 自然 数组 , 和 为 


G6n. 
(南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


解 ” 设 (x,y,z) 是 三 元 自然 数组 ,x <y 专 75, 是 x+y+#= 
6n. 当 上 = 1,2 ,时 ,所 有 * = 2k -1 的 三 元 自然 数组 {x,y， 
了 为 

(2k — 1,2k -116n — 4k +2) 
(2E — 1,2k,6n — 4k + 1) 


(28 -1,3n— k,n—k+1) 
所 有 x = 2 的 三 元 组 为 
(2k,2k,6n 一 4k) 
(2k,2k + 1,6n — 4k 1) 
{2k,3n -上 ,3n 一 天 ) 
上 述 所 有 三 元 组 的 个 数 为 
Se = ((3n — Ek) — (2k -2)) + ((3n — E) — (2 -1)) = 
6n -6k+3 
于 是 所 有 三 元 组 (x,y,z) 的 个 数 为 


318 = Di(6n 6k+3) = Se 3)+3., = 3m2 
点 ml 点 = 】 


Chapter 10 Motley Exerciseapraxis 


10.39 设立 是 +2+…+ 于 的 个 位 数字 ,证 明 ; 


0. qaqa293" 是 有 理 数 . 
(中 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 


证 明 ”只 须 证 明 ,0. alaza3… 是 循环 小 数 .把 100 个 数 (n + 
1)2 (n+2) n+l00 排 成 下 表 
《二 1 (22 二 19 
(aa+1ll2 (Cn + 12)2, + 20)2 
(n+ 91F, (Cn + 92)2,, Cn + 100)2 
由 于 六 与 (k + 10)2 的 个 位 数字 相同 ,所 外 表 中 每 一 列 的 十 个 数 的 
个 位 数 都 相 则 ,它们 的 和 必 是 10 的 倍数 , 即 个 位 数字 为 0. 因此 将 
这 100 个 数 相 加 ,其 和 的 个 位 数字 也 是 0. 于 是 ,对 任意 n € N: ,都 
有 am = ;这 就 证 明 0. aiazad… 为 循环 小 数 ( 即 是 有 理 数 )， 
而 且 循 环节 的 长 no 是 100 的 因数 . 
注 ”如果 具体 考察 前 20 个 自然 数 相应 的 m 的 变化 规律 ,还 
可 以 求 出 m = 20. 


10.40 ” 求 所 有 正 整 数 n ,使 对 每 一 个 n ,都 存在 正 整 数 m, 在 
AB = 33,AC = 21, BC = n 为 边 的 全 ABC 的 边 48, BC 上 分 
齐 可 以 找到 点 轧 ,E ,满足 

AD= DE = EC=m 
【瑞典 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


解 如 图 1, 设 mn EN 满足 题 中 条 件 , 则 下 = CE < 
AC =21. 叉 从 全 ADE 看 出 
21 -m= AE < ADr DE = 2m 
即 7 < m < 21. 另 外 ,由 于 AD = DE, 所 以 
AE 21-m 


csd 二 4 2m 
其 中 ,a = BAC, 对 从 ABC 应 用 余 蔽 定理 ,得 


n>? = BC2 = AB* + AC*? - 2AB * ACcos a = 


33 4， 22 _2.33.21, 纪 =- 严 - 


2m 
2 .223 _ 2 1 


由 此 可 知 ,m 是 条 : 特 :11 的 因数 ,由 于 7 < 加 < 21, 所 以 m=9 
或 mm = 11, 当 mm = 9 时 ,nz = 606, 不 可 能 . 当 普 = 11 时 ,n? = 900, 
即 n = 30. 经 验证 , 当 n = 加 时 , 题 中 条 件 全 部 满足 . 
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10.41 对 任意 x(l < i nn) E 1-1,1| ,数组 aifls < 


n) 和 数 搬 , 有 了 | > ami| < MM, 求 证 :3 | wu 1x 有 
j=l i=i i=] 
【南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


证 明 因为 对 任意 和 1 %n 让 1- 1,1} 有 
> Lax t+ amvm le NH 
j=l 
所 以 六 二 【之 | axl + "7 + gn 反对 


可 改写 成 > > ) | Qn zt + "+ nn ') < 
i=l 各 
对 每 个 国定 的 jE€ 11,2,…, nj ,在 和 式 
与 二 2 | GA + "+ nts | 
) 


[EA 


中 把 所 有 2" 个 被 加 项 分 成 2"-! 对 ,使 得 在 每 一 对 中 ,x1，… ,1， 
和 +1, ;Xa 的 值 相 同 , 即 都 取 1 或 都 取 - 1, 而 的 值 不 同 , 即 分 别 
取 1 及 - 1. 于 是 每 一 对 被 加 项 之 和 便 具 有 形式 

1 和 + 二 1+14 -号 | 


其 中 凡 = 站] 十 "十 yt-1 十 Gri + "+ Qn 


但 是 [1A+ol+tliA4-al> 

lA+tray=- tA- a)l=21al 
因此 S21:21al=2101 
于 是 得 


Lan {+ +| am l= > (#7 lw 中 < > (#5)< M 
这 正 蚌 所 要 证 明 的 . 
10. 和 2 设 mm,n 为 正 整 数 , 引 m,n, 且 1 < m < n < 1986, 则 
所 有 小 之 和 不 是 整数 . 


(苏联 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


证 明 ” 自 1 至 1986 的 所 有 自然 数 中 ,被 革 整 除 的 只 有 两 个 ; 
729 = 关 ,1 458 = 2， 学 ,而 其 他 各 数 的 豪 因 子 分 解 式 中 ,3 的 者 指 
数 至 多 是 5. 所 以 当 ] 和 mm < n < 1 986 时 ,所 有 的 慰 积 mn 中 , 涂 
729 x 1458 = 2x37 外 ,含有 因数 3 的 方 带 的 最 高 指数 是 11. 于 是 ， 


如 果 把 所 有 形 如 的 数 ( 除 -7 -458 外 ] 通 分 ,然后 求 和 , 便 得 


心得 体会 拓 广 疑问 
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到 一 个 形 如 ne -的 数 ,其 中 ,5 E N” , 且 5 不 被 3 整除 .因此 如 心得 体会 折 广 括 间 


果 所 考虑 的 和 记 作 5, 则 


a 1 
二 
经 整理 得 到 3 6 = 
如 果 3 为 整数 ， 网 上 趟 左 中 3 整除 ， 但 右 端 不 被 3 整除 , 素 盾 , 因 


此 5 不 是 整数 ， 


10.43 设 4,5 为 非 负 整 数 ,ab > cc 为 整数 ,证 明 : 存 在 正 
整数 n 及 整数 1 ,x2，… x; 1 72 Yn: 满足 


> 三 4, 2 二 b, 2 xi 三 € 
{评委 会 ,瑞典 ,1995 年 ) 


证 明 ” 简 记 所 欲 证 的 命题 为 (a ,b,c). 易 知 命题 对 (a,b,c) 
成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 命题 对 (a ,5 ，- c) 也 成 立 .因此 可 假设 
c 之 0, 文 因 命 题 关于 a,5 对称, 故 还 可 假设 a 258, 从 而 有 a ><. 
另外 ,如 果 上 5 =0, 风 ce =0, 及 g++6b-2c=2V ob -2c 0, 从 
而 +8z2c 有 0 成 立 . 

下 面 对 a + 上 用 数学 归纳 法 证 明 命 古 (ea ,8,c)， 

当 a + 了 5 = 0 时 ,命题 (na,5b,c) 显然 成 立 ， 

设 当 s+ 上 上 声 m 时 全 是 {a,b,c) 成 立 . 下 面 考虑 命题 (ay 
c), 其 中 a+t+b=m+l. 

如 果 e < pb, 则 取 m = a+ 68-c. 向 量 时 = (xi,%2,…,%n) 与 
Y = (y19 2 Yn) 的 选取 方法 如 下 : 

当 1 < i a 时 , 取 x = 1, 其 余 情形 取 x; = 0; 

当 1 igso-c 时 , 取 yy = 0, 其 余 情 形 联 y= 1， 


容易 验证 ， > = a b 及 D2 v0 = cy 即 当 ce 8 


时 ,命题 (a ,48， 对 w+ m+ 1 成 立 ， 
如 果 e > 了 5, 则 考虑 命题 (a + 5 - 2c,8,c -6), 由 于 
(a+rb~2cb-(c- 6 =oh-c >0 
且 a+b-2c+bhbasa+b= m+il 
因此 ,由 归纳 法 假设 ,问题 (a + 5 - 2c,b,c - 5) 的 解 ( 革 , 了 ) 存 
在 , 易 验 证 ,( 五 + 了, 了 ) 是 问题 (a,b,c) 的 解 ,因此 , 当 c > 5 时 命 
题 (a,5,c) 对 a + 5 = m+ 1 也 成 立 . 
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10.44 ”在 第 一 行 写 有 雪 个 不 超过 88 的 自然 数 ,在 第 二 行 写 
有 88 个 不 超过 1 的 自然 数 . 证 明 : 可 以 从 以 上 述 两 行 数 中 各 
选 员 一 段 (包括 一 个 数 ) ,使 这 两 段 数字 和 相等 . 

【苏联 教学 奥林匹克 ,1988 年 ) 


证 明 设 a1,a2,…,aw 是 第 一 行 的 数字 ,4b ,52,…, bs 是 第 
一 行 的 数字 . 记 A; = a+tat + 本 有 二 和 + 加 + 二 而 并 
设 Als 村 Bos( A < Bes 的 情形 可 同样 处 理 ). 记 

mi = minjnri4o > 有 1snmnsilL< <s8 

由 假设 可 知 , mi 是 存在 的 .现在 考察 88 个 差 数 4，- Bi. 它 们 的 值 
都 是 整数 ,上 且 在 0 与 7 之 间 . 因 为 4 -B= As1-B+a, < 
an, 所 路 ,如 果 这 申 个 数 互 不 相同 , 则 其 中 必 有 一 个 为 0, 从 而 结论 
得 证 . 如果 有 两 个 差 数 相同 ,不 妨 设 4 = Bi = 各 - 咏 , 其 中 1 < 
I<ksB, 则 An = Bi Be on on on, Sb bkr2s 
即 为 符合 条 件 的 两 段 数 . 


注 ” 题 中 的 19 与 88 可 以 换 成 任 秦 两 个 自然 数 . 


10.45 设 正 整数 ma > 2, 则 an -IT 二 :可 以 表 为 个 连 


续 侦 数 之 和 ， 
《中 国 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 明 ” 设 2a,20 +2,20 +4,…,20 + 2(n -1) 是 个 连续 
偶数 , 则 它们 的 和 为 


$, = (20 +20 +2(n -1))n = (24a + 1 -Dn 


令 {2a +n-l)n = n(n — 1)*! 
则 2a+n-l1= (nr 1)*-: 


即 a = (nD((n- 1) -1) 
因此 , 当 n >2 且 上 > ?时 ,a 为 正 整 数 .于 是 , 取 
a = 二 (De -De2 -1) 


则 n(n -1 等 于 nn 个 连续 侦 数 24,2a + 2,…,20 + 2(n -1) 
之 和 ， 


10.46 试 比较 (17 091 9821)? 与 17 091 9827 吗 吧 之 大 小 ， 


(荷兰 数学 奥 标 匹克 ,1982 年 ) 


心得 体会 拓 广 疑问 
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解 ”我 们 证 明 , 对 尾 意 n EN ,n > 2, 均 有 (n1)? > 小 . 事 
实 上 ,有 . 
nln!l = {1 am) (2 Cn 2)tn- 1) 
因为 1:n=n:1= n, 且 当 上 =2,…,n-1 村 
k(n-k+l)= (nh)(k-1)+n>n 
所 以 nlnl = 《1 rn)(2 (n= 1 (nt > nm 
其 中 令 上 = 17 091 982, 即 得 答案 
(17 的 1 9821)? > 17 091 9827 只 外 


10.47 在 1234 567 的 数字 进行 排列 , 求 所 有 这 种 数 的 和 . 


《比利时 数学 奥林匹克 ,1979 年 } 


解 ”对 任意 jy E 11,2,…;7| ,第 i 个 位 置 上 的 数字 为 的 数 
有 6! 个 ,因此 所 有 7! 个 数 之 和 等 于 

(611 4 612 + + 617) + (611 + 612 + "+ + 617}10 + 

(G11 + 612 +4 7 + OTNP 4 7 + COI + 612 + r+ + 617)1F = 

B11 +24+ + I 10+ 1 + +10) = 

700 :站 :111111 = 22 39 997 760 


10.48 (1) 在 长 度 为 15 的 0,1 序列 中 ,恰好 出 现 2 个 “00”,3 
个 “01” ,4 个 “10" ,5 个 "11" 的 序列 有 多 少 种 ? 
《美国 教学 奥 标 匹克 ,1986 年 ) 


(2) 在 长 度 为 15 的 0,1 序列 中 ,恰好 出 现 5 个 “00” ,并且 
“01",*10”, "11" 各 3 个 的 序列 有 和 多少 种 ? 
【日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


解 。 序列 0111001900 中 恰好 出 现 3 次 “00" .2 次 “0 ,2 次 
“10” ,2 次 *11”. 如 果 把 这 个 序列 中 连续 出 现 的 几 个 "1” 合 为 1, 把 
连续 出 现 的 几 个 “0” 也 合 为 1 个 , 则 此 序列 缩写 为 01010, 这 个 序列 
与 序列 QL11001000 相同 ,恰好 出 现 2 次 "01 ”2 次 “10 

(1) 根据 题 中 条 件 : 恰 好 有 3 个 “01” ,4 个 “107” ,给 出 下 面 的 * 缩 
写 序列 ” 

(1) (0) (01) {0) (01) (0) (1) (0) 
再 根据 题 中 条 件 : 恰 有 2 个 “00” ,5 个 “11", 把 2 个 “0” 放 进 “ 缩 写 序 
列 " 的 (0) 中 ,把 5 个 “17 放 进 “ 缩 写 序列 " 的 (1) 中 .把 2 个 “9” 放 进 
“缩写 序列 ” 的 4 个 (0) 中 ,相当 于 把 2 个 相同 的 球 分 放 进 4 个 不 同 
的 盒子 里 ,其 占 位 方法 数 为 GG,2_1 = GG. 同 理 , 把 5 个 "1" 放 进 " 缩 
写 序列 ” 的 4 个 (1) 中 ,其 放 法 为 过 ,1 = G. 因 此 ,符合 题 中 要 求 
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的 序列 共有 GG = 560 种 . 
(2) 根据 题 中 条 件 : 有 3 个 “01” 与 3 个 "10"” 可 给 出 下 面 两 种 

“编写 序列 ”; 

(0) (01) (00) ID (0) 01) (0) 

(1) (0) (1D) (C0) 01) (00) (1) 
对 于 前 一 个 “缩写 序列 " ,把 5 个 “0” 放 进 4 个 (0) 中 ,把 3 个 “1” 放 
进 3 个 (1) 中 ,共有 Gs_1 信 ,3_1 = GG = 50 种 放 法 ;对 于 后 一 种 
“ 绽 写 序列 ” ,把 5 个 “0” 放 进 3 个 (中 中 ,把 3 个 1" 放 进 4 个 (1) 中 ， 
共有 全, 5 1G = 人 GG = 420 种 放 法 .因此 ,共有 560 + 420 = 980 
种 序列 符合 题 中 的 条 件 . 


10.49 设 加 是 m1 的 十 进 制 写法 中 最 后 一 个 非 零 数字 ,证 明 : 
0. 四] hh 是 无 理 数 . 


【评委 会 ,苏联 ,1983 年 ) 


证 明 设 0.41hzha… 是 有 理 数 , 则 存在 wo, 了 E N"* ,使 得 对 
每 个 n= No, 都 有 后 ,rr = 后. 首先 证 明 , 存 在 TI EN*,TI 六, 且 
五 的 最 后 一 位 非 零 数字 为 1. 事实 上 , 设 了 = 2*5 训 ,其 中 ,8 EE 
2 ,p 不 被 2 与 5 整除 , 则 To = 285*T = 2*+85+ 即 = 10*+ 印 的 最 
后 一 位 非 零 数 字 为 奇数 , 且 不 等 于 5. 如 果 它 等 于 1, 则 取石 = To; 
如 果 它 等 于 3, 则 取 TI = 770; 如 果 它 等 于 7, 则 取 T= 37o; 最 后 
如 果 它 等 于 9, 则 取 T= 920. 在 这 些 情形 下 ,下 的 最 后 一 位 非 零 
数字 分 别 与 1,21,21,81 的 相同 . 这 样 就 求 出 了 当 n 六 时 使 得 
hsT = i 的 数 T = 10m(10a +1),m,a EZ+. 其 次 证 明 , 对 任意 


na & N" ,hs 5, 事 实 上 ,在 nl 的 泰 因子 分 解 式 中 ,2 的 宕 指数 为 
= [ 划 +[ 记 +[ 基 +… 

5 的 宕 指数 为 3 = [号 ]+ 【二 + [号 ] + … 

因为 当 iE N* 时 ,[ 芭 ] > [这] ,所 以 7 > 9, 且 ml = 275%g = 


10227- 和 6, 其 中 og EN 不 被 2 与 5 整除 ,从 而 a! 的 最 后 一 位 非 零 
数字 与 2 -28 的 相同 ,所 以 不 等 于 5, 即 hz 5. 最 后 取 充 分 大 的 
占 EN" ,使 得 


M = 10°(106 +1)> No 
记 hw_t = 有, 则 
(M1)! = 10:(10c + &) 
其 中 c ,所 Z*+ ,于 是 
NM! = CHDIM = 10(00c + hh) +: 10°(106 + 1) = 
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因此 hw = 大 .因为 了 1 下 ,所 以 
-tt = Ru-l = 上 
从 而 (M1+ TT)! = 10{(10d + h) 
其 中 gE 二 ,所 以 
CNM+ Tt = CM 1+ TM+ TT) = 

10°(10d + AYCO™ (C10b + 1) + 10°(10a + 1)) = 

10m+110d + h}(10(ta + 8) + 2) = 

10°*+'(10(100d + 10bd + oh + Bh + 2d) + 2h) 
即 hyn 与 2 的 最 后 一 位 数字 有 相同 . 男 一 方面 , hyn = hw = 
.但 是 ,因为 及 产 0,5, 所 以 28 的 最 后 一 位 数字 不 等 于 上 ,从 而 
Run = = hawsr ,下 盾 . 证 毕 . 


10.50 设 wln) 表示 自然 数 n 的 案 因 数 个 数 ,和 证明: 有 无 限 


多 个 n, 合 wn) < win+1) < wln +2). 
【评委 会 ,南斯拉夫 ,1979 年 ) 


证 阴 ”首先 证 明 , 有 无 限 多 个 形 如 n = 2 的 数 , 使 得 w(n) < 
wn + 1), 其 路 忆 N"' . 设 某 个 hn = 外 适合 w(n) = win + 1)， 
则 

1 = wl2t) > af2 + 1) 完 1 
因此 wk2 + 1 = 1, 从 而 2: + 1 = p", 其 中 mE N' ,p 为 素数 . 
如 果 m = 21, 则 
pi = (pp+r1) 

即 严 +1 与 严 -1 都 是 2 的 方 材 .由 此 得 到 , 严 +1 =4, 玉 -1 = 
2, 即 p = 3,t = 1, 且 六 = 3. 如 果 mm 为 奇数 , 且 m > 1, 则 由 

2 pl= {tp-1)(p -i+-+p+1) 
可 知 ,大 于 1 的 亩 数 p"!1+… + p +1 为 2 的 方 材 ,下 逢 .因此 mm = 
1, 即 有 2 + 1 = p. 如 果 上 = 29r, 其 中 > 1 为 奇数 , 则 

p=2+1= 2 +}1s0(md(2 + 1)) 
即 素数 p 被 小 于 p 的 数 22 + 1 整除 ,不 可 能 .于 是 站 = 29 ,9 所 2 ， 
至 此 我 们 已 经 证 明 , 存 在 无 限 个 上 € N* ,上 不 等 于 3 或 2 的 方 竹 ， 
均 有 w(t2:) < w(2* + 1), 现 在 设 适合 w(2:) < w(2:+1) 的 中 
只 有 有 限 个 也 适合 (2: +1 < w(2+ +2), 则 可 以 找到 这 样 的 (是 
够 大 的 ) 数 和 = 2%m > 5, 使 得 对 每 个 让 = 放 + 1,ko+2,… ;2k 一 
1 < 2%11, 均 有 

wD 1) we wa 4 2) = wD 1)) = 1 + wl2t-l + 1) 

由 此 得 wl21 让 1 tw 2 + 1) 关 … 及 
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(和 -+mf25+1) > 机 心得 体会 拓 广 疑问 
因此 ,如 果 用 mm < p， < … 表示 连续 素数 , 则 
Dl Pipe = (2°3+5°7°11)(peps) > 
1 
矛盾 ,结论 证 毕 ， 


10.51 设 一 平面 点 集 有 两 条 对 称 轴 , 夹 角 为 ax, 且 于 是 无 理 


数 , 证 明 : 如 该 集 至 少 有 两 点 , 则 有 无 限 多 个 点 . 
{评委 会 ,民主 德国 ,1979 年 ) 


证 明 设 集合 上 H 的 对 称 轴 册 与 五 交 于 点 ,并 且 当 如 绕 点 | Sr(A) [a Sn{SmtAY) 
0 按 顺 时 针 方向 旋转 角 x 时 变 为 (图 i). 于是, 如果 用 S:(4) 表 | pd 

示 点 4 关于 直线 1 的 对 称 点 , 则 在 线 点 0 按 顺 时 针 方向 旋转 角 2a 
时 ,点 4 变 为 Rt4) = St (Si《4)) .事实 上 ,点 0 到 点 A451 (4)， 
S, ( Si《4)) 的 距离 都 相等 , 且 如 果 直 线 04 与 io 之 间 按 顺 时 针 方 


向 扫 过 的 角度 为 P(A 关 0), 则 直线 04 与 051 (Si (4)) 之 间 的 角 图 ] 
为 28 - 28 -a) = 2a. 由 于 集合 好 至 少 有 两 个 点 ,所 以 它 还 含有 
一 个 点 如 关 站 ,于 是 
RCOM) = S (SU)) = SI(M) = NH 
因此 点 40,A1 = RCA0) ,42 = R(A1),A4， = RR(A2) 等 都 含 在 集合 
于 内 .但 这 些 点 都 是 互 不 相同 的 ,因为 如 果 有 某 个 > 六 使 得 4; 
与 妨 重合, 则 有 


re 


2a(i-)) = rk ,REN 
即 和 = 证 为 有 理 数 ,矛盾 .所 以 集合 H 是 无 限 的 . 


10.52 设 4 = (align) 是 由 严 个 数 m EE 10,1,i = 
1,2,…,m 组 成 的 m 数组 , 定义 运算 8 如 下 ; S(A》 = (bh， 
各,… ,bam) ,其 中 当 a; = 1, B21 = 0, 6; = 1, 当 ga, = 0 时 , 
B21 = ba = 0i = 12… mm， 用 (A) 表示 


S(1S(…Sf4) pm 取 4 = (1), 试 问 在 加 (4》 = (a1, 092)", 
nm 十 


azn) 中 有 多 少 个 由 连续 两 项 组 成 的 数 对 ( a;, qi,1) 满足 a 


firl 三 0? 


解 当 六 = {1) 时 , S*(A) 三 {@1, 2 2n) 中 满足 {i 二 
al = 人 0 的 数 对 (ai ,ay1) 的 个 数 记 为 所 ,满足 a; = 0,9iw1 = 1 的 
数 对 (ai, i014) 的 个 数 记 为 名 . 由 是 意 可 知 ,S"(A) 中 数 对 (0,0) 必 
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由 孚 -14) 中 的 数 对 (0,1) 经 运算 5 而 得 到 的 ,而 5°-1(4) 中 的 数 心得 体会 拓 广 腾 癌 
对 (0,1) 必 由 5S"(4) 中 的 1 或 数 对 (0,1) 经 运算 5 而 得 到 .由 于 
S" (4) 是 2*? 数 组 ,其 中 有 一 半 的 项 @ 为 1, 所 以 

= a1=2 +h 
由 此 得 到 , 当 = 为 奇数 时 

22-1-1 


六 =2 2 
当 m 为 偶数 时 
n-2 
== + 


即 得 f= 2 (To 


10.53 ”证明 ;任意 大 于 32 的 正 整数 都 可 以 表 为 若干 正 整数 


之 和 , 且 这 些 正 整 数 的 倒数 之 和 为 1. 
《美国 发 学 奥 补 匹克 ,1978 年 ) 


证 骨 ”注意 ,如 果 n EN’ 合乎 题 中 条 件 , 则 2n +2 与 2n + 
9 也 是 .事实 上 ,如 果 = gj + G2 + … + i; 其 中 ,92,… ,a 万 


N’, 且 
1 1 .1-1 
立 1 个 下 or 
则 2n+2=2al+2oz+…+2 +2 
1 -4 1, 
261 2az 2ar 2 0 
41li, Ll 过 | 1_l1 1l1_i 
2\al! a2 alt27-752+2° 
并 县 2n+9= 20 +2ar+ "+20 +3+5 
1 1 1 


二 二 了 上 1 1 1 1 1 
去 [六 + 3+6=-2+37+5 = 1 
现在 归纳 证 明 ,所 有 自然 数 nn > 33 都 合乎 题 中 条 件 . 首先 ,直接 验 
证 可 知 ,自然 数 33,34,… ,73 都 合乎 题 中 条 件 , 设 自 妈 至 上 -1 的 
所 有 自然 数 都 合乎 条 件 ,mn > 73. 如果 为 个 数 , 则 它 可 表 为 2m + 
2, 如 果 na 为 奇数 , 则 n 可 表 为 2m +9, 其 中 四 和风 , 且 m > 相关 


至 寺 ?> 32. 由 上 面 的 证 明 可 知 ,在 这 两 种 情形 下 ,n 都 合乎 条 件 ， 


因为 由 归纳 假设 ,m 合乎 条 件 , 证 毕 . 
注 ”对 于 不 大 于 32 的 正 整 数 ,读者 有 兴趣 可 自己 验算 . . 
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10.54 证明: 如 果 长 方 栖 可 以 划分 为 一 些小 长 方 体 ,使 得 其 
中 每 一 个 都 有 一 条 长 为 整数 值 的 楼 , 则 原 长 方 体 也 一 定 有 一 


条 楼 长 度 为 整数 . 
(评委 会 ,南斯拉夫 ,1979 年 ) 


证 明 ”设想 把 长 方 体 所 在 空间 划分 为 一 些 校长 为 二 的 立方 


体 , 并 把 它们 按 国 际 象棋 棋盘 的 方式 染 上 黑白 两 种 颜色 (即使 得 
任意 两 个 有 公共 界面 的 立方 体 的 颜色 不 同 ). 下面 证 明 ,如 果 任 意 
一 个 长 方 体 有 一 条 整数 楼 , 且 它 的 每 个 面 都 与 立方 体 平行 , 则 它 
所 含 的 白色 部 分 和 所 合 的 黑色 部 分 体积 相等 . 事实 上 ,用 垂直 于 


这 条 整数 棱 的 截面 把 整个 长 方 体 分 为 嘿 度 为 的 屋 .注意 ,从 最 
外 面 的 一 层 平 移 到 它 的 相 邻 一 层 ,第 一 层 的 白色 部 分 与 第 二 屋 的 
黑色 部 分 恰好 重合 ,并 且 第 一 层 的 车 色 部 分 也 与 第 二 层 的 白色 部 
分 恰好 重合 . 戎 后 的 相 邻 层次 的 平移 中 情形 也 相同 . 因此 在 彼此 
相 邻 的 层次 ,白色 部 分 的 体积 与 黑色 部 分 的 体积 相等 . 因为 总 共 
有 偶数 个 层次 ,所 以 这 个 结论 对 整个 长 方 体 也 成 立 . 设 原 长 方 体 
的 界面 与 立方 体 的 界面 平行 , 它 的 一 个 项 点 4 和 其 中 一 个 立方 体 
的 顶点 重合 ,但 它 的 各 条 楼 都 不 是 整数 , 则 按 题 中 条 件 划 分 的 所 
有 各 长 方 体 都 有 一 条 核 长 为 整数 (它们 的 界面 当然 平行 于 立方 体 
的 面 ), 因 此 ,由 上 面 的 结论 ,在 每 个 小 长 方 体 中 (从 而 在 整个 长 方 
体 中 ) 白色 部 分 的 体积 等 于 黑色 部 分 的 体积 . 另 一 方面 ,在 原 长 方 
体 中 用 3 个 平行 于 它 的 界面 的 平面 截 去 一 个 以 4 为 顶点 ,校长 全 
是 整数 且 体 积 最 大 的 长 方 体 .余下 7 个 长 方 体 中 有 6 个 具有 一 条 
整数 值 的 楼 长 , 另 一 个 的 所 有 楼 长 都 小 于 1, 而 且 它 有 一 个 顶点 8B 
和 立方 体 的 一 个 顶点 相合 , 把 这 个 长 方 体 装 到 一 个 具有 楼 长 为 1 
并 以 召 为 顶点 的 立方 体内 .在 这 个 立方 体内 , 割 下 这 个 长 方 体 的 3 
个 平面 将 立方 体 切 成 了 8 个 长 方 体 , 其 中 必 有 一 个 其 所 有 楼 长 均 


不 超过 六 ,因而 它 包 含 的 白色 部 分 与 黑色 部 分 体积 不 相等 (因为 
这 两 个 体积 中 有 一 个 为 0). 对 于 与 这 个 长 方 体 有 公共 界面 的 3 个 
长 方 体 ( 它 们 每 一 个 都 与 它 共 同 构成 一 个 楼 长 为 1 的 长 方 体 ), 上 
述 结论 也 是 对 的 .而 这 个 结论 又 可 以 推 到 与 上 述 4 个 长 方 体 有 公 
共 界 面 的 3 个 长 方 体 ,最 后 可 以 推 到 以 B 为 顶点 的 那个 长 方 体 .这 
样 一 来 ,原先 的 长 方 体 被 分 成 8 个 长 方 体 ,其 中 有 7 个 , 它 包含 的 
白色 部 分 与 黑色 部 分 体积 相等 ,但 第 8 个 则 不 等 .所 得 的 矛盾 说 明 
原先 的 长 方 体 不 可 能 没有 整数 楼 长 . 
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10.55 证明 :空间 中 一 点 到 校长 为 2 的 正四 面体 四 个 顶点 工 


离 都 是 整数 的 充 了 要 条 件 是 该 点 是 正四 面体 的 一 个 顶点 . 
(保加利亚 教学 与 林 匹 克 ， 1976 年 ) 


证 明 ”我 们 证 明 , 如 果 点 村 到 楼 长 为 2 的 正四 面体 种 顶点 的 
距离 都 是 整数 , 则 一 定 有 一 个 距离 是 0( 其 逆 命题 无 疑 是 正确 的 )。 
注意 ,如 果 点 在 四 面体 的 楼 所 在 直线 上 ,不妨 设 在 以 旦 为 中 点 
的 楼 AB 的 直线 上 . 记 MH = x,MC = y, 则 有 YY>x=0 生 x?+ 
(3 = ,从 而 (y - x)(y + x) = 3. 由 此 得 y-x=1,y+tx= 
3, 因 而 x = 1. 这 表明 ,点 用 与 顶点 4 或 B 重 合 .如 果 点 于 不 在 上 
面 所 说 的 那些 家 线 上 , 则 型 到 四 面体 各 顶点 的 最 德 焉 离 x > 0, 而 
其 他 的 距离 与 x 之 差 小 于 2, 也 就 是 说 ,它们 要 公 为 x 要 么 为 x + 
1. 现 在 考虑 四 种 情形 ， 


(1) 所 有 四 个 距离 都 为 x. 此 时 1 是 四 面体 的 半径 为 皮 的 外 


接 球面 的 球 心 ,但 因 x € N* , 故 不 可 能 . 

{2) 三 个 卫 离 为 x, 一 个 为 x + 1 为 确定 起 见 , 设 MA = MB = 
MC = x ,MD = x + ,并 设 点 是 和 公 ABC 的 中 心 .此 时 订 在 射线 
pO 上 , 且 


xz>40= 志 >1 


即 DM -x+l>2>2A/3 = 


pO = DM- MO=x+1-A -4 


不 可 能 . 

(3) 三 个 距离 为 x + 1, 一 个 为 x. 与 情形 (2) 类 似 ,可 设 ND = 
x 1 ,M4 = MB = MC = x +1 > 2. 此 时 点 有 在 直线 OD 上 且 
点 口 不 能 在 用 与 DD 之 间 , 否 则 有 


< =2 3 + -> lt 


因此 ,点 时 在 射线 0D 上 , 且 


2 三 =0oD-=oU-HD -wz+r02 -和 3-x< 
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(a+) -x-1<2 /2 
也 不 可 能 ， 


(4) 两 个 踪 离 为 x, 另 两 个 为 x + 1. 为 确定 起 见 , 设 MA = 
MB =x liC= MD = x+1 之 2. 注意 ,x 1( 前 面 已 证 明 , 点 
时 不 能 在 直线 48 上 ) .所 以 x > 2. 设 点 下 与 严 分 别 是 线段 45 与 
CD 的 中 点 .此 时 点 时 在 射线 BF 上 , 且 

MF =v (xt?-lx3>12= EF 
从 而 v(x tl lV-l-= MMF- ME= BF -号 
但 因 当 1 < “EN 时 
wx+l 1_vx -le<2 

所 以 也 不 可 能 ， 


10.56 给 定 20 个 不 超过 0 的 自然 数 al < az < … < am， 


证 明 ; 在 差 a; - gay(y > 有) 中 至 少 有 4 个 相同 . 
《南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


证 明 ” 设 结论 不 真 , 则 19 个 自然 数 em ~ a15, 619 - aig，…… 
aa - El 中 没有 4 个 是 相同 的 .因此 ,1,2,3,4,3,6 在 其 中 出 现 的 次 
数 各 至 多 是 3. 于 是 上 述 19 个 数 中 至 少 有 一 个 大 于 6, 和 否则 不 超过 
6 的 自然 数 至 少 有 19 个 ,不 可 能 .余下 的 18 个 数 中 至 少 有 三 个 大 
于 5, 再 余下 的 15 个 数 中 至 少 有 三 个 大 于 4, 等 等 ,因此 
D> an- a = (0m- A) + Caw G8) + + (a a1) 

T46464+6) + (5+5+5)+ + (1+1+1) = 70 

矛盾 .证 毕 ， 


10.57 ”每 一 个 大 于 2 的 自然 数 ”都 可 以 表示 为 若 于 个 两 两 
不 等 的 自然 数 之 和 ,将 = 表 为 互 拓 自然 数 之 和 的 项 数 之 最 大 


值 记 作 A(n), 求 Atn)(n 二 3). 
(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


解 ”对 正 整数 n,n > 3, 必定 存在 自然 数 mm, 使 得 


1l+2+-"+men<l+2+" +(m+]1) 
即 mm+l) en < m+ (m+2) 


注意 六 mn] 将 廊 mm+l) -让 m(m -1) = 


m>m-l 


心得 体会 拓 广 疑问 
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因此 n 最 密 可 表 为 m 个 不 同 正 整 数 1,2,…,m -1,n -Tm(m _ 心得 体会 拓 广 疑问 
1) 之 和 和 ,所 以 Aln) 三 瑟 。 


六 更 是 满足 不 等 式 十 m(m + 1) 和 < n 的 最 大 整数 , 即 


m2 m-2n<0me™ + +tl tl 
所 以 ay = m= | =1+Y8n+1 vent1| 


10.58 对 给 定 正 整数 n, 求 和 为 ”的 自然 数 之 积 的 最 大 值 . 


(南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


解 ”注意 ,只 能 用 有 限 多 种 方法 把 给 定 的 n €E N* 表 为 自然 
数 的 和 ,因此 存在 = 的 (可 以 不 唯一 ) 分 解 式 m = mm + ma + + 
mg 其 中 Rl mx ,使 得 匀 积 miina my 取 到 最 大 值 
fn). 但 因为 4 = 2+ 2 = 2.:2, 所 以 可 以 约定 ,在 分 解 式 n = 
mi +ma+…+ ms 中 ,每 个 m; 都 不 等 于 4,; = 1,2,…, 率 .如果 
mW > 4,; 则 因为 (mm ~… 2) :2 > ml 所 以 和 为 n 的 数 m1, m2,…， 
ms 2,2 的 莱 积 将 更 大 .因此 mm 二 3,i = 1,2,…, 上 .其 次 , 当 = 
1 时 ,5 的 分 解 式 是 唯一 的 ,所 以 Al) = 1. 当 n> 1 时 ,如 果 m = 
1; 则 因为 m+ > mimz; 所 以 和 为 元 的 数 mi + m2as TS Th 
的 蒋 积 将 更 大 .因此 每 个 m; 都 不 等 于 1, 最 后 ,在 m 中 不 能 有 三 个 
(或 三 个 以 上 ) 为 2, 否 则 设 mi = mz = ma = 2, 则 和 为 n 的 数 3， 
3, mm 的 匀 积 将 更 大 .于 是 ,如 果 nm > 1, 刚 mm ,mz,… ,mi; 中 
至 多 有 两 个 2, 其 他 都 是 3. 又 因为 2 与 2 + 2 不 能 表 为 若干 个 3 的 
和 ,所 以 当 mn > 1 时 ,mi,mz,…, ms 是 唯一 确定 的 ,于 是 得 到 

FD = 11.73D) = 3 3 -1) =2.3! 
与 fl3L + 1) = 4 3! 
其 中 EN". 


10.59 ”证 明 :不 存在 一 个 正四 柜 锥 ,其 所 有 校长 .表面积 和 体 | 
积 都 是 整数 . 


(评委 会 ,向 牙 利 ,1979 年 ) 


证 明 ” 设 题 中 所 说 的 楼 锥 存在 .用 < 表示 其 底面 正方 形 的 边 
长 ,用 2 表示 棱锥 的 高 , 则 楼 锥 的 便 棱 棱 长 ,表面积 与 体积 分 别 为 


f= 外 +2( 人) = +2ga 8 二 ( 妈 ) 
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5 = 二 gj 


因为 gfysrv 和 Px = gy = 有 rz gs Bn = 
2g*f 都 是 自然 数 , 量 


+= + 6 -4e((4) + 所} = gs gg = 


1 二 2 = gs + 4g( 2 + (4) )=4 s(t +2(#)) = 2 
于 是 方程 组 作 + 
所 十 52 在 w2 


有 自然 数 解 . 取 其 中 一 个 解 (xo, yo0,z0, 40) ,使 得 xo 是 所 有 解 中 x 
的 最 小 值 . 则 EA PE 两 两 互 素 ， 事实 上 ， 如 果 其 中 某 两 个 同 
时 被 某 个 素数 p 整除 , 则 由 
2 
可 知 , 另 两 个 数 也 被 p 整除 ,于 是 
(*,2,2, uw) 
pp’p’'p 
也 是 方程 组 的 解 ,而 且 < 如, 与 如 的 选取 矛盾 ,另外 ,因为 为 
自然 数 ,所 以 g 为 偶数 ,因此 xo 为 偶数 ,从 而 yo,z0, uo 为 奇数 .于 
是 由 大 = 区 ~- 关 得 到 
(a) + ym- 
2 2 2 


如 果 自 然 数 下 半 和 下 了 闻 不 是 互 察 的 , 则 
(zyo) = (om- 70) = (10 2) = 
即 z 和 70 不 是 互 素 的 ,不 可 能 .因此 ,已 二 9 和 他 5 和 9 互 素 ,从 而 


7 和 -5 分别 是 某 两 个 孔 索 的 数 上 ,LE N* 的 平方 .所 以 


xo = 2 昭和 = 太一 忆 , 克 = 上 + 六. 同 理 ,由 碟 = 码 -如 得 到 ， 
x0 = 2mmz = mz2- nz = +m 其 中 mm 过 本 .于 是 得 
到 方程 组 

| = mm 


和 + 用 = mn 


记 (k,m) 二 Ga, 则 天 三 2b , m 三 ;其 中 a,b,cEN* ; 且 (b ,ec) = 


心得 体会 拓 广 堪 问 


Chapier 10 Motey Fxercisesprmie 


1. 由 于 息 = mp, 所 以 o 本 = acn, 即 显 = cn, 且 1 = ced, 其 中 dE 
N" (因为 ec | 吕 , 且 (5ce) = 1). 从 而 bed = om, 故 m = 好 ,又 由 
1 =(E,1) = (ob,ecd) 可 得 , (a,d) = 1. 其 次 有 a 了 + ec 到 = 
a2ez - 太 让 .由 此 得 到 
(a + (B+ 02) = 200? 
因为 (ez + da2) = (do) = 1 而 且 (82 + cc2) = (b,c) = 
1 ,所 以 由 上 式 得 到 
人 人 
+ = a +e = 2a2 
由 此 分 别 , 得 
| 人 
P+coe=o +ao=e 
从 而 得 到 , (5,d,c,a) 和 (4d,5,a,c) 中 必 有 一 个 是 ( x0, Yo,z0， 
uo) 所 满足 的 原 方程 组 的 解 .因为 x0 = 2mn = 2n8a ,所 以 5 < xo， 
且 了 < wo, 与 xo 的 选取 子 盾 .结论 证 毕 ， 


10.50 ”如 果 一 知 形 边 长 为 奇数 , 则 其 内 部 不 会 这 样 的 点 , 它 
到 四 顶点 的 距离 都 是 整数 . 


(南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 “用 xz 与 思 表 示 和 矩形 内 某 一 点 P 到 两 条 对 边 的 耻 离 ， 
用 yy 与 yy 表示 P 到 另 一 组 对 边 的 距离 , 则 由 条 件 ,和 矩形 的 边 长 
有 =x + 2x2 与 B= yi+ 为 奇数 . 设 有 at,alz,an,on EZ, 使 
得 地 + = a$,ij = 1,2, 下 同 此 . 记 ww = x4' Bw= yA'B, 
则 

Hb = (x 2 A: B= (x -xB= 

(+ — C2 + 1)B = (Cat - oh)B=C 
1 Wz 二 (zl + x A: B= A.B= D 
同 理 
Hv = a- ab)A= Ett+v= A:B=F 
最 后 有 
Wi + 0 = (xf + yA BB? = aiAt» BE? = 蝙 

注意 ,C,EE 与 5 为 整数 ,而 号 与 下 为 奇数 . 设 所 有 的 如, vi 为 整数 ， 
出 因为 a + tw 为 奇数 ,者 1 ,wz 有 一 个 为 奇数 . 同 理 ,v1,wvz 也 有 
一 个 为 奇数 ,用 “上 与 sb 表示 这 两 个 奇数 ,再 用 如 表示 它们 的 平方 
和 , 则 有 二 =1(mod 4), 六 = 1(mod4 和 县 妈 + 有 = 电 与 如 本 
2{mod 4) 矛盾 .这 表明 ,ji,o% 不 全 是 整数 .因此 Ui = 2u = 五 土 
C,W = 2w = + 下 至 少 有 一 个 是 奇数 .不 妨 设 这 个 奇数 为 (其 
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他 和 情形 仿 此 讨论 ), 则 由 如 + 如 = 确 得 到 ,下 + 看 = 4 柄 .但 这 
是 不 可 能 的 ,因为 

Uf = 1(mod 4),467 = O(mod 4) 
而 六 二 3(mod 4). 


10.61 求证 :对 任意 实数 a,5,e > 0, 存 在 整数 站 ,mm 及 正 整 
数 上 ,使 得 


| mg 一 天 | 由 -下 |< ee 


(评委 会 ,波兰 ,1977 年 ) 


证 朋 ” 取 整数 > 十 ,并 让 每 个 数 对 x,y E [0,1) 对 应 于 数 


对 apm, 其 中 = [Nx],v 三 [Lay] .如果 两 个 数 对 (x), y1) 与 (x,， 
7¥2) 对 应 于 同一 个 数 对 (za,z) , 则 


Im 和 1= | 方 erixd -二 e+iwob|- 


LA - twoail< 二 <e 


同 理 , | 7 - 办 1< e. 雪 为 wv 10,1,2,…,NN 1411, 所 以 不 同 数 
对 (uw,v) 的 个 数 为 形 . 考 虑 由 2 + 1 个 数 对 x = {la|,y = {5|， 
i = 0,1,2,…, A 的 集合 .由 刀 利 克 雷 原理 (定理 1) ,这 个 集合 中 
至 少 有 两 个 数 对 {例如 取 = 与 = j,i > 六 对 应 于 后 一 个 数 对 
(us0). 记 n= -jk = [各 ]- [ja],m = [ 熙 ] - [ 训 ], 便 得 到 所 
需 的 不 等 式 
in-kl=ltis-[ia])- Ge-[ial)l=|1iol -ljal |<e 
ln -ml=1 (i [G6 — [i]) 1=1 {wd - {Bll<e 
注 上述 证 明 的 几何 意义 是 , 设 坐 标 平面 上 的 正方 形 天 = 


Hz,7) 10< = < 10< 7 < 1 被 分 为 入 个 边 长 为 证 的 小 正方 


形 , 则 在 上 述 证 明 中 ,两 个 数 对 x1, yi 与 x2, ya 对 应 于 同一 个 整数 
对 u,v 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,点 (x1,y)) 与 (xz,yz) 落 在 同一 个 小 
正方 形 里 . 


证 明 : 如 果 正 整数 不 是 素数 的 整数 次 塞 , 则 存在 
n 的 排列 ( tl » tp”, 总 ) ,使 得 


六 keos es =0 


(评委 会 ,瑞典 ,1983 年 ) 


证 明 设 n = pg, 其 中 p > 1,qg > 1, 且 (p,qg) = 1, 则 对 每 


心得 体会 拓 广 疑问 
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个 上 = 1,2,…,n, 必 有 心得 体会 拓 广 疑问 
mE€E 10,1,2, ,pp — 1|,i EE {11,2,.",9} 
使 得 k= mg +i 记 六 = r+1, 其 中 r 是 mg+ 轨 -1 被 n 除 的 余 
数 .于 是 襄 ,i 记 扎 和 ,2,… ,8| .下面 证 明 , 计 , 设 ,…, 认 s 互 不 
相同 .否则 , 设 有 两 个 不 同 的 下 标 上 = mg + ,kz = m2g + i2， 
使 得 = 六 ,因此 
(mag+ hp) ~ (mg + lp) = (mi ~ mg + (Hh - la)p 
被 n = pg 整除 .因为 p,q 互 素 , 所 以 mm) - mz 被 bp 整除 ,而 1- 
被 9 整除 .又 因为 
| mi 一 mazl< Dll<s9 
所 以 只 能 mi - ma = 下 -天 =0, 从 而 向 = 局 ;与 大 2 的 假设 
矛盾 .于 是 (in ia 总) 是 1,2,…,n 的 排列 .利用 菌 数 sin x 与 
cos x 的 周期 性 ,并 将 和 式 


S = D hoon 全 十: 
中 被 加 项 以 特定 方式 合并 ， 便 得 到 
So Dmg + Dem ma tb) = 


人 mg »。 oo (2m + ni), » S oon( 2 2xm ， 2 
3 md cos 2 CD8 2 — gin a 2 ， 
m=O =] 


> 区 s 2 Soo 2 - i ,a ne) =0 - 
其 中 用 到 下 面 的 结论 


Doon 2 三 Dsinas = 日 
tzl 


4=1 

mm 

Dy eos p = Dy oo p = 站 
因此 ,上 面 给 出 的 排列 (i1,i2,…, 讲 ) 合乎 题 中 条 件 . 


注 ”为 证 明 上 述 两 个 等 式 ,只 须 注意 ,由 Vitta 定理 ,复数 
. 2r! 


xi = cos 2 + isin TY, = 1,2，… :如 
了 a 


与 Ym = cos A +4 isin A, m=0,1,2,…,p—1 


分 别 是 多 项 式 x - 1 与 ww? -1 的 根 ,因此 其 和 为 0. 较 初等 的 证 朋 
如 下 :在 平面 上 引进 坐标 系 , 则 点 


(00s ,sin i) sj = 1,2. ,NN22 


是 中 心 在 坐标 原点 的 正 WN 边 形 的 顶点 ,由 正 NN 边 形 的 中 心 作 指向 


052 


初等 数论 难 是 病 ([ 药 一 着) 
The Collection of DitEelt Problem of Elementary Funetion Theorrf The Fint Yolume) 


其 顶点 的 向 是 ,这 个 向 县 之 和 关于 平面 绕 其 中 心 旋转 角 咎 而 不 | “~ 外 全会 条 | 攻 风 


变 , 因 此 等 于 0. 


10.63 设 88) 为 大 的 最 大 奇 因子 ,证 明 : 对 任意 正 整 数 n， 
Oc yi 双生 2 .2 


了 < 3 


Kel 


(奥地利 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 用 mlk) 表示 记忆 N* 的 素 因 子 分 解 式 中 2 的 指数 ， 
则 
k= 2 (Ek) 


且 § = Dr 地 -也 a5 

注意 , 在 1,2,…,n 中 从 有 [号 ] 个 侦 数 [各 ] 个 4 的 倍数 ， 
[个 的 信 数 ,一 般 地 说 ,有 [| 主 ] 个 被 2" 整除 的 数 (其 中 mm 中 
遍 0;1,2,……, 并 且 从 革 个 适合 2% > n 的 数 4 起 都 有 |[ 贡 ] = 
[3 = … = 0). 因 此 使 m(8) 取 值 为 m 的 数 h € 1.2 
的 个 数 恰 为 


[zs] - [za] 
于 是 [3 = 0, 故 
zo > 去 ([ 对 ]- [ 芭 ]) = 部 |- 避 1 Im [去 ] = 


a "> 多 二 [二 
因为 对 任意 x € RR,[x] < x, 所 以 
Ld 
5 


和 
即 得 左 端 不 等 式 . 为 证 明 右 端 不 等 式 , 我们 注意 ;对 任意 p,q E 
N" ,有 

ea 


事实 上 , 设 [2] = ff, 则 p = rg + s, 其 中 s EE 10,1,2,…,g - 


第 10 章 杂 是 
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让 ,因此 心得 体会 拓 广 蜂 问 
[2]=7:= [2=:]» 2 tl 
4 9 ， 4 

利用 这 个 不 等 式 ,得 


s =n- > 二 [ 共 ]< a- 


1 1 
nD + 让 二 = 


(1 页)+(- 芭 = 

”” 3 1 -+ 1- 3%) = 
2 ,2 n+l 上 
EA 3 4 

因为 2 > mn > 了 十。 

全 n+i+i 1 

所 以 3 4“ 2 


于 是 S < 三 n + 子 , 即 得 右 端 不 等 式 .结论 证 毕 . 


10.64 ”对 给 定 幕 数 上 > 1,00n) = [n,n+1,…,n + 天], 证 


朋 ; 存 在 无 限 多 个 正 整 数 pn, 使 得 Qtn) > Qln + 1). 
( 厨 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


证 明 ”我 们 证 明 , 对 每 个 n = r: 上 1-1, 其 中 rEN”",r> 
3, 均 有 O(n) > Qtn+D). 记 m= [n+l,n+2, "n+ 大] . 当 
=1,2,… ,大 时 ,有 nn 二- mod 门 ,因此 (nj) = 1, 且 (asn + 
站 =1. 从 而 (n,m) = 1,; 且 
Qtr) = [nyntl, n+kl= [nm] = nm 
男 一 方面 ,n+ 上 +1= rk!1+ 天 被 整除,m 被 z+1=r"k! 


整除 ,从 而 被 上 整除 ,因此 亚 (a 二 上 十 1 不 但 被 m 整除 ,而 且 也 被 


n+ 上 + 1 整除 ,于 是 
O(n+1) = [n+ l,m n+tk,n+k+1]-= 


min+k+ 1l) 
k 


k+l < 


k+l1 
党 (1+ 3 1) < 党 "2= w= Q(n) 


[m,nt+kt+l)< 
因为 =2,r 二 3, 所 以 
Qlnt) < mt 于 = we{1+ 


这 正 是 所 要 证 的 . 
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心得 体会 括 广 疑问 


10.65 ”给 定 正 整数 n, 设 4 = (a1,q2;…;am) 是 由 m= 2° 个 
数 gE 生 , -十 ,i = 1,2,…,m 组 成 的 m 数 组 .定义 运算 5 如 
下 :S(A) = {a162, 4263 man yanytnel) .证明 ;对 任意 Hm 


数组 4, 序 列 4,S(A), SCS(4)),… 中 全 有 m 个 1 组 成 的 数 
组 ， 


《评委 会 , 罗 轧 尼 亚 ,1997 年 ) 


证 明 对 ne 2? 用 归纳 法 证 明 . 接 连 进行 2° 次 运算 5 之 后 
得 到 的 m 数组 是 由 m = 2" 个 1 组 成 的 . 当 h = 0 时 ,有 5S(4) = 
(arel) = 1. 设 结论 对 nn - 1 成 立 . 下 面 证 明 结论 对 n 成 立 .注意 ， 
在 数组 

T(A) = SC(S(A)) = Salazyez2G3 "Amd1) = 
(a103, G204) 0305: G4063°" ,Mm_20ms Cn_l G1; Oma2) 

中 ,位 于 偶数 位 置 上 的 数 构成 的 数组 ， 与 数组 (aa ,gayan 2， 
am) 经 运算 5 后 得 到 的 数组 是 相同 的 . 同 理 ,位 于 数组 7(4) 的 奇 


数位 置 上 的 数 构成 数组 S( a1, a3,…, o。1). 由 归纳 假设 ,在 学 - 


2 次 运算 了 之 后 ,得 到 的 数组 不 论 在 偶数 或 奇数 位 置 上 的 数 都 
是 1, 因此 在 m 次 运算 3 之 后 整个 数组 都 由 数 1 组 成 . 


10.66 ”一 个 正 整 数 满足 下 列 条 件 时 称 为 "三 分 裂 数 " :这 个 数 


的 所 有 的 因子 分 成 三 个 集合 ,每 个 集合 中 的 元 素 相 加 后 得 到 
的 结果 相同 .证 明 :存在 无 穷 多 个 这 桩 的 三 分 裂 数 . 


证 明 ”举例 来 说 ,120 就 是 一 个 三 分 独 数 . 
120 = 的 + 各 +20= 
lr+2+3+4+5+€6+8+ 10+12+15+24+30 
所 以 ,120 是 一 个 三 分 型 数 . 
如 果 # 是 一 个 三 分 裂 煞 ,这 时 ,nm 的 因子 能 够 分 成 三 个 集合 ， 
每 一 个 集合 的 和 相等 , 记 为 
二 十 "” 十 d: 三 本 十 “十 上 = di + ”十 由 
设 p 是 与 4 互 质 的 质数 ,这 时 ,di, pd; 是 pn 的 因 平 , 且 
pd + + pd = pd + + pd = pdi, + + pdi, 
由 此 知 pn 也是 一 个 三 分 裂 数 . 
综 上 所 述 , 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 三 分 型 数 . 
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心得 体会 拓 广 用 问 
10.67” 正 整 数 n > 3, 有 多少 个 正 整数 边 长 的 两 两 不 全 等 的 


直角 三 角形 ,使 得 两 条 直角 过 长 互 质 ,而 且 面积 是 周 长 的 
售 . 


解 ”满足 题目 条 件 的 一 个 直角 三 角形 两 条 直角 边 长 记 为 *， 

y, 射 边 长 记 为 .x,y,z 都 是 正 整数 ,由 勾 股 定理 ,有 
Ea + 到 三 说 由 
由 于 题目 条 件 , 知 道 (x,y) = 1. 我 们 知道 ,x,y 必 定 一 奇 一 偶 , 不 
妨 设 * 为 奇数 ,y 为 偶数 ,而 是 有 正 整 数 a,5,a > 5 ,4,4 一 奇 一 


偶 ,(a,b) = 1, 使 得 
x= oy = 200,r= 0+ @ 
利用 公式 @ ,这 直角 三 角形 的 面积 为 
$= 六 对 = ab(a?: — b) @ 
这 直角 三 角形 的 周 长 为 
L=x+y+2=2a(a+68) @ 
由 题目 条 件 ,有 
地 (ez -b= 3= nL = 2nala+ 6b) 全 
由 于 a ,4 都 是 正 束 数 ,从 全 ,立即 有 
bla—- 6b) = 2n © 
对 于 已 经 给 定 的 正 整数 n > 3, 进 行 质 因子 分 解 
n = 2p1p2" pk D 


这 里 r+ 是 非 负 整数 ,pj, pz,… ,ps 全 是 两 两 不 相册 的 奇 质数 ,0， 
2 全 是 正 整 数 .由 于 a,5 一 奇 一 侦 , 则 a - 必 是 奇数 , 那 
么 ;从 回 可 以 知道 $ 必 是 偶数 .由 于 a,5 互 质 , 则 a -5 与 5 也 五 
质 .从 图 和 团 , 以 及 上 面 的 氢 述 可 以 得 到 2 必 是 上 & 的 因子 ， 
中 (1 < 二 各) 或 是 b 的 因子 ,或 是 a -4 的 因子 ,两 者 必 居 其 一 . 
如 果 应 是 8 的 因子 ,将 成 放 入 第 一 个 盒子 ,如 果 志 是 a -5 的 因 
子 .将 应 放 人 第 二 个 合子 ,而 个 译 数 应 , 记 ,… ,ph 放 入 两 个 愈 
子 里 ,一 共有 2 种 不 同 的 放 法 ,每 对 于 鼎 , 诺 ,… ,ph 的 一 种 放 法 ， 
将 放 人 第 一 个 盒子 里 的 所 有 正 整 数 (如 果 无 正 整 数 在 第 一 个 盒子 
里 , 则 写 1) 与 2"*+! 全 部 相 乘 ,乘积 为 5. 将 故人 第 二 个 合子 里 的 所 
有 正 整 数 相 乘 ,乘积 为 a - 5 ,如 果 第 二 个 盒子 里 无 正 整 数 , 则 写 
a -4 = 1. 于 是 a,$ 唯一 确定 .那么 ,满足 题目 条 忻 的 两 两 不 全 等 
的 直角 三 角形 有 2* 个 (这 个 理由 很 简单 ,利用 公式 名 , 当 &,8 确定 
时 ,直角 三 角形 三 条 边 长 x,y,z 确定 , 当 x,y,z 确定 时 ,利用 公式 


四 , 且 。 - \/ < 二 2, = A/ 5 所 .这 表明 有 多 少 对 不 同 的 正 整 数 
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对 (apta > 5) ,就 一 定 有 同样 数目 的 两 两 不 全 等 的 直角 三 角形 心得 体会 拓 广 疑问 
存在 ). 这 里 上 是 n 的 质 因子 分 解 式 中 奇 质 因子 的 个 数 . 


10.68 设 nEN, 且 使 37.5+ + 26.5" 为 正 整数 , 求 n 的 值 . 


《中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1998 年 ) 


解 37,5" + 26.5" = 275° + 537°) 


当 = 为 正 偶数 时 
75° + 53° = (- 1)" +4 1" = 2(mod 4) 

此 时 757 + 53" 为 41 +2 的 数 , 从 而 和 5.5" + 26.5" 不 可 能 为 正 
整数 . 
当 nw 为 正 奇 数 时 

75° + 53° = (75 + 53)(75"-1 — 75*-2 x 53 4 .+ $9!) = 
27(7S"-1 — 75""2 x 和 十 + 53""1) 

上 式 揪 号 内 共有 n 项 , 且 每 一 项 均 为 奇数 ,因而 括号 内 是 奇 
数 个 奇数 之 和 为 奇数 ， 

于 是 正 奇数 n 只 能 取 n = 1,3,5,7. 

由 以 上 可 知 ,只 有 当 m = 1,3,5,7 时 ,37,5" + 26,5" 是 正 整 
数 . 


10.69 证明; 任意 整数 可 以 表示 成 为 5 个 整数 的 立方 和 {可 
以 相同 ). | 


证 明 n= (np+ {sn) + (Ta + 


(“3 -1) (+) 


10.30 证 有 明 ; 对 于 任意 正 整 数 a,8 ,整数 (36a + 58)(365 + a) 


都 不 是 2 的 蚕 . 


证 明 设 a = p2:,= gqg24, 其 中 p,q 是 奇数 ,不 是 一 般 性 我 
们 设 。 > d. 这 样 我 们 有 36a + 5 = 24(36p2c-4+ 9g)(365 + a), 而 
(36p2“-* + 9) 肯定 是 一 个 大 于 1 的 奇数 . 


第 芍 章 杂 是 
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10.71 证明 :任意 大 于 2 的 n EN 都 可 以 表 为 若干 个 自然 


数 之 和 ,而 且 这 些 自然 数 的 倒数 之 和 为 1. 
{ 美 国教 学 奥 补 匹克 ,1978 年 ) 


证 明 “注意 ,如 果 m € N 合 乎 题 中 条 件 , 则 2n +2 与 2n +9 
也 是 .事实 上 ,如 果 m = ai+@2+ pe+ 人 其 中 aa 中 入 对， 


且 
1 1 1 
十 一 十 十 =1 
0! 好 2 在 大 
则 2n+2 = 2al+202+… 十 26 + 了 
1 1 .1 上 上- 
2aj+2o+ Tam t27™ 
ii li .1 1 _ 1 1 
A + 高 )+ 吉 = 机 + 立 =1 
并 且 2m +8 = 2a+2ar+ +20+3+6 
1 1 11., 
Za + 2a2 2ar 36°- 
二 4 
2\9] 02 iE 3 6 
1 1 工 _ 
2+3+6* 
现在 归纳 证 明 , 所 有 自 热 数 n > 33 都 合 平 题 中 条 件 . 首先, 直接 验 


证 可 知 ,自然 数 33,34,… ,73 都 合乎 题 中 条 件 , 设 自 妈 至 m”- 工 的 
所 有 自然 数 都 合乎 条 件 ,n > 和 3. 如果 为 偶数 , 则 它 可 表 为 2m + 
2, 如 果 nm 为 奇数 , 则 n 可 表 为 2m +9, 其 中 mE N, 且 n>m> 


从 地? > 32. 由 上 面 的 证 明 可 知 ,在 这 两 种 情形 下 , n 都 合乎 条 件 ， 
因为 由 归纳 假设 ,m 合乎 条 件 ,证 毕 . 


10.72 证 明 :WY 2+ 已 + 外 2 好 是 有 理 数 . 


证 阴 令 as= 2405 +Y2-, 则 
at(_V2rv3)+(_ WY2 43)=0 


因此 w+(_ Vr) +(_ V273) = 
3a( V2 475) (V2 -5) 

整理 得 +3o-4=0 

故 (aa-lfaz+e+4)=0 

由 于 oa + aa+4>0, 所 以 只 能 有 
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N24 + 2s a-l 


10.73 数 1978" 与 1 978" 的 最 后 三 位 数 相等 . 试 求 出 正 幕 数 
m 和 n, 使 得 m + & 取 最 小 值 (这 里 n> mm 1). 
【第 2 届 国 际 教学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


解 因为 19%78* 与 1978”"(n > m 之 1) 的 最 后 三 位 数 相同 ， 
所 以 


1 978" - 1 78" = 1 O78"(1 908-m .1) OD 

是 1000 = 加. 怠 的 售 数 . 

由 于 1978"" -1 是 奇数 , 它 没有 因子 2, 所 以 由 式 中 ,1 978" 
需 能 被 吕 整除 . 又 由 于 1 978” = 2"m . 989m ,而 989 是 奇数 ,所 以 
所 世 3. 

由 于 1 978" 没有 因子 5, 所 以 由 式 中 ,1 978"-" -1 需 能 被 巴 
整除 ， 

注意 到 1 978:, 当 上 = 1,2,3,… 时 , 它 的 个 位 数 按 8,4,2,6,8， 
41,2,6,… 循环 ,于 是 具有 5- 避 = 4 时 ,1 978"-" -1 才 可 能 被 沁 
整除 .因为 


1 9784 = (2 000 - 22) 扑 
所 以 要 使 1 9784* -1 能 被 池上 整除 ,只 须 224 - 1 能 被 整除 ， 
而 
224 = 48425 = (500 - 16)2 
16* = 256* = (250 + 6)* 
于 是 ,只 须 纶 - 1 能 被 号 整除 
G1= (6 (6 + 人 22+ +6+1)-= 
S(6k-1 642 + +6+1) @ 
因此 ,由 式 四 ,6:-1 +.… +6+1 需 被 学 = 25 驻 除 . 
由 于 女 被 5 除 余 1, 而 外 -! +… +6+1 共 有 项 ,因此 ,应 
是 5 的 情 数 , 设 上 = 5p. 
G1l=6r-1=776-1= 
(7 776 ~ DD) (7 776p-1 + 了 7776 2 4 +7 T7716 +1) 
因为 7776 -1 =7775 = 311: 25 是 25 的 倍数 ,而 7776 被 5 
除 余 1, 因 此 ,要 使 7776r-! + … + 7776 + 1 能 被 5 整除 ,p 的 最 小 
值 是 5$,4# 的 最 小 值 为 100, 即 = - m 的 最 小 值 是 100. 因为 
其 十 可 = nm)+2m 
所 以 当 取 最 小 值 3,n -~ m 取 最 小 值 100, 此 时 nn = 103 时 ,n +m 有 
最 小 值 106. 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 吉 章 杂 题 
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心得 体会 拓 广 疑问 


10.74” 证明; 任意 形 如 2 + 1 的 素数 不 能 表 成 两 个 自然 数 的 


5 次 兰 之 差 ,其 中 = 所 N. 


证 阴 否则 , 设 有 m,n,k EE N, 使 得 了 +1= m5 -后 .因为 
m= (mm +t mht mt mk + Ey 
是 素数 ,所 以 m -天 = 1, 而 且 
T4110R + 0 +5k+1 


因此 和 = 5(& 2+ 22 + 上) 被 5 整除 ,不 可 能 .证 毕 . 
10.75 ”矩形 并 的 两 边 长 为 正 整数 e,5, 用 平行 于 任 一 边 的 一 


组 截 线 将 R 分 割 为 全 等 的 整数 边 长 的 小 矩形 ,分 割 的 方法 数 
(包括 整个 R 的 一 种 ) 记 为 D(a,5). 试 求 R 的 周 长 p, 使 


Da. 大 


《奥地利 ,波兰 教学 竟 赛 ,1988 年 ) 


解 平行 于 一 边 的 分 割 法 数 等 于 另 一 边 的 约 数 的 个 数 . 
记 a 的 正 约 数 个 数 为 dta), 则 
Fa,D = Da) - da) + d(b) -1 
3 一 p 一 


2(@ + b) 
2+2_1 3 
我 们 有 f(2,2) = 2 2 = 辣 
下 而 证 明 ; 对 任何 e, 拓 本 有 
fla,b) < 


等 号 权 在 a = & = 2 时 成 立 .由 于 


3 3 dao)+rdb)-l 
ged)=B- Merb) 


2+3a dda) +2+35 -4d05) 
Rea + b) 


故 具 要 证明 对 任何 n€EN 
2+3n 5 4d(n) 中 
且 等 导 仅 在 n = 2 时 成 立 .m = 1 时 
24+3.124=4d(1) 
式 名 显然 成 立 . 
上 三 2 时 ,有 等 式 
2+3.2=4df(2) =8 
下 面 证 朋 n > 3 时 ,2 + 3n > dd(n), 
令 n 的 标准 分 解 式 为 
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必得 体会 拓 广 疑问 
R= i 


其 中 p; 为 察 数 ,a 为 自然 数 ,i = 1 2 
则 n 的 所 有 约 数 的 个 数 为 


d(n) = Ia + ei) 


下 面 用 数学 归纳 法 (对 2) 证 明 ， 对 任何 P > 2,a E N, 总 有 
rl+a 二 

a=1 时 ,pz=pz2=1+1, 式 四 成 立 ; 

假设 a = :时 ,有 ps1+t. 


那么 gg= f+ 1 时 
pis=p*ppll+i)sl+(i+1) 
因而 P21l+a 
如 果 n 有 一 京 因 子 p > 3, 则 对 任何 a € N, 由 数学 归纳 法 易 
证 
3pr > 4(1+ 4) 
因而 ll > 4l[ a +o) 
于 是 2 4 3n > 4d(n) 
如 果 = = 关 , 则 对 = EE N, 且 a > 1, 由 数学 归纳 法 易 证 
3:2° » 2(] + 20) 
从 而 2+3n> li+a) 
由 以 上 知 言 -Fat) >0 


3 
fa,b)s 
于 是 仅 当 。 = 5 = 2 时 ,HLa,8) 有 最 大 值 二 


10.76 数学 老师 把 一 个 两 位 自然 数 的 约 数 个 数 告 诉 了 5， 
把 = 的 各 位 数码 和 告诉 了 了 ,SS 和 了 是 两 位 狠 聪 明 的 学 生 ,他 
们 希望 推导 出 n 的 准确 值 ,S 和 了 进行 了 如 下 的 对 话 . 
P: 我 不 知道 n 是 多 少 . 
5: 我 也 不 知道 ,但 我 知道 n 是 否 为 偶数 ， 


P: 现 在 我 知道 上 是 多 少 了 ， 
5: 现 在 我 也 知道 了 . 
老师 证 实 了 $5 和 PP 都 是 诚实 可 信和 的 ,他 们 的 每 一 句 话 都 
是 有 根据 的 . 
试问 = 的 值 究竟 是 多 少 ?为 什么 ? 
(中 国 国家 集训 队 测验 题 ,1988 年 ) 


解 ” 设 5 的 各 位 数码 之 和 为 p, 约 数 个 数 为 ;. 
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第 一 句 话 说 明 :2 < p < 17. 心得 体会 拓 广 疑问 

这 是 因为 P 说 我 不 知道 n 是 才 少 .如 果 n= 10, 则 P = 1, 如 
果 5 = 99, 则 p = 18, 因 此 若 P 知 道 p = 18, 或 知道 p = 1, 就 知道 
n 是 多 少 了 . 

第 二 句 话说 明 ;s = 2,3,8,10,12. 

这 是 因为 8 yx 1( 否 则 nn = 1),s 产 11( 玫 则 nn = 2 就 不 是 两 
位 数 ). 

又 ss 这 ,否则 = 13,22 不 是 两 位 数 .s > 13, 5 也 不 可 能 是 
两 位 数 . 

若 * = 7, 则 nn = 站 = 研 与 S 说 不 知道 矛盾 ; 

车 :=9, 则 n= 了 .部 = 36 与 5 说 不 知道 蔬 盾 ， 

著 s = 4, 则 mn = 2.7= 14 或 n = 3.5, 即 或 为 奇数 或 为 偶 
数 ; 

车 s =5, 则 nn = = 16 或 n = 3 = 妃 , 即 或 为 奇数 成 为 个 
数 ， 


若 s = 6, 则 nm =2.3= 12, 或 mm = 了 ,2 = 18, 或 n = 芝 。 
5 = 在 ,以 上 都 使 $ 无 法 确定 m 是 否 为 偶数 . 

而 = 2 时 ,nr 必 为 背 索 数 . 

s = 3 时 ,nm 必 为 奇 素数 的 平方 . 

s = 8.10,12 时 ,nm 必 为 偶数 . 

第 三 句 话说 明 ;,m = 11,30,59, 双 ,相应 的 p = 2,3,14,17. 

这 是 因为 对 应 于 p = 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,16 时 ,都 
各 有 两 个 值 适 合 * = 2,3,8,10 或 12. 

例 站 ,13 或 31,23 或 41,24 或 好,43 或 旭 ,17 或 71, 史 或 72,37 
或 73,29 或 反 ,48 或 由 ,得 或 凶 ,78 或 %, 了 9 或 果 ， 

而 对 应 于 p = 2,3,14,17 均 仅 有 一 个 n 的 值 适合 ; = 2,3,8， 
10,12, 即 有 = 11,30, 和 9 或 (其 实 此 时 只 有 = 2 或 8)， 

第 四 向 说 明 ;n = 30， 

这 是 因为 由 第 三 句 s = 2 时 ,na 可 以 为 11,59 和 如 ,3 无 法 确定 
# 的 值 ,所 以 只 有 ss = 8, 即 m = 30- 


10.77 “证明 ;如 果 m,n € N 满 是/7 - 思 > 0, 则 /了 -于 > 


1. 
mr 


【罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


证 了 明 ”只 须 证 明 , 由 ny7 一 m > 0 可 以 推出 ny7_m > 


m’ 
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其 中 myn EEN. 如果 7 一 m= 1 风 厅 = 工 上 严 为 朋 理 数 ,不 可 | ”得 体会 折 广 万 问 


n 


能 . 设 0 < ny7 - m < 1, 注 意 ,因为 m? 被 7 除 的 余数 不 能 是 6 或 
5, 事 实 上 
(CFE)? = Omod TY ,Tk + 1)? = 1(mod 7) 
(Tk 4 2): = 4(mod 7) (7k + 3) = 2(mod 7) 
所 以 Tn2 m= (ny mnyT + n) 
不 能 是 1 或 2, 因 此 7 了 72 - mr? 33. 由 于 
3m2m+1 > 2m+(n17- m)= nT+m 


， 3 1 
所 以 nm 
证 毕 . 


切 .78 已 知 m,n 遍 及 所 有 正 整 数 , 求 |112" -5*1| 的 最 小 值 . 


中国 国家 集训 队 测 答题 ,1989 年 ) 


解 首先 注意 到 12” - 5" 是 奇数 ,又 因为 112 -51=7. 我 们 
证 明 ,7 了 是 符合 条 件 的 最 小 值 . 令 


s=|12"-5°| 
假设 < 7, 则 = 1,3,5, 因 为 
3 十 5,5 小 12 
所 以 3 =112" -5*|,5 =112" -5" | 不 成 立 . 若 : = 1, 则 有 两 种 
可 能 . 
(1) 12* -5"=1 
5 = 12"-1= 110(0m) 
其 中 ,Q(m) 为 整数 . 
这 时 有 11 1 5", 这 是 不 可 能 的 . 
(2) 12" ~ 5* =—1 
5" = 12"+1 
车 m 为 订 数 , 则 
5 = 137(m) 


这 时 有 13 1 5*, 这 是 不 可 能 的 . 

车 mm 为 偶数 , 设 m = 21, 则 有 

5" = 144: + 1 
当 ;为 奇数 时 
5* = 145. Ktm),.145 | 5" 
而 145 = 5:29, 则 有 
29 15° 

这 是 不 可 能 的 . 


第 协 章 杂 是 
Chapter 10 Mntdey Ererciaeapmzxis 


当 上 + 上 为 偶数 时 , 设 上 = 294, 则 有 心得 体会 拓 广 疑问 
5 = (144:)? + 1 
由 于 1442 的 个 位 数 是 6, 则 (1442)9 + 1 的 个 位 数 是 7, 而 5* 的 
个 位 数 是 5, 这 也 不 可 能 ,所 以 
112” -和 | 天 1 
因此 , 1 12”- 5" 上 的 最 小 值 是 7. 


10.79 证明: 对 任意 m,n € N, 存 在 上 蕊 N, 使 得 


(Vm+ivm 1)" = hk+vE-l 
{罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


证 明 ”由 牛 顿 二 项 式 定理 ,对 给 定 的 m,n E N, 有 
WR evVm i) = DVR) /my 

当 n=2i,jEN 时 各 

Vas/ = PER /ni 


DI 
Dimi(m Yn/ mi). 
EH 

Cr ~ 1)! = 


i=l 
G 填 站 wmtm -1) 
其 中 oa,bE€E. 当 n= 条 -1,7EEN 时 


(Vm i m1)" = $B) m~ 工 )2 十 


p> Ci-! fw moii(y m1 J2ir1 一 


VS cini-ittm -1)ir 
i 内 
Vm 1 D1 Cw-i(m - 1) = 
t=l 

Cym+rtdvm-l 

其 中 c,d EZ*+ ,总 之 有 
(vm m1)* = vv 

其 中 上 ,1 € 了 ,并且 


二 一 = (VE +yk -i) = 
{vm+4vm (ym vm i)"= 
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((Y mi ~ (vm -1)):=1 
所 以 =kE-1 且 
Wn r/R 
证 毕 . 


10.80 证明 ;不 存在 这 样 的 正四 棱锥 , 它 的 所 有 梳 长 .表面积 


和 体积 都 是 整数 ， 
(评委 会 ,向 政 利 ,1979 年 ) 


证 明 ” 设 题 中 所 说 的 棱锥 存在 ,用 g 表示 其 底面 正方 形 的 边 
长 ,用 睛 表示 楼 锥 的 高 , 则 棱锥 的 侧枝 棱 长 .表面 积 与 体积 分 别 为 


-JP 
s= 2 (4) 


1 
到 三 本 


因为 gg ,fs,5v 世 NN, 所 以 x = gy = bv,z = g{(s 8) = 2827 : 


都 是 自然 数 , 且 


于 是 方程 组 


有 自然 数 解 . 取 其 中 一 个 解 (xo, yo,z0,uo) ,使 得 xo 是 所 有 解 中 x 

的 最 小 值 , 则 xo, yo, zo, wo 两 两 孔 素 .事实 上 ,如 果 其 中 基 两 个 同 

时 被 某 个 素数 p 整除 , 则 由 
1 


可 知 , 另 两 个 数 也 被 p 整除 ,于 是 


( 各 如 uo) 
p'p'p'p 
也 是 方程 组 的 解 ,而 且 疗 < wo; 与 wo 的 选取 了 矛盾 .另外 ,因为 了 为 
自然 数 ,所 以 g 为 偶数, 因此 xo 为 俑 数 , 从 而 yo, zo0, mo 为 奇数 .于 
是 由 中 = 怠 - 吉 得 到 
{加 7 s+y0,0- yo 
2 ”~ 2 2 


如 果 自 然 数 全 7 加 和 马 二 2 不 是 互 素 的 , 则 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 加 章 家 是 
Chapter 10 Motley Fxercipesprais 


一 心得 体会 拓 广 疑问 
(zs0; 70) = (20;70 — J0) > (二 2] = ~ 


( 2 ] - 

2 
>， 

即 za 和 加 不 是 互 素 的 ,不 可 能 .因此 ,所 二 加 和 瑟 二 加 互 素 , 从 而 


名 加 和 开 了 下 分 别 是 某 两 个 孔 罕 的 数 ,1 EN 的 平方 ,所 以 
x0 =28,70 = 关上 ,20 = 可 + 导 . 同 理 ,由 区 = 到 ~- 码 得 到 ， 
xz0 = 2mpm;go = mz- fa0 = m+ 型 ,其 中 束 ,n EN 于 是 得 到 
方程 组 
如 = mm 
1 P= mn 
记 (F,m) = @, 则 天 = ab,m = ac; 其 中 a,b,c EN,H 有 (b,c) = 
1. 由 于 此 = mn, 所 以 abl = acn, 即 B= en, 且 1 = cd, 其 中 dE€ 
N( 因 为 ce | 如 ,上 且 (5,c) = 由 .从 而 bed = cn, 放 n= 好, 又 由 1 = 
(Ek,1) = 《ab ,cd) 可 得 ,(a,d) = 1. 其 次 有 
az82 + crd? = ae - Bd 
由 此 得 到 《az + BR + 0) = 2a2c: 
因为 (az + bi,a) = (da) =1 
而 且 (B+ eo) = (b,c) = 1 
所 以 由 上 式 得 到 
e+ dt = 2c? += 
(2 或 1 
由 此 分 别 得 到 
作 2 人 2 
P+re= a d+a= ci 
从 而 得 到 , (8,d,c,a) 和 (d,8,4,c) 中 必 有 一 个 是 (x0, Yo,z0， 
wo) 所 满足 的 原 方 程 给 的 解 .因为 = 2mn = 2nbd ,所 以 bb < xo; 
且 < xz 与 和 的 选取 矛盾 ,结论 证 毕 . 


10.81 证明 :对 于 任意 正 有 理 数 +, 存在 正 整 数 a,5,c,4, 使 


G3 十 六 


rr 二 四 
ca + di 


证 明 设 += 下 区 mn) = 1,m,n 为 正 整数 ,不 妨 设 r > 


0 
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1(r = 1 时 结论 显然 ,0 < r < 1 时 可 考虑 上 的 表示 ). 若 亚 = 
+ 可 ,由 于 考虑 的 是 存在 性 , 故 可 以 将 问题 置 于 某 些 特殊 情形 


+ 


下 讨论 . 当 a = 了 ,5 > c; 则 


更 ot (arb)(a -ob+ bh) OD 
n rd (atc)(o-. ac+ oe) 
再 次 特殊 化 , 令 
a -ab+tb 
gatci™! 四 
则 式 中 成 为 
+ 办 
= ® 
由 式 氏 得 
a=b+e @ 
当 式 图 的 右 端 为 茎 约 分 数 , 则 
m= a+,n= gag+ec 
所 以 m+n=30a= TF 
了 天 一 2n 一 
从 而 b = c= 更 


注意 上 > > 0, 得 n < m < 2n. 于 是 , 当 1 < 至 < 2, 可 取 
到 十 严 2m-n 2n-m 
= + 
则 3a,38,3e 为 正 整 数 , 且 
2 2 
a = b+eb > ct 
a -+e 


+8= matcec=n 


m_ otb,, _aetb, e+F-ab 
从 而 n a+e 1= e+v d+o-ac 


a+ _ {3a} + (38) 
otro {360+ {3cy 


当 ， = 至 为 任意 正 有 理 数 ,考虑 区 间 [/ /之 ) ,其 中 必 有 有 理 
数 4 ,因为 


1 < Ee, < 2 
3 
27 为 有 理 数 ,由 前 面 的 结果 知 ,存在 正 整数 apycyd 司 
B a +h’ 
本 三 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 加 章 杂 题 
Chapter 10 Moley Exercisespraxis 


从 而 ge)? + (g8) 心得 体会 拓 广 疑问 
~ (pe) + (pd)’ 
因此 结论 得 证 . 


10.82 设 n,m, 上 都 是 自然 数 , 且 m = n. 证明; 如果 1+ 
了 十 + = mk, 旭 可 将 数 1,2,…,n 分 成 个 组 ,使 得 每 一 组 
数 的 和 都 等 于 m. 


(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
n = 1 时 ,结论 显然 成 立 ， 
假设 对 小 于 & 的 自然 数 结论 成 立 ,我们 考察 集合 5, = {1， 
2,.." ,nl. 
由 1+2+ "+n=m 得 
nt 2 1) = mk 


(1) 如 果 m = n, 则 方 (n + 1) = 是 整数 . 
我 们 可 按 如 下 方法 分 成 二 (n+ 1) 组 
[an},{1l,n 一 1} ,|2,n -21,…, 和 2 了 ,41) 
(2) 如 果 到 = n+ 1, 则 = 是 偶数 . 
我 们 可 按 如 下 方法 分 成 二 = 组 


In 2,n -1 全 ,于 十 2 
(3) 如 果 n+1<m<2n 且 m 鸭 奇 数 . 
我 们 先 从 5, 中 分 出 

Sa] = [2 mn 


再 将 其 余 的 2n - mw + 1 个 数 两 两 配对 ,使 各 对 之 和 等 于 mm 


,+ ll 


im n,n, lm- n+ln- ll 六 7 名 


由 于 5%_。-1 中 所 有 数 之 和 为 
Cm- nl)(m—n) -= mm -2n -1) + n(n + 1) = 


mm[ 羡 (m 一 27 一 1) 二 有 
所 以 和 _-。 中 所 有 数 之 和 能 被 m 整除 , 且 因 mm-n-1, 


于 是 可 将 Ss_-。 中 的 数 分 成 考 (m - 2n - 1) + 让 组 , 且 每 组 之 和 
都 等 于 m. 
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又 把 2n - m + 1 个 数 丙 两 配对 分 成 十 (2n - m+ 了) 组 ,而 | 帮会 全 | 入 
方 (m2n -1)+k+ 放 (2n -m+1) 二 


于 是 可 把 5, 按 要 求 分 成 上 个 组 ,每 组 之 和 等 于 吉 . 
(4) 如 果 m+1<m<2n 且 mm 为 偶数 ， 
我 们 仍然 先 从 5, 中 分 出 5 1 来 ,并 将 其 余 的 24 - m+ 1 个 
数 两 两 配对 分 成 士 (2n - m) 组 ,使 每 组 之 和 为 m 


[mnnl,im—n+t 人 人 全 本 十 ]| . 


这 时 还 剩 下 一 个 数 -7 设 有 分 配 ， 
由 (3) ,So 。1 所 有 数 之 和 可 沁 表 示 成 
Fm -2n—1+2k) 


的 形式 . 它 可 被 2 整除 ,县 字 >m-n-l. 
于 是 由 归纳 假设 可 知 ,可 将 5%._ ,1 中 的 数 分 为 m -2x 一 1+ 
2k 组 ,使 每 组 之 和 为 至 ,由 于 m -2n -1+2k 是 一 个 奇数 ,所 以 当 | 


把 上 面 剩 下 的 一 个 数字 补 入 其 中 之 后 , 变 成 mr - 2n + 24 组 ,然后 
把 这 些 和 为 他 的 组 两 两 合并 , 使 各 组 之 和 为 四. 这 上 时 共 分 了 
(2n ~m) + Cm -2n+2k) = 天 组. 


{5) 如 果 mm 关 2n ,此 时 


所 以 na-28>2-1>0 
我 们 从 3 中 分 出 Sa, 后 者 中 所 有 数 之 和 


Cn -26(n-26+1) = n(n+1) -k(n + 1) + 2 = 


mk ~ kl2n + 1) + 2 
能 被 大 整除 , 且 所 得 之 商 不 小 于 n - 2E, 这 是 因为 


CE 


于 是 由 归纳 假设 ,可 将 5,_34 分 为 上 组 ,使 各 组 之 和 相等 . 
再 将 剩 下 的 28 个 数 两 两 配 成 一 对 ,分 成 上 组 ,使 各 对 数 之 和 
相等 ， 


人 mm-2E+tniln-25+2n-1,… 
热 后 再 将 这 上 对 数 并 入 前 面 分 出 的 组 数 , 则 这 样 的 组 数 各 组 


第 10 章 杂 是 
Chapter ]0 Moley Fxerinespraris 


数 之 和 都 等 于 m. 心得 体会 拓 广 蜂 问 


由 以 上 ,对 5, 能 满足 题目 要 求 ， 


10.83 “对 自然 数 天 进行 如 下 运算 : 先 将 它 分 解 为 素数 的 乘积 
上 = 中 pa…Bpn_ipn ;然后 求 出 和 数 pl + Paz+ … + ps-t+ pa 再 


对 所 得 的 和 数 进行 同样 的 操作 ,如 此 等 等 , 证明: 从 某 一 时 刻 
起 ,所 求 得 的 和 数 序 列 成 为 周期 性 的 . 
{第 36 届 黄 斯 科 数 学 奥 条 匹克 ， 1973 年 ) 


证 明 “注意 到 不 等 式 ， 
当 a 多 2,8 之 2 时 ,有 
+b 三 中 
用 记号 碎 上 ) 表示 对 数 & 进行 一 次 运算 之 后 所 得 的 数 . 
则 对 性 何 ,都 有 
ert+tl 
车 上 为 奇数 , 目 f(E) 为 奇数 ,如 果 f(ACE)) 以 及 以 下 的 每 一 
次 运算 都 是 奇数 ,这 和 将 是 一 个 奇数 的 减 数列 ,最 签 得 到 只 有 一 个 
奇数 的 ,这 时 下 一 次 运算 fC) 将 是 偶数 ,因此 我 们 可 以 假定 天 
是 偶数 ， 
车 上 = 2, 则 得 到 数列 
3,4,5,6,6,6,.… 
车 = 4, 则 得 到 数列 
4;5,6,6,.6,… 
车 = 6, 则 得 到 数列 
6,6,60,…… 
当下 为 偶数 , 且 守 8 时 ,有 


Hk) = 2p+tptle3+tpp -= 3+ < 


即 FE) Ek-l 
于 是 所 所 二 四 a 

这 就 家 所 考 案 的 到 仅 在 区 癌 [1， + 1] 中 取 居 ,于 是 必 将 
两 次 取得 某 个 相同 的 值 ,因而 必 为 周期 性 的 . 


10.84 设 m>0,az2, 则 me 能 够 表示 成 nm 个 连续 的 奇数 的 
和 ，. 


证 有 明 ”如 果 n 是 侦 数 , 则 


n= nn*-! 一 


(mt nt n+ 
Cn 3 Cn +n rn-1)+ 
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(nt rn) 3) Cnt + 1) 心得 体会 拓 广 疑问 
厂 端 是 nr 个 连续 的 奇数 的 和 . 

如 果 a 是 奇数 , 则 
m= nn) + n+ 

{nl 2) + nl 4+ + (nt n+1) 


右 端 仍 是 rn 个 连续 的 奇数 的 和 . 


10.85 设 n 个 正 整 数 满足 0 < al < oo < < 四 ) 则 在 各 
个 整数 


Diant 取 1 或 -1,i = 1,n 由 
i=1 


、 hn 十 入 二 22 
中 至 少 存在 了 个 不 同 的 整数 同时 为 但 或 同时 为 奇 . 


证 明 设 a = 37a., 则 


a<aet2la < et e+ +20 +20 < < 
+20 + 20r] < + 2 + 201 F241 < 
dn + an + DIn2 < < 


gra + 2 < a+2D a = ya 四 
i=s1 i=1 
式 命中 每 一 个 整数 都 是 名 中 的 数 且 不 相同 , 故 共有 


lr+rn+n-l+n-2+*+2+1= 


n(n+l) 1 亚 士 mt+2 
2 本 2 


个 不 同 的 数 ， 
当 a=0tmod2) 时 ,@@ 中 的 数 都 是 偶数 ; 当 a 一 1(mod 2) 时 ， 
名 中 的 数 都 是 奇数 ， 


10.86 设 n 是 大 于 6 的 整数 ,日 a1,a2,、…,ax 是 所 有 小 于 n 
是 与 n 蕊 素 的 自然 数 ,如 果 


d27 -4 = 6~“00*"" "=>0 
求证 :nm 或 者 是 素数 或 者 是 2 的 某 个 正 整数 次 竺 . . 
【第 32 届 国 际 数 学 奥 补 匹克 ,1991 年 ) 


证 明 ”显然 at = 1. 因 为 
{nl,n) =1 
所 以 ge =n-l 
令 d=0m-a>»0. 
(1) 当 oz = 2 时 ,qd = 1, 


Chapter ID Motley Exercisespraxis 


从 而 am = im = EkE=n-l. 

由 已 知 ,ml = 1,as = 2,…,o4 = 天 是 所 有 与 np = 大 +1 互 素 
的 自然 数 ,因而 ”是 率 数 . 

(2) 当 az = 3 时 ,了 = 2. 

此 时 怀 3 二 5, a4 = 了 7, ;从 而 本 1 9 2 都 是 奇数 ,n 二 
+1 是 偶数 . 

因为 = 与 小 于 nm 的 奇数 互 泰 ,所 以 = 是 2 的 某 个 正 整数 次 构 . 

(3) 当 a > 3 时 ,首先 sz 不 可 能 是 合 数 ， 

车 sr 是 合 数 , 则 az = pg,p > 1,g > 1， 

因为 (az,n) = 1, 则 (pq,n) = 1, 即 有 

(pn) = 1,(g,n)=1 

于 是 p,q 应 为 |a1,02,… ,91 中 的 两 个 元 束 , 而 p < a2,p < 
a2; 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 m 是 不 能 整除 n 的 最 小 素数 . 

因为 a2 > 3, 所 以 3 与 n 不 可 能 再 互 素 ,于 基 必 有 31n. 

由 于 存在 自然 数 m ,使 得 

nl=o=1+md 

所 以 n=2+md 
即 有 3+a 

因为 ez = 1 + dd,3* 02, 所 以 3 人 1+ a. 

于 是 4 满足 d = 1{mod 3)， 


所 以 有 311 +2d. 
如 果 1+24 < nm, 则 ao = 1+ 2d, 此 时 有 {a3,n) zz 3, 与 
Coasr hi) =1 艺 盾 . 
如 果 1+2d > n, 则 必 有 
nl=1l+ 4 
部 小 于 =” 且 与 a 互 素 的 自然 数 只 有 al = 1,oz =1+ 二, 即 其 
个 数 p(n) = 2. 


令 = pp2… py, 其 中 PIi< Pa < pi; 且 是 宗 数 ,ai,i 二 
1,2,…, 上 是 自然 数 , 则 由 欧 拉 函数 性 质 可 得 
pn) = ITIP -1) 
由 p(n) = 2 可 得 n = 3 或 4, 与 az > 3 泌 盾 ， 
综 上 所 述 ,n 是 素数 或 是 2 的 某 个 正 整数 次 矫 . 


第 68 章 杂 ” 题 


心得 体例 拓 广 娩 问 
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心得 体会 拓 广 医 问 
10.87 ” 音 数 = > 3 称 为 "好 "奇数 , 当 且 仅 当 存在 11,2，,m1 


的 一 个 排列 | Gl 站 39 an} 使 得 以 下 n 个 各 


Gi 2+ 3 4+ hl + On 


3 一 03+ 04 T+ 


dn ~ 1 
都 是 正 的 , 求 所 有 的 “好 ”奇数 . 
(第 32 局 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


解 令 


H+ 0+ dl1+ Gn 


72= 0 


n= +a- + dn2+ fa-l 


则 + 2 = 2ai 
y+ 3 = 202 
+ yin = 2 
P+ = 2ean 


且 对 每 一 个 1 < i<n 
Fi= 5-200+ G+ 二 irn2) 


其 中 3= e+a+…+e@n= nln + Dask = a 
(ln = 48-1 1 时 . 
由 于 此 时 $ 是 个 数 , 则 每 一 个 ” 都 是 个 数 . 
又 存在 1 < j < 4 - 1, 使 得 
Ft = 2 = ¥1) 
从 而 与 ;1 不 可 能 全 是 正 数 . 
于 是 ,n = 4 - 1 不 是 “好 " 奇数 . 
(2)n = 4E+1,kEN. 
由 于 此 时 $ 是 奇数 , 则 每 一 个 %% 都 是 奇数 . 令 
和 = 1ya = 3 = 4k+1 
Yog42 = 48 + 1 yr3 = 4E -3 
Jaka4 E31 = 
yak = Soyaprt = 1 
则 oa = 2,42 = 4 02 = 45，aatrl = 4E + lyazrz = 4k 1， 
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32k#3 一 二 站 一 EL 二 5, tag 三 3 ,4st = 1， 心得 体会 拘 广 手 问 
于 是 ,所 有 的 n = 4k + 1,k EN 都 是 "好 ”奇数 


10.88 自然数 p 和 4 互 素 ,区 间 f0,1] 被 分 成 p + g 个 相等 的 
小 区 间 .证明 :除去 最 左边 和 最 右边 的 两 个 小 区 间 之 外 ,在 其 
余 的 每 个 小 区 间 中 有 下 列 p + 9 - 2 个 数 中 的 一 个 数 ; 


2..2-112... 
"'p’ 3 p EE q EE 如 EE 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


证 明 ”因为 
{p,9) =1 
所 以 (pp+4 = 1{g9p+g)=1 


因此 ,二 ,二 ,了 + = 1,2,."， =- 17 = 1,2,.…, -1 不 
Pp 了 ? 7 9 ) 都 不 相 


又 因为 车 < 了 , 风 
ti 
Pp P+o 1 
因此 ,所 有 分 数 二 ,十 都 在 不 同 的 区 间 [ 二 二 上] 之 中 ， 


pt+gp+gq 
k = 了, 本 


I0.89 设 mz2,atea man 都 是 正 回 数 , 且 a < (1 到 
£ nn). 
试 证 戎 : 当 和 且 仪 当 @i + oa + … + 上 为 偶数 时 ,可 以 适当 


选取 “+” 号 与 “-” 号 ,使 得 好 1 十 但 士 "十 站 三 OD. 
(中 国 中 学 生 数 学 专 令 营 选 所 法 题 ,1990 年 ) 


证 明 ” 先 证 必要 性 . 

车 有 al+tazt… 土 a = 人 0, 则 由 a + r+ + a 与 a1 圭 
az 土 ，"* 土 ,有 相同 的 厨 惕 性 可 知 g + mm + … + a, 为 偶数 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 充 分 性 . 

即 如 果 o + q2 + … + er 为 俩 数 ,ar E Na sR1 < 下 二 
n) ,我 们 证 明 可 以 适当 选取 *+"“- ”号 ,使 得 

al+ 士 22 土 … 土 gu = 站 

由 es 及 aiEN 可 知 a = 1. 

(1) 当 n = 2 时 ,因为 a < 2 及 al + a2 为 偶数 ,所 以 oa = 1， 
这 时 可 以 选取 ".-” 屿 ,使 得 


gi- =1-i1=0 
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(2) 假设 当 2 < rn < mlm > 2) 时 ,命题 成 立 . 
分 丙种 情况 进行 证 明 : 
当 anw = an+1 时 ,因为 
Cl 十 02 十 … 十 gn-l = 
(ari G2 + 二 -2a。= 偶数 
车 避 -1 = 1, 则 必 有 al = 0, 着 m- 1 2, 由 归纳 假设 ,可 适 
当选 取 “+","-” 号 ,使 得 
Cl1 土 42 士 … 士 Qnr-l = 二 人 0 
从 而 BI 二 机 土 …… 士 or1+( an 一 Gai) = 了 
当 ao # am+t 时 ,由 于 
[an-annils<m+t+l-l=m 
因而 m 个 数 elyez mi | mm - am+1 1 符合 归纳 假设 条 
件 , 于 是 可 适当 选取 "+"，”“- ”号 ,使 得 
0+te+t "+a.li|lan -axl=0 
从 而 有 下] 土 2 土 * 土 Gml1 土 Gn 土 ntl = 个 
所 以 , 当 nn = m + 1 时 命 组 成 立 . 
于 是 对 所 有 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 ,命题 都 成 立 .充分 性 得 
证 . 


10.90” 设 自然 数 al az,…，an 中 的 等 一 个 都 不 大 于 自己 的 
下 标 ( 即 mw 过 加) ,而 它们 的 和 是 俑 数 . 


证 明 :在 形 如 al + azt 95 圭一 土 6 的 2"-! 个 不 同 的 和 
中 , 必 有 一 个 等 于 0. 
【第 44 届 匡 斯 科教 学 更 林 匹 克 ,1981 年 ) 


证 明 不 难看 出 ,如 果 g 和 上 & 为 自然 数 , 并 且 a < 上 和 & < 不 ， 
那么 下 列 两 个 不 等 式 
latrbls<sE-1,loe-blsk-l 
至 少 有 一 个 成 立 ， 
所 以 我 们 可 以 适当 选择 “+”、“-" 号 ,使 得 下 列 不 等 式 
| arntitanileenrn-l 
[ast dlt G21 守 7 一 2 
| arian-it"+tt le1 
闪 时 成 立 . 
由 于 和 数 a + ea + … + an 是 侦 数 ,所 以 和 数 
Qn 土 sn-] 土 *"" 土 fl] 


亦 为 侦 数 . 


心得 体会 拓 广 疑问 
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因此 必 能 适当 选择 "+"、“-" 号 ,使 得 


dr 二 dnl 土 *" 寺 d= 0 


10.91 ”很 设 a1,51;c1;a2; bo;5z 是 这 样 的 实数 ,使 得 对 于 任 
何 整 数 x 和 y, 数 ax + By + cl 和 2x + B27 + 52 中 至 省 有 
一 个 是 偶 整 数 ， 


证 明 :两 组 系数 如 1 3 bt 3 1 和 oy b>, ca 中 至 少 有 一 组 全 是 
整数 ， 


(向 牙 利 数学 奥 林 苞 克 ,1950 年 ) 


证 明 ”对 于 所 研究 的 表达 式 中 的 (x,y), 用 (1,0),(0,0) 和 

(- 1,0) 代入 ,这 时 ,表达 式 
aix%+by+c 和 ox + by + co 

中 的 基 一 个 至 少 有 两 次 取得 侦 数 值 . 

这 样 一 来 ,在 数 &+c,c, -a+c 中 ,于 少 有 两 个 取 偶 数值, 因 
此 至 少 有 两 个 数 的 差 是 偶数 .由 于 这 三 个 数 中 任何 两 个 数 的 差 或 
者 等 于 ae ,或 者 等 于 2a, 于 是 a 或 2a 为 偶数 ,从 而 a 是 整数 . 

在 同一 表达 式 a + 或 -e+e 中 ,由 手 它们 圣 少 有 一 个 整 
数 , 昌 a 是 整数 , 则 * 是 整数 ， 

于 是 ,两 个 表达 式 中 的 某 一 个 表达 式 的 系数 a 和 * 是 整数 . 

利用 类 似 的 方法 , 对 (x,Y) 代 之 以 数 对 (0,1)，(0,0)， 
《0,，- 1), 可 以 证 明 : 在 两 个 表达 式 中 的 某 一 个 表达 式 的 系数 3 和 
c 也 是 整数 ， 

如 果 上 述 两 种 情况 下 ,a ,e 为 整数 及 5,e 为 整数 的 是 同一 表 
达 式 , 则 这 个 表达 式 的 系数 a,58,c 是 整数 ,如 果 在 一 个 表达 式 中 
a 和 * 基 整 数 ,而 在 另 一 个 表达 式 中 上 和 * 是 整数 ,这 时 再 用 x = 
1,y = 1 代 人 两 个 表达 式 , 则 a + 5 + c 是 整数 ,因而 系数 a,5,c 都 
是 整数 ， 


10.92 证明: 三 个 不 同 素数 的 立方 根 不 可 能 是 一 个 等 差 数 列 


中 的 三 项 { 不 一 定 是 连续 的 ). 
(第 2 居 美 国教 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


证 明 ” 设 p,gq,r 是 不 同 的 案 数 , 且 Yp ,y9 7 是 一 个 等 差 数 
烈 中 的 三 项 . 
假设 
jp = ag = a+mdHr=a+nd 
其 中 ,m,nw 是 正 整 数 . 
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消去 a,d 得 心得 体会 拓 广 疑问 
Yo-p nm 
六 -和 
严打 -ny = (人 mm) D 
立方 并 展开 得 
mr ng+3m yr(mir ~ ndg) = (m— np 
把 式 中 代入 上 式 得 
mr ng (me- np =- 3m(m— n) pgr @ 
因为 p,q,r 均 为 素数 ,所 以 2 pgr 为 无 理 数 .于 是 , 式 加 左边 
为 有 理 数 ,右边 为 无 理 数 , 式 @ 不 可 能 成 立 . 
从 而 ?yp ,34 ,Yr 不 可 能 是 一 个 等 其 数列 中 的 三 项 . 
10. 委 ”每 个 正 整 数 都 可 以 表示 成 一 个 或 者 儿 个 连续 正 整 数 
的 和 . 试 对 每 个 正 整数 n, 求 n 有 多 少 种 不 同 的 方法 表示 成 这 
样 的 和 ， 
《第 工 局 中 国 台 北 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
解 ” 设 可 以 表示 成 m 个 连续 正 整数 之 和 , 今 
n= kt+(k+1l)+r" +(k+ (m1)) 由 
其 中 是 正 整 数 , 则 | 
n= m+ m+ 1) 二 
(1) 若 亚 为 奇数 , 则 m - 1 为 偶数 ,从 而 由 式 加 可知 m 1 nn， 
县 
mim -1) 
过 < 下 
fi 下 -2n<0 
解 得 
me 1 + ~ 2 十 Bn [ey 


反 过 来 ,由 上 述 推 理 可 见 , 对 n 的 每 个 满足 式 辆 的 奇 因数 mm， 
就 可 以 把 表达 为 式 中 的 m 个 连续 正 整 数 的 和 . 

(2) 若 m 为 偶数 ,把 式 @ 改写 成 

2n = m(2k +m-1) 

由 于 2 + m -1 是 奇数 ,所 以 m 基 25 的 偶 因 数 .日 若 po 是 
的 标准 分 解 式 中 2 的 指数 , 则 po + 1 是 m 的 标准 分 解 式 中 2 的 指 
数 .此 外 mm 仍 满 足 式 国 . 

反 过 来 ,对 于 每 个 满足 式 合 , 且 其 分 解 式 中 2 的 指数 为 po + 1 
的 m, 都 有 相应 的 "表达 为 式 中 的 上 个 连续 正 整 数 的 和 . 

综 上 讨论 ;车 对 每 个 n € N, 记 所 求 的 表示 为 和 的 方法 总 数 为 


| 
| 
] 
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六 nn), 则 心得 体会 拓 广 疑问 
fen) = fi(n) + hin) 

这 里 fi(n) 是 mn 的 满足 不 等 式 加 的 奇 因数 m 的 个 数 ; 记 (nn) 是 满 

足 车 270 1 mn,2m+ 直上 用 297 个 m2 十 m 的 偶 因 数 m 的 个 数 . 


10.94 ”考试 用 百分制 记分 ,得 分 为 整数 .证 明 : 

(1) 如 果 201 人 的 总 分 为 9 999, 则 至 少 有 3 人 的 分 数 相 
同 . 

(2) 如 果 201 人 的 总 分 为 10 101, 则 计 少 有 3 人 的 分 数 相 
司 . 


(3) 如 果 201 人 的 总 分 为 10 000, 且 和 邯 3 人 的 分 数 相同 ,由 
必 有 1 人 得 100 分 ,2 人 得 0 分 . 

(4) 如 果 201 人 的 总 分 为 10 100, 且 无 3 人 的 分 数 相 向 , 则 
必 有 1 人 得 0 分 ,2 人 得 100 分 . 


证 明 ” 设 201 人 中 分 数 为 上 的 有 a 人, = 0,1,…,100. 虽 
ao+el+…+ElIo= 201. 显 然 ,这 201 人 中 无 3 人 的 分 数 相同 的 必 
要 且 充 分 条 件 是 ,对 每 个 下 ,8 = 0,1,…,100, 均 有 0 < oi 过 2. 设 
201 人 中 无 3 人 的 分 数 相同 , 则 0 < 2 - 只 关 2, 其 中 0 三 天 < 100. 
由 于 

1=202-201= (2- an)+ (2-0)+ + (2 qi) 

所 以 必 有 某 个 ji,0 < i < 100, 司 得 2- a; = 1, 即 a = 1, 而 当 j yx 
i 时 ,qa; = 2. 因 此 201 人 的 总 分 5 为 


3 = Si = 224 - Si- = 1010-1 


从 而 10000 运 3 < 10 100 其 中 当 目 仅 当 i i = 100, 即 1 人 得 100 分 ， 
2 人 得 0 分 时 左 端 等 式 成 立 , 即 得 (3) ,而 当 且 公 当 i = 0, 即 1 人 得 
0 分 ,2 人 得 100 分 时 右 端 等 式 成 立 , 即 (4) 得 证 .对 (1), 由 于 201 人 
的 总 分 9999 < 10 000 < 5, 所 以 其 中 必 有 3 人 的 分 数 相同 .同样 ， 
对 于 (2), 由 于 201 人 的 总 分 10 101 > 10 100 > 5, 所 以 其 中 也 必 有 
3 人 的 分 数 相同 . 


10.%5 证明 :{1) 任何 一 个 形 如 2"(n 为 任意 自然 数 ) 的 数 都 
不 可 以 表示 成 两 个 或 密 个 连续 自然 数 之 和 . 


(2) 任何 一 个 不 是 2 约 自然 数 大 的 自然 数 一 定 可 以 表示 
成 两 个 或 多 个 连续 自然 数 之 和 . 


(波兰 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


证 明 (1) 假设 结论 不 正确 , 即 存在 两 个 或 多 个 连续 自然 数 
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之 和 可 表 为 2"(n 为 任意 自然 数 ), 于 是 有 等 式 心得 体会 拓 广 疑问 
站 十 (下 十 1 十 《下 二 Fr) = 2" 
其 中 ,上 ,r,n 都 是 自然 数 . 因 而 有 
《2 下 + rr+1) = 2°+1 DD 
首先 注意 到 站 + > 与 r + 1 都 是 大 于 1 的 自然 数 . 
其 次 我 们 注意 到 2# + r 和 r + 1 一 为 奇数 ,一 为 偶数 .这 可 由 
{28& +rl+tr+i = 2t 上 + rr) + 1 是 奇数 得 到 . 
因此 式 中 的 左边 能 被 一 个 大 于 1 的 奇数 整除 ,而 右边 基 2 的 
备 , 不 能 被 大 于 1 的 奇数 整除 . 于 是 等 式 中 不 可 能 成 立 ， 
所 以 ,任意 2 的 等 都 不 可 以 写成 两 个 或 多 个 连续 自然 数 之 和 . 
(2 设 到 是 自然 数 ,但 不 是 2 的 正 整 数 次 午 , 于 是 型 可 以 写成 
NM = 2"(2m+1) 
其 中 ,m,n 是 整数 , 自 m = 1,n 30. 
我 们 只 要 证 明 ,存在 整数 
如 站 下 四 


a+fta+ll)+…+(e+ 上 -1 = 时 


(2a + kk = 2"(2m+1) Le 
如 果 2a + 上 -1 = 2"1,k = 2m+1, 则 
= 2 -mk = 2m+1 
此 时 条 忻 被 满足 . 
当 目 充当 2"7 > 下 时 ,ea = 2"- m,k = 2m + 1 满足 条 件 促 ， 
如 果 2a + -1=2m+t1,k = 2"+, 则 
a=m+l-2",k = 223+1 
此 时 条 件 加 被 满足 ， 
当 且 仅 当 22 二 计时 ,ea = m+1-2*,k = 2"+1 满 足 条 件 人名. 
由 于 2 > m 与 2* < m 总 有 一 个 能 成 立 ,所 以 总 存在 连续 车 
干 个 自然 数 之 和 恰好 等 于 对 ， 


10.9%6 ”证 明 :对 任意 的 正 整 数 " ,成 立 如 下 不 等 式 
lg ns klg2 


其 中 ,lg n 是 数 n 的 以 1 为 底 的 对 数 , 丰 是 = 的 不 同 的 素 因 数 
{ 正 的 ) 的 个 数 . 


证 明 设 # 是 大 于 1 的 整数 (如 果 n = 1, 上 述 不 等 式 显然 成 
立 , 因 上 三 0), pi: pas**" "PE 是 的 个 相 异 的 素 因 数 . n 的 泰 因数 
分 解 式 为 


第 切 章 杂 是 
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n = 网 心得 体会 拓 广 疑问 
由 于 Pi 守 2 人 三 1,2,… ,此 ) ,从 而 
| 1 上 + [| 
n= pip2 BR 3 2 "= Dt 
而 +++ 妨 二 上 上, 故 
中 


将 上 不 等 式 取 对 数 ( 设 底 a > 1), 则 有 
logan = klogs2 
特别 有 lg n > kle 2. 


10.99 设 a 是 有 理 数 , 且 0 < a < 1, 如 果 cos(3ra) + 


2cos(2xa) = 00, 求证 :a = 地， 


{第 了 2 届 国 际 教 学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


证 明 令 % = cos xa. 
则 由 三 俏 角 与 二 倍 角 的 余弦 公式 ,已 知 方程 可 化 为 
4x3+42 —- 3x-2=0 
即 (2x + 1)(2x +x-2)=0 


{1) 如果 2x+1=0,x=- 去 , 则 


ra-_l 
cos TI 二 2 


由 0 < a < 1 可 得 a = 二. 
(2) 如 果 2x + x -2 = 0, 则 


我 们 证 明 ,此 时 a 不 是 有 理 数 ， 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 每 一 个 非 负 整数 = 


cos(2"xa) = (on + v17) OD 
其 中 ,a, 和 六 都 是 奇 整数 . 
当 n = 0 时 ,由 
cos ra = 二 二 vn 
4 
可 知 , 式 中 成 立 . 


设 对 于 n = 0, 式 中 成 立 , 则 
2 
oosf2n+lra) = 2oostf2nra) — 1 = [和 二 和 | -1 = 


(Ca + 1762 — 8) + 2anb, v 17) 
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由 于 a 和 6 都 是 奇数 ,所 以 | 心得 体会 拓 广 疑问 
az + 地 到 = 20mod 4) 
从 而 存在 整数 : ,使 得 
ad + 7 -8=2+4t 
则 ol = 2t + 1 是 奇数 . 
令 B11 = at 也 是 奇数 , 则 
cos(2arlmra) = 到 (an + bv17) 


县 nt] 由 为 奇数 ， 
所 以 , 式 中 对 一 切 非 负 整 数 nn 成立 , 且 


qo = -8) > 去 ( 呈 +9) > am 


于 是 ,fcos(2"xa) | nn = 0,1,2,…| 是 一 个 无 穷 集 ,然而 当 e 
为 有 理 数 时 , |eos( mra) | mm 所 Z| 只 能 是 有 限 集 ,所 以 a 不 是 有 
理 数 ,因此 


10.98 任 给 8 个 正 整 数 sl ,az ,as 满足 al < go < "< 


as 二 16, 则 存在 一 个 整数 上 ,使 得 oa -a = klcizj<8, 


至 少 有 三 组 解 . 
证 明 设 
G2 一 G303— Grd — fs OR ~ G7 OD 
中 每 个 都 大 于 等 于 1 但 没有 三 个 相等 , 则 其 中 至 多 只 有 两 个 数 相 
等 ,那么 
Gg — A 2 + -+ 


1+1+2+2+3+3+4= 16 
但 是 ,由 于 al < a2 < … < ag 声 16, 故 ag- aj <15, 这 是 矛盾 的 . 
于 是 式 中 中 至 少 有 3 个 数 相等 . | 
注 ”存在 8 个 数 ,例如 1,2,3,4,7,9,12,16, 对 于 任意 的 整数 
上 ,ai - Qi = 上 至 密 只 有 三 组 解 . 


10.99 ”将 两 个 整数 的 和 、 差 , 积 及 商 相 加 得 450, 求 这 两 个 数 . 


(基辅 雪 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 


解 ” 设 这 了 丙 个 整数 分 别 为 x 和 y, 则 
“+7+(s-7) + + = 450 OD 


第 区 章 杂 是 
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由 于 x 和 7 是 整数 , 则 x + y,x - ,x 都 是 整数 ,从 而 由 只， 心得 体会 折 广 疑问 


了 是 整数 . 
式 中 可 化 为 
了 +24 + xy = 450 
y+27 +7) = 450 
7y(1 + ¥) = 450 网 
由 于 450=1:2. 芝 . 子 
则 > 只 能 为 2,18,50,450. 
于 是 可 由 免 求 得 x 和 y 的 值 为 


{x,7) 三 (28 ,14)(- 32, — 16),(72,4),(- 108, ~ 6), 
{100,2),(— 200， — 4),(— 900， — 2) 
因此 本 题 共 有 七 组 解 . 


10.100 设 m>ns1,0 < 0 < < 是 不 超过 m 上 且 与 
n 互 案 的 全 部 正 整 数 , 记 


S = 工 + 


他 1 


则 55 不 是 整数 . 


证 明 ”由 于 (1,n) = 1 所 以 ai = 1. 又 因 叉 知 m > nn 1， 

且 (a + 1,8) = 1, 故 5 2.92 必 是 素数 , 因 如 果 a 是 复 闪 数 , 则 
有 素数 p,p1as 县 1 < p < az,(p,n) = 1, 这 不 可 能 . 设 点 是 不 
超过 mm 的 ez 的 最 高 其, 即 

上 过 用 < 
由 ( 咯 ,a) = 1 知 ,存在 某 个 1,2 < 上 < 使 = 虑 ,如 果 a1,…， 
人 中 男 一 个 a 被 此 整除 ,可 设 Gj; = ae < 
而 (tc,n) = 1, 故 ce > az, 这 就 得 到 

&; = osc > m 
与 gj 冯 严 矛盾 . 现 设 

a = oh,at hh m0 = 11,sT = hh, 

习 S55 两 端 以 三 1!i 得 
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! ll 具 
其 中 项 是 由 a = 一 项 得 来 ,其 余 各 项 都 是 整数 ,其 
和 设 为 奢 , 由 中 可 知 5% 不 是 整数 ,如 果 8 是 整数 ,由 中 得 
aslSS -aM=! ”加 


式 名 的 左 端 是 oz 的 倍数 ,与 四 十 了 矛盾 ， 


10.101 证明; 对 每 一 整数 n > 1, 方 程 


n a-l 


x 守 


2 
8 _ 
ar Dr+…+a2rt+tir+l=0 


没有 有 理 根 . 


(第 30 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 


证 明 ”首先 证 明 ,对 每 个 正 整数 上 及 每 个 素数 P, 天 十 中 . 
设 > 0 为 整数 ,满足 
peekep 
则 满足 pr 1 上! 的 最 大 整数 > 满足 


[区 [< 二 + 


下 ..。 
Pp pp Pp 


所 以 pF! 


x" 如 和 
nl tx DI+ +a+1+1l=0 由 


有 有 理 根 a , 旭 


_ n! nt ! 
am 


设 w 三 cd N,(c,a) 三 1, 则 


oay nord+ + Rod t+nld =0 四 
于 是 #1e, 从 而 4 = 1. 
即 阁 方程 中 有 有 理 根 a, 则 a 必 为 整数 . 
设 p 为 n 的 索 因 数 , 则 由 上 面 的 方程 全 可 知 p1e", 即 p | a， 
从 而 pl a. 
设 r 为 满足 | n! 的 最 大 整数 , 则 由 
plot,pttk! 
可 得 pr | Biat,k = 1,2,.e,n 


心得 体会 拓 广 疑问 


第 6 间 杂 题 
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从 而 由 方程 @@ 可 知 | 心得 体会 拓 广 疑问 
pr! | n! 


出 现 矛 盾 , 即 方程 中 没有 有 理 根 . 


10.102 设 n > 0, 则 存在 唯一 的 一 对 和 2, 使 得 


HED logi<k 


证 明 ”存在 k > 0 使 
Kl 《二 十 Dk 
2 i< 2 


(FtDE KAA- 
而 2 一 三 中 
故 可 设 为 n= EDsick 
如 果 还 有 所, 使 
n= han ki 


不 妨 设 上 > 各 , 故 得 
kt ) hh D -nl 0 


式 串 的 右 映 五 -! < 三 ,而 因 天 > h + 1, 故 式 中 左 端 


k(tk- klk — 1) kk +1) ECk—1) 
2 -2 > 


这 是 一 个 牙 盾 结果 , 故 得 上 = 大 -从 而 工 = 5;, 这 就 证 明了 存在 唯 
一 的 一 对 和! 满足 要 求 . 


10.103 设 k > 1) 为 自然 数 . 证 明 ; 不 能 在 x 上 的 方 格 表 
内 填 入 数字 1,2,3,… ,局 ,以 使 得 各 行 的 和 以 及 各 列 的 和 都 有 是 


2 的 方 宥 . 
【列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


证 阴 ”假定 可 以 按 要 求 填 入 1,2,…, 户 . 
设 22 是 最 小 的 行 和 . 


一 方面 ,2" 应 当 是 1+24+…+ 本 = 广 忆 (所 + 1) 的 约 数 . 

车 上 为 奇数 , 则 庆 是 4 + 1 型 的 数 ,从 而 局 + 1 是 本 +2 型 
的 数 ,于 是 十 (所 +1) 是 奇数 , 即 方 本 (大 +1) 是 奇数 ,此 时 2* 不 能 
整除 方 所 (大 + 1). 
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若 天 为 偶数 , 则 所 + 1 为 奇数 ,于 是 心得 体会 拓 广 疑问 
2= 1 二 好 四 
另 一 方面 ,由 2* 是 最 小 的 行 和 , 则 有 


2 >1+2+…+ 下 = + 1) 


这 样 就 有 去 好 < 了 二 1) 二 2a 
由 上 关 0 知 
2 下 二 大 ® 
中 与 加 矛盾 . 
于 是 ,不 能 在 x 上 的 方 格 表 内 填 信 数字 1,2,… ,中 ,使 得 各 
行 的 和 及 各 列 的 和 都 是 2 的 方 苦 . 


10. 104 ”整数 9 可 以 表示 成 两 个 连续 整数 之 和 ,9 = 4 + 5, 同 
时 ,9 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 写成 连续 自然 数 的 和 9 = 4 + 
5=2+3+4. 


问 是 否 有 这 样 的 自然 数 N， 

(1) 它 是 1 990 个 连续 整数 的 和 . 

(2) 它 怡 能 以 1 990 种 不 同 的 方法 表示 成 连续 整数 的 和 ， 
(第 31 届 国 际 数学 奥 宁 匹克 预选 题 ,1990 年 ) 


解 。 如果 条 件 (1) 被 满足 , 则 
N=n+t+tnt+l)+ (n+2) + + (n+1 98 = 


二 :1990(2n + 1 989) = 995(2n + 1 989) OD 
由 中 ,w 必 为 奇数 . 


设 NN 可 以 写成 + 1(E 为 自然 数 ) 个 连续 自然 数 之 和 , 且 这 
上 +1 个 数 中 最 小 者 为 mm, 则 


让 = 下 +yfm+ii+…+ftm+E = 二 (E+ 1)(2m + 有 
2N = (k + 1)(2m + E) ©@ 
由 式 中 有 
1 990(2n + 1 989) = (E+ 1)(2m + £) 

因此 ,满足 上 式 的 Cm, 上 ) 有 多 少 对 , 则 N 就 有 多 少 种 方法 写 
成 连续 大 + 1 个 自然 数 之 和 . 

由 全 及 mm 是 自然 数 可 知 

K+1|2NE+l<k+2m 

所 以 krl<van 

反之 ,如 果 有 一 个 2N 的 约 数 小 于 vw 2, 记 这 个 约 数 为 + 1， 


Chapter 0 Motley Fxermisesprais 


则 
2N = (k+l)e 

其 中 ,k+l1 < e， 

可 以 把 sc 记 为 2m + k,m NN. 

因为 入 是 奇数 ,所 以 +1 与 ¢ 不 可 能 都 是 侦 数 .因此 , 当 上 是 
奇数 时 ,ce 是 奇数 , 当 上 是 偶数 时 ,ce 是 偶数 , 困 此 可 以 把 e 记 为 
2m + 天 ,于 是 

2N = (+1)I2m + E) 

这 就 说 明 , 当 上 为 奇数 时 ,车 六 可 以 写成 多 于 一 个 的 连续 自 
然 数 之 和 的 形式 有 1! 种 , 则 1 就 是 2 的 大 于 1 且 小 于 v2N 的 约 数 
的 个 数 . 

由 中 

N = 995(2n + 1 989) 
2N = 1990(2n + 1 989) = 2: 5.199(2n + 1989) = 
2 5° » 199%p p2""" ph 

由 于 有 1 990 种 不 同 的 分 法 ,把 1 个 自然 数 的 情况 考虑 在 

内 , 则 2N 的 约 数 个 数 为 
{1 + Ce +r DB + Ch + tb +1) = 
2.1991 = 2:11: 181 

其 中 a,65 EN,b ENU 10|,i = 1,2,…, 上 ,于 是 


== = = 
(a +1)(b+1) = 11. 181 
a= 10 {= 

I 

则 {2 7 ig b= 10 

即 N= 0.1990 或 N= 5 .1997 


10.105 设 aei < arc<…< ai 亏 n; 是 个 下 整数 :这 里 庆 > 
[Cn + 1)/2] ,那么 存在 gi + qj = 4a, 


证 明 下 -1 个 正 整 数 es - eta - aa - al 显然 不 同 ， 
它们 及 题 中 给 出 的 个 不 同 的 a 一 起 得 到 2 -1( > ma) 个 正 整数 ， 
每 一 个 数 都 不 大 于 n ,因此 至 少 有 一 个 整数 是 两 个 集合 公共 的 ,于 
是 至 少 有 一 个 am -=- al = 四 或 上 i++ al = 

出 题 者 指出 :数列 [nx2] + 1,[n/2] +2,*,n 当 六 = [(n+ 
1)/2] 时 ,所 述 结 论 不 成 立 ， 
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10.106 ” 设 普 是 正 整 数 , 它 的 素数 办 了 于 没有 一 个 大 于 ,让 去 


nt 那么 mm 可 表 为 下 个 小 于 等 于 nm 的 整数 的 乘积 ;指数 
(KE + 1)/2 是 最 好 的 可 能 的 . 


证 明 ”假设 六 满足 已 知 条 件 , 且 假定 严 不 可 能 写成 志 个 小 于 
等 于 n 的 整数 的 乘积 ,把 m 写成 素数 的 乘积 


m- [P,PrsPs ep, 
我 们 可 以 根据 


mt 

Al = lp 芋 ns prt) 2 
i=1 
ml 


42 = 开关 安 np A > 下 


a 


= [lp sn,pAs > 


fl 


定义 出 4 ,42 机 和 mm ms 只 要 本 能 得 到 假定 下 的 保 
证 ,那么 就 可 以 如 此 继续 把 4 建立 下 去 ,显然 4, 3 pi =, 
2,…… 尖 -1, 同 时 到 > 4142…4ip ;因此 
m 区 (4 = 
04114214243) 0414L41p AD ) > 
(二 天 (A2pr ) "(Asipr Ap ) > mt 


但 这 是 一 个 矛盾 ,于 是 证 明了 定理 的 第 一 部 分 ， 
给 出 一 个 畴 定 正 整数 上 和 一 个 任意 的 * > 0 且 设 
| 

全 = min( 方 ,后 
那么 ,有 一 个 足够 大 的 整数 no(5) ,使 得 对 于 所 有 n > no(8), 存 
在 一 个 素数 p 满足 

ne p< nt 
这 个 整数 m= pr"' 没 有 超过 的 素 因 子 ,不 可 能 表 成 上 个 小 于 竺 
于 的 整数 的 乘积 ,而 且 m 小 于 +02+:, 这 样题 中 提出 的 指数 
是 最 大 可 能 的 . 


10. 107 把 1000000 的 每 一 个 真 国 数 取 以 10 为 底 的 对 数 ,把 


这 些 对 数值 加 起 来 ,得 到 和 $ , 求 离 8 最 近 的 整数 . 
{第 4 局 美国 教学 六 请 赛 ,1986 年 ) 
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解法 1 由 于 1000000 = 天. 和 ,共有 (6+106+1) = 9 个 
因数 . 
除去 1 000 之 外 , 剩 下 的 4 个 因数 组 成 24 对 ,每 一 对 因数 的 飞 
积 为 106 ,所 以 1000 000 的 全 部 因数 之 积 为 1 000 (109) 关 = 102 . 

这 里 包括 一 对 非 真 因数 1 与 1% 的 积 , 所 以 全 部 真 因数 之 积 为 

0% 
106 10 

由 对 数 性 质 , 这 些 真 因数 之 积 的 对 数 即 为 每 个 真 因数 对 数 之 
和 , 即 

SS=1lg104 = 141 


解法 2 ”考察 1 000 000 中 的 案 数 因数 2 和 5 在 它 的 全 部 因数 
中 出 现 的 次 数 , 即 全 部 因数 的 霖 积 中 的 2 和 5 的 大 指数 . 

注意 到 21(1 < 了 <6 EN) 可 以 组 成 的 因数 有 

WD SD 
于 是 这 些 因数 之 积 中 2 的 指数 为 7/. 
对 j 取 1,2,3,4,5,6 得 
T+2+3+4+5+6) = 147 

同样 ,所 有 因数 之 积 中 5 的 指数 也 是 147. 

去 掉 非 真 因数 1 = 20, 吕 及 10 = .台中 2 和 5 的 指数 , 则 
2 和 5 在 所 有 真 因 数 之 积 中 的 指数 均 为 141, 从 而 有 

SS -= lg2 4 地 5 = 141 


10.108 证明: 对 于 任意 给 出 的 整数 > 1 存在 无 穷 多 个 完 


全 上 次 关 , 它 们 不 可 能 表 为 一 个 素数 与 一 个 让 次 响 的 和 . 


证 明 (1) 函数 (x + a)* 灰 > 1; 代 数 上 可 分 解 因 式 ,这 
样 仅 当 a = 1, 对 整数 x 时 它 能 表示 一 素数 . 

(2) 设 Fix) = (x + 1)t ~- 具 , 对 于 任意 正 束 数 x0,g = 
(xo) ,那么 4 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 置 y 二 %0 十 7393， 如 二 1 2 
我 们 有 

F(ya) = (yt Di y= (x0+l+ ng — (xo+ nn)') = 
(xo+1):- 起 = gtmod gq) 
因此 ,对 于 所 有 n, 所 (yy,) 能 被 g 整除, 而 不 等 于 g, 这 是 由 于 F(x) 
对 于 自 变 量 显 然 是 一 个 增 函 数 , 于 是 对 于 每 一 个 选取 的 xo， 
(和 + 1)* 给 出 一 个 所 禹 的 无 穷 集合 . 
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心得 体会 拓 广 绥 问 
10.109 证明; 使 得 数 nr 对 一 切 n 为 正 整数 的 充 要 条 件 为 e 


是 非 负 整 数 。 


证 明 只 要 证 明 必 要 性 . 

当 n = 2 时 ,要 使 关 为 正 整 数 ,必须 为 非 负 整 数 . 

其 次 考虑 函数 x', 它 在 [n,n + 局 上 满足 微分 中 值 定理 条 件 ， 
故 存在 上 和 (an + 1), 使 

(n+1)* -me = eft"! 

由 假设 上 式 左 边 是 正 整 数 ,因此 为 使 上 式 成 立 ,必须 c > 1, 否则 
车 cE (0,D), 则 0 < et"! < 1, 从 而 上 式 不 可 能 成 立 ， 

上 骨 利 用 微分 学 中 广义 中 值 定理 : 阁 函 数 .f(x) 在 [a ,5b] 上 可 微 
分 次 


ASf(a) = D(H-i(CD) F(a + ih) 
i 


其 中 = 二, 则 存在 :E (a,6), 使 得 

RAF) = Ar ay 
取 上 使 得 - 1 < 。< 大 在 [nn + ] 上 应 用 上 述 定 理 于 f(x) = 
x ; 则 得 


cle— (eo k+l = Af(n) 
由 假设 上 式 右 端 是 一 个 整数 ,但 左 端 由 于 cc -上 <0,tE (n,nt+ 
8), 故 当 = 充分 大 时 ,可 和 使 
| 
从 而 ete 15(c-k+1)=0 
因此 c=k~l 


10.110 ”对 有 理 的 直角 三 角形 求 整数 集 , 使 由 于 数字 的 增加 


而 避 近 一 个 30F -~ 60 的 直角 三 角形 . 


解 “等 价 于 一 般 有 理 的 直角 三 角形 的 一 般 整 数 的 直角 三 角 
形 , 其 射 边 长 是 mw? + 到 , 匈 股 长 分 别 为 m2 - rn?,2ma, 其 中 mm 和 nn 
是 正 整 数 . 本质 上 ,和 勾 与 股 是 可 交 撞 的 ,只 要 作 代 换 时 = mm + nm， 
W =m 到 ;其 中 让 和 入 是正 整数 .如 果 m 和 a 同 为 奇数 或 同 为 候 
数 , 世 可 名 2HW = m+n,2N=m- ,其 边 有 下 面 对 应 顺序 

m+ n,m rn,2mn 
M+ ,2MN, MI- M2 
的 直角 三 角形 是 相似 的 . 因此 角 逼近 60P 的 一 个 必要 条 件 是 角 
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权 在 mm: - 叶 和 mm2+ mm 之 间 , 从 而 心得 体会 拓 广 疑问 
0 _sinf 1n 
tan 7 ~ cop+l m 


且 必 须 选 取 m 和 使 全 通 近 /3 ,3 展开 为 连 分 数 


1 1 1 1 
Y3=1+ 了 + 有 ++ 广 + 


并 且 分 别 选 取 这 个 连 分 数 的 近似 值 的 分 子 和 分 母 作为 mm 和 a， 
则 有 如 此 一 对 值 的 无 穷 序列 
mi; = 1,2,5,7,19,°. 
ni = 1,1,3,4,11l,** 
由 这 些 值 便 可 算得 三 角形 的 边 长 ， 
注 ”在 直角 三 角形 级 数 
m} + n?, m? — n?, Zr TD 
中 , 当 守 为 但 数 ,三 边 将 没有 公 因 子 ; 但 车 i 是 奇数 , 则 有 最 大 公 因 
子 2. 因 mi,mi 互 质 , 则 整数 中 的 集合 若 有 一 个 最 大 公 因 子 , 它 一 
定 是 2. 整 数 mi,m 满足 关系 
让 + 1 = 3 + m2js hajrl = fa + my @ 
由 于 假若 ma, ny 都 是 奇数 ,mzj1, mau! 就 会 有 公 因子 2, 因此 
mas Ray 不 能 同 为 青 数 ,从 而 两 个 整数 Mrl1s M2j+rl 一 定 都 是 奇数 ， 
这 就 证 明了 上 面 的 论断 . 


10.111 给 定 自然 数 x1 ,x2… 和 7,72，… ya 两 个 和 xi + 
Xz 十 下 十 后 以 及 yy + y+… + Ym 被 此 相等 且 小 于 mm. 证 明 ; 
在 等 式 


XI Wt tt 
中 可 以 期 去 一 部 分 加 数 ,使 剩 下 的 部 分 仍然 是 等 式 . 
《第 11 局 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


证 明 由 mi 人 = 1 2 和 7 = 1,2,…,m) 是 自然数， 

且 
SS = i 

满足 5 < mn 可 知 ,S 2.m 2,n > 2. 

我 们 对 m + n 施用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 m= n=2 时 ,由 2 << 5 < 4 可 知 ,S$ = 2 或 3. 

车 S$ = 2, 则 有 

S=x+tx=7+y=s1+1 


因此 去 掉 一 部 分 加 数 , 剩 下 的 仍然 是 等 式 . 
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车 5 = 3, 则 有 心得 体会 招 广 疑问 
S=xt+x= YI+7=1+2 
命题 同样 成 立 . 
(2) 假设 命题 对 m + rn - 1 成立, 设 
x] = max | 21, X21,°"*, Xn | 
P= max | yi: Ya Ym | 
且 不 妨 设 x > 各 
车 对 m + n 有 等 式 
二 
则 


(x 外 
这 个 等 式 的 两 边 共 有 m + n - 1 项 ,我 们 设法 证 明 
S= y+ + ym < ntm-—1) 
事实 F, 由 =y+ypp+ + Yn < my 得 


3 
1 > 六 
全 7 上 ,一 ] 
所 以 SS =S5-n<3-m = nm < 
Eo nm- 1) 


因此 ,由 归纳 假设 ,对 式 名 可 以 删 去 一 部 分 加 数 , 司 剩 下 的 部 
分 仍然 是 等 式 ,于 是 对 式 中 也 可 这 样 做 ,从 而 命 器 对 m+ n 成立. 


10.112 设 &,58,c 为 两 两 豆 质 的 正 整数 ,证 明 :2oie - ab - 


be - ca 是 不 能 表示 为 xbe + yea + zab 形式 的 最 大 整数 (其 中 
x,Ysz 是 非 负 整数 ). 


证 明 ”首先 车 
2abc - ab — be - ca = xbe + Yea + zab 
则 belx + +calty+1)+ ch(ts+1) = 2ope 


从 而 ea 1 和 fx + 二 ,而 (a,8e) = 1, 可 知 61(x+1), 于 是 a < 
x +1, 闻 理 6 万 y+1,c 万 2 +1. 这 样 

3abe = bea + cab + abe < 

betx + D+ caly +1) + abts +1) = 2abe 

这 是 不 可 能 的 . 

其 次 证 当 n > 2abc - ab - bc - ca 时 能 表 为 bex + cay + obz. 
此 时 我 们 要 利用 以 下 结论 : 

“ 设 (o,8) = ta > 0, 则 凡 大 于 o6 - a -的 数 必 能 表 为 
axr t+ ytrx 守 0,y 宇 站 ,但 065 -a -上 8 不 行 .” 由 


第 到 章 杂 是 
Chapter 10 Motley Fxercipespreris G21 
(2abec ~ eb -heea)- {tabc-a- bce)= 心得 体会 拓 广 疑问 
abc-ab-ce+a= oa-b-ce+l)= 
alb-D(c-i)>0 
知 n> abe - a -e, 因 为 (a, be) =1, 则 = 可 窟 成 ao + bex 的 形 
式 ,并 且 可 使 * < a - 1, 于 是 
= 有 > 
即 w> bc-b-e 
因为 (5,e) = 1, 可 知 w 必 可 以 写成 cy + 有 5 的 形式 .于 是 
n= aw+ bor = olcy + br) + bex = 
bex + cay + abz 


10.113” 设 d,n 是 正 整数 ,d | n,n 元 整数 组 (x1 ,x2，… xs) 
满足 条 件 ， 

(DO 

(2)d | (x +rt no， 

证 明 ;: 符 合 条 件 的 所 有 = 元 数组 中 ,从 有 一 半 满 足 x = 六 


证 明 “ 记 符 合 条 件 的 所 有 元 组 的 集合 为 对 .在 旧 中 ,x, = 
n 的 所 有 元 素 构成 的 子 集合 为 ,六 关于 对 的 补 集 为 站, 则 欲 下 
1 半 1= 21N (IX1 表 示 集 合 工 的 元 素 个 数 ) 


只 须 证 
INI=INI 中 
对 每 一 个 (xiy x2 x ) 志 好, 作 一 个 nx nz 的 数 表 4 三 (ay), 满 
是 
1, : 
;= 0 >, ‘ei,jen 人 名 
则 x; = Dos 


将 4 中 所 有 数字 0 改写 为 1, 而 所 有 数字 1 改写 为 0 后 ,得 到 一 个 
新 数 表 下 = 4&5) ,显然 

by =1-a€l0ll,lsi,jsn 名 
比如 ; 当 # = 3,n = 9,(x1, x x9) = (0,1,1,2,3,4,6,7,9) 时 
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te2 


000000000 心得 体会 拓 广 疑问 
100000000 
100000000 
110000000 
A=|l111000000 
111100000 
111111000 
111111100 
111111111 
111111111 
011111111 
011111111 
001111111 
B=Io000111111 
000011111 
000000111 
000000011 
000000000 
对 每 一 个 i, 显然 有 
i 外 
bs bo 过 名 
令 方 = 和 的 (1 < j < 5), 则 据 回 得 
Osenaehen ©@ 
因为 将 4 与 重 和 又 后 , 恰 是 一 个 全 为 数字 1 的 nx 5 数 表 , 故 
tt D 
全 大 
据 已 知 条 件 4 1 n,d | 之 所, 故 由 全 得 
a1 之 /入 @ 


加 和 @ 表明 n 元 数组 (y1,y2,…,y。) 亦 满足 条 件 (1) 和 (2), 故 
(yy2 Ya) 毛 六 , 若 定 义 上 映射 fi 一 及 ,使 得 
Fw a =【71 2 ) 

因为 对 每 一 个 (xiyxz, 让) 所 用, 能 旦 只 能 够 作 唯 一 的 一 个 数 
表 4 及 相应 的 B, 显 然 4 与 B8 是 一 对 一 的 . 故 了 是 时 一 并 的 一 个 
一 一 映射 . 

设 经 过 上 映射/,N 和 六 的 象 的 集合 分 别 为 w* 和 六 " ,由 于 是 
一 一 上 映 射 , 故 


第 功率 亲 题 
Chapter 10 Motley Zencisesprais G23 


INI=IN* 1,INI=IN*1- 心得 体会 拓 广 疑问 
一 方面 ,对 每 一 个 (x] ,x2,… ,x,) 多 入 ,因为 和 Tn 二 nn; 玻 Hy = 
1(1 过 了 罕 n). 从 而 by 三 0, 特别 地 ,5 三 0, 于 是 


Yn = 人 ba < ny 2 yn) EN 
故 
NCNINI=IN’ <INI 国 
男 一 方面 ,对 每 一 个 (x1,x2，…, 二) E 而 ,因为 za < 1; 叉 据 
条 件 (1) 
a 
从 而 对 站 = 1,2,…,n, 均 有 x% < pn, 据 四 得 al = ar =… = 
au =0, 于 是 
Bn = ban = "= bm=1 


Yr = > 三 ns F291 yn) EN 
故 
NEN,INI=IN* lgIN| 由 
综合 图 ,四 即 得 
INI=1IN| 


10.114 开 区 间 (0,1) 中 的 每 个 有 理 数 二 (p,9 是 互 素 的 正 整 


2 


数 ) 被 长 为 =, 中 心 在 的 闭 区 间 种 盖 .求证 :性 不 在 上 面 所 


397 
述 的 任 一 闭 区 间 内 . 
(第 9 局 美国 普 特 南 教 学 竟 赛 ,1949 年 ) 


证 明 “ 若 结 论 不 成 立 , 则 巡 在 以 某 个 有 理 数 2 为 中 心 ,长 为 
3 的 闭 区 间 内 ,从 而 有 3, 使 得 


‘22. 
] = tantld tel) 


8 - .5 
-一 -7 
9 2V29 p 
2 人 2 
-ftp 

会 人 
2_203 = 二 -一 
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因为 9 - 2P? 是 整数 , 则 所 - 让 也 是 整数 ,由 于 心得 体会 操 广 堪 同 
总 -总 181 Leil 1 工 。| 
0 
全 人 
上 二 = 
所 以 有 FB 0 
从 而 q -2p*=0 
Wi 
这 与 /2 是 无 理 数 矛盾 . 


10.115 ”笃定 加 个 不 超过 7 的 自然 数 al < ay < … < aa 
证 明 :在 差 人 一 Hrs >E 中 至 少 有 4 个 相同 . 


【南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


证 明 ” 设 结 论 不 真 , 则 19 个 自然 数 az - cleyele 一 ale，……， 
az - ai 中 没有 4 个 是 相同 的 .因此 ,1,2,3,4,5,6 在 其 中 出 现 的 次 
数 各 至 多 是 3. 于 是 上 述 19 个 数 中 至 少 有 一 个 大 于 6, 否则 不 超过 
6 的 自然 数 至 少 有 19 个 ,不 可 能 ,余下 的 18 个 数 中 至 少 有 三 个 大 
于 5, 再 余下 的 15 个 数 中 至 少 有 三 个 大 于 4, 以 此 类 推 .因此 
D> am—- 9 = (ea Ap) + (ag— as) + + (a ad) 

T+(6+6+6) + (5+5+5)++ (ll+li+l)=70 

政 盾 ,证 毕 . 


10.116 求 W/24+Y3)! 吕 的 小 数 点 的 前 一 位 与 后 一 位 的 数码 . 


并 且 证 明 你 的 结论 . 
【芬兰 等 四 国教 学 竞赛 ,1980 年 ) 


解 2+) (5 + 246)% 
因为 2.4 <6 < 2.5,4.8 < 26 <5 
所 以 0O<5-26 «<0.2 
(5 -246)% < 0.2% = 0.008% < 0.01 = 0.1% 
由 于 mm = (5+ 2Y6)58 +《5 - 2Y6) 咖 是 一 个 整数 ,所 以 
(+2V6)950 = m- (5- 246)% 
(5S+2160)% = m1+[l- (5 -246)%] 
于 是 [(5 + 2¥6)] = 到 一 1 
HS + 2Y6)%} = 1 - (5-276) = 0.9%9.. 
由 于 m-1= (5+246)% + (3-26)%-1-= 


Chapter 10 Jamey Fxerciseapraxis 


2[5% + C0 (2Y6) + + 
C2Y6) + (2Y6)%] -1 
从 而 
m1l=10. 8+2260%_1=10.:S+2.24%-1 
由 于 24 窑 的 个 位 数 与 43 的 个 位 数 相同 ,而 4 作 的 个 位 数 是 
4, 所 以 2 .24 的 个 位 数 是 8. 
于 是 m - 1 的 个 位 数 是 7. 
即 (W2 + Y3)1 加 的 个 位 数 是 7. 
又 因为 (f2 + V371 咽 的 小 数 部 分 为 0.99…, 所 以 小 数 点 后 的 
第 一 位 数码 是 9. 


10.117 pp 是 一 个 质数 ,实数 a1,42,…,apsl 有 下 述 性 质 ; 如 
果 任 意 删 去 某 个 a(l < 志 +1), 剩 下 的 p 个 实数 一 定 能 至 


少 分 为 两 组 ,每 组 实数 的 算术 平均 值 全 相同 .求证 :所 有 ai， 
在 2 pl 都 相等 ， 


证 了 明 如 果实 数 1s 2 pr 其 有 题目 中 性 质 . 任 取 一 个 
实数 e, 那 么 p +1 个 实数 ea + aaz + easl+5 显 然 也 具有 
题目 中 人 性质. 因为 当 am + a 人 民 圭 后 (1 < j < p+ 1), 相 应 的 每 组 
的 算术 平均 值 都 增加 了 ec ,仍然 相等 . 取 

属 = 一 be OD 
那么 p + 1 个 实数 al + aaa + 2,… ,Girvt + 9 的 和 为 零 .为 简便 ， 
仍 用 a 表示 aj + all < jp +1), 因 此 我 们 有 

So =0 @ 


删除 某 一 个 实数 a; 后 ,余下 的 p 个 实数 可 以 分 成 算术 平均 人 
相等 的 + 值 .由 于 这 ,组 实数 的 算术 平均 值 相等 , 记 为 5. 那么 ,每 
一 组 内 全 部 实数 之 和 为 5 乘 以 这 组 实数 的 个 数 ,将 这 ， 组 全 部 实 
数 相 加 ,利用 公式 @@ 可 以 知道 这 + 组 全 部 实数 (p 个 实数 ) 之 和 为 
-ai 因此 有 


p=- 二 


痊 


二 = 一 
下 外 


在 这 r 组 实数 中 任意 挑 出 一 组 ,这 组 内 全 部 实数 个 数 小 于 等 
于 p - 1. 记 这 组 内 全 部 实数 为 on,ap,…, aj. 那么 ,利用 @, 有 


1 本 
a ® 
HY %) 也 


第 如 车 杂 是 
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式 回 左 端 无 .由 于 式 回 中 了 可 以 取 1,2.…,p + 1, 那 么 有 有 方程 心得 体会 拓 广 疑问 
组 


Ql + 有 有 2 十 “十 在 ] 操 
一 + -一 -一 一 一 


丰 =0 
在 2 Gn 十 Gm 十 ”二 Go 
2 + 一 一 一 一 = 
和 ® 


Bptl pl pr t+ py 
pp * p+1 = 

这 里 训 E 12:p -1,j = 1,2,…,p + 1,0s 全 部 取 自 集合 

| at G2 eps :将 51, 52,… ,apsy1 视 为 未 知 量 .方程 全 是 告 p+ 

1 个 未 知 量 的 线性 方程 组 . 式 加 的 系数 行列 式 


一 让 


2 


1 
Ds= pn = pl tps 国 
% 1 
pb 
这 里 r 是 非 负 整数 , 且 了 到 P's 是 一 个 正 整数 ,s,p 互 质 ,1 是 一 个 


整数 , | 1 | 与 p 也 互 质 ,由 于 p 是 质数 


1 # stmt 
因此 ,方程 组 @ 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 于 是 方程 组 @ 只 有 去 
解 , 即 

MH=0= "= =0 加 


因而 原来 题目 中 的 ls 人 25 ”人 全 相等 ,都 等 于 
1 


10.118 ”给 定 个 正 整 数 aj(l & jn) 和 且 al+ ea+ 二 


dn =2n, 邻 nri = a EN 和 Si = +ot+ G++ 
ai1: 这 里 1 是 非 负 整数 .求证 :对 任何 非 负 整 数 4 ,一定 有 一 
个 Si 存在 ,使 得 直 声 Si,1 Ea 六 + 2， 


证 阴 如 果 atl 起 了 所 n) 全 是 2, 则 St 一 Si = 2， 即 
Sn0 =2, 5 = 4, 312 = 6 3 = 2(1+ 1) 等 .这 里 j 是 一 个 下 
整数 ,1 < j < n,1 是 任意 非 负 整数 .于 是 对 任何 一 个 非 负 整数 4， 
《4,4 + 2] 内 一 定 合 一 个 Sj,. 


第 切 章 杂 是 


Chapter 10 Motley Frmrcinespraris 


下 面 考 蛋 正 整 数 oj(1 < < mn) 不 全 为 2 的 情况 .由 于 ma 个 正 
整数 和 为 2n , 且 不 全 等 于 2, 则 必 有 一 个 正 整 数 小 于 2, 另 一 个 正 
整数 大 于 2, 那 么 必 有 某 个 正 整 数 m = 1. 考 虚 

Sit = Gi airt + dir2 4 "+ itt D 
对 本 题 用 反 证 法 .如 果 存 在 一 个 非 负 整数 4,(4,4 + 2] 内 无 任何 
Si 下面 证 明 必 有 中 中 一 个 SEE (4,4+2]. 这 就 导出 了 矛盾. 
首先 ,由 于 Sio 三 和 ;一 1, 则 (0,2] 内 含 ai 因此 不 含 任何 Sil 的 
《4,4+2], 这 里 4 必 是 某 个 正 整 数 ,由 于 ae ,air2…'; Qin! 全 
是 正 整 数 , 则 一 定 能 找到 唯一 一 个 正 整 数 1 ,使 得 


Sl1 生 有 ,Si > A+2 [9 
由 于 
Si — Si = i DD 
从 加 和 加 .有 
ai > 2 中 


记 i+t l= j(mod n), 这 里 j= 1,2,…,n. 对 每 个 等 于 1 的 a;， 
对 应 有 了 唯一 一 个 a; > 2 满足 全 和 加 . 记 a ,0 ,… 是 ai] 到 
1 sa) 中 对 应 同一 个 a; > 2 的 等 于 1 的 正 整数 全 部 ,这 里 计 < 
有 
1 下 
Qt 二 > +2 
i 坟 
G+ Get + Git2+ "二 > 有 有 +2 © 
i + lt +1 
本 十 本 
要 注意 , 这 里 下 标 证 ,i2,…,i 不 一 定 比 下 标 j 小 , 因为 对 j 已 
mod may or, Gi 都 出 现在 加 的 第 一 ,二 个 不 等 式 的 左 端 , 由 


于 a =1, 从 式 @ 的 最 后 一 个 不 等 式 ,有 


i +1 十 + "+ 全 守 4 +2 地 
Ge 二 A+2 人 
但 是 ,利用 名 的 第 一 个 不 等 式 ,有 
1 是 @ 
从 式 名 和 图 ,有 


本 > al+@+ 个 


心得 体会 拓 广 疑问 
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tes 


那么 ,利用 晤 ,有 心得 体会 抵 广 话 问 
ata tort +m) > 2(k+1) 0 
对 所 有 等 于 1 的 正 整数 ,可 以 分 成 车 于 组 ,每 一 组 对 应 上 述 一 
个 a; > 2, 将 这 个 a; 并 人 这 组 ,对 每 组 有 一 个 不 等 式 @ 类 型 的 不 
等 式 , 不 等 式 的 右 端 是 左 映 项 数 的 2 积 , 剩 下 可 能 有 一 些 wj > 2， 
不 属于 上 述 各 组 ,将 这 些 4 一 个 数 分 一 组 ,于 是 个 a ,ez 
全 部 分 成 有 限 组 ,每 一 组 对 应 一 个 不 等 式 , 左 端 为 这 组 内 全 部 正 
整数 之 和 , 右 端 为 组 内 正 整数 个 数 的 2 倍 , 左 端 大 于 等 于 右 端 ,将 
这 些 不 等 式 全 部 相 加 ,利用 网, 应 当 有 
A+ 02+ + > 2n 全 


这 与 题 上 月 条 件 牙 上 盾 . 


10.119 ”确定 所 有 正 有 理 数 组 (zx ,y,z), 使 得 * +y+ z, + 
+ 二 和 和 xyz 都 是 整数 (这 里 x < y < z). 


1 
和 


解 ”由 于 
可 +3+ 和 = (+ 名 
所 以 wy + r+ rx 也 是 整数 . 令 
Fu) = (wu x){(u -yu z) = 
wt 
f(u) 是 整 系数 3 次 多 项 式 .由 于 x,y,z 是 碎 &) 的 3 个 正 有 理 数 
根 , 记 


:= 和 @ 
a, 上 5 是正 整 数 , 日 a,5 互 质 .将 辐 代 人 名 ,有 
0 = pAE)= Est 
(xy + y+ 22) ob — xyzb? 四 


式 四 右 端 第 二 大 项 ,第 三 大 项 和 最 后 一 项 都 是 素数 ,那么 生 必 是 
整数 .由 于 a,8 互 质 , 则 上 = 1,x = a,9 为 整数 . 同 理 ,y,z 也 为 整 


数 . 
由 于 xx 过 y 近 > 
“=1 光一 上 
和 全 上 
z=1 了 一 了 


是 满足 题目 条 件 的 两 组 解 ， 


第 怒 章 杂 昨 
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当 = 1 时 ,由 于 1+ 十 + 二 是正 整 数 , 则 了 + -也 是 正 整 心得 体会 扰 广 话 问 
数 .如 果 y > 3, 则 zy > 3, 二 + 二 二季 .因此 当 * = 1 时 , 仅 
公式 全 列 出 的 两 组 解 . 
当 * = 2 时 
学 一 了 省 二 全 
=> 了 ® 
省 二 z=4 
是 两 组 解 . yy 
二 < 1, 这 与 二 + 二 + 二 是 一 个 正 整数 予 拓 . 因此 x = 2 时 ,公公 


式 图 列 出 两 组 解 . 
当 x = 3 时 
X= 3 =3,5=3 全 
是 满足 题目 条 件 的 一 组 解 . 
当 x*s3 及 y34 时 ,由 于 xy34: 则 
1 1 1 1 1 


1 1 1 1.1_ 1 
+y+zS3+4+4=12<1 @ 


这 与 上 + 十 + 十 是 正 整数 矛盾 
综 上 所 述 ,满足 本 题 的 全 部 解 就 是 @,@,@ 列 出 的 5 组 . 


10,120” 正 整数 a1, a2,…,azoos( 可 以 有 相同 的 ) 使 得 吕 ， 


.路 商 两 不 相等 , 问 :ol ,aaazm 中 最 少 有 多少 


在 2 006 


个 不 岗 的 数 ? 


解 el,ez,…,aam 中 最 少 有 4 个 委 不 相同 的 数 . 

由 于 特 个 互 不 相同 的 正 整数 两 两 比值 至 多 有 45 x 44 + 1 = 
1 981 个 , 故 &1, 642,… ,azo 中 互 不 相同 的 数 大 于 45. 

下 面 构造 一 个 例子 ,说 明 46 是 可 以 取 到 的 ， 

设 站 pa,pw 为 特 个 互 不 相同 的 素数 ,构造 eaa……， 
如 2 006 如 下 

Pis Pis Pas PIs P33 P23 BP3r Pl Par P39 Par Pas Pas Pl 
Pis Per Pl-is Pts Pe2s Par" sDPrs Ps Pk Pl 
PisPasr PAs Pa PA P45 P45 P21 P45 D1? 
PaarPar Dar Par pa PH Pa: pas 


这 2 006 个 正 整数 满足 要 求 . 
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所 以 他 1， D2" 2 006 中 最 少 有 斩 个 互 不 相同 的 数 . 心得 体会 孝 广 疑问 


10.121 设 n 为 正 整 数 , 求 并 证 明 最 小 的 正 整 数 二 ,使 得 它 
不 能 表示 成 》(- 1)%25, 其 中 a 和 如 (i > 1) 是 非 负 整 数 . 


解 设 4. = { 立 (- 1)s25 | ai, 5&; 为 非 负 整数 }. 先 证 明 4 
的 几 个 性 质 . 
如 果 m E 4 ,那么 
2 mE€ A, 


证 明 : 设 m = > (- 1)s2%, 则 


mn = DD EA 
让 至 
如 果 mm 本 有 ;那么 
m € 1 


证 明 : 设 m = 症 (- D25, 册 


六 = D- D2 + CD25 +【《 一 w+122 € A 
不 难 证 明 : 
如 果 m E 4 ,那么 
4m ~ ld4m,4m + 1,4m +2E 4 
如 果 2m E 4 ,那么 
mE A, 
如 果 2* .mE 4 那么 
mt A, 
如 果 mE€ 441,m 是 奇数 ,那么 
由 +1E 丰 或 下- 工 生 机 
设 /(a) = 2 全 + 16(n) = 全, 风 
fn+l) = 2gtn) + 1,f(n+1) =4An -1 
gln-1)=2n) -1,g(n+1) = 4e(n)+l 
可 以 证 明 


1,2,.°°7,f(n)} -1€ A, + D 
fln), g(tn) FA, 四 


由 中 ,@ 得 到 ,所 求 最 小 值 为 A/(n) = 24 了 +1. 


10.122 。 求 所 有 的 正 整 数 *,7,z, 使得, 2 + 2 + 
2 005 
205 是 整数 


解 首先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 ” 若 p,g,r 和 s = vp + Yqg +Yr 是 有 理 数 , 则 /p,q， 


Yr 也 是 有 理 数 . 
引 理 的 证 明 。 由 于 (Yp +Y9)? = (s -Yr), 可 得 


2Vpg =92+r-p-g-2sy 


平方 后 可 得 
4pg = M+ 45r - 4Ms yr 
其 中 M= +r-p-4>0 
于 是 ,Yr 是 有 理 数 ， 
同 理 ,Wp ,Vg 也 是 有 理 数 . 
下 面 证 明 原 题 . 
假设 x,y,z 是 满足 条 件 的 正 整数 ， 则 /二 0 Wy 
2 005 
2 905 9 汶 有 理 数 


/2 a 
x+y 三 六, 其 中 a4; 也 互 质 .于 是 


2 005b? = (x + y)a’ 
从而 ,a? 整除 2 005, 进 而 有 a = 1. 
因此 ,x + y = 2 00542. 
同 理 可 设 x + x = ?2005e 7 + 2 = 2 005¢. 


代 人 原 表 达 式 知 十 + 上 + 十 4 是 正 整数 ， 其 中 5,e,d 是 正 整 


因为 工 + 二 < 3, 下 面 分 情况 讨论 
四 了 = 3 时 , 则 


boar ysis 200 
没有 正 整 数 解 . 
四 +2 时 , 则 boed 中 一个 和 和 1 男人 
于 2， 不 存在 清 下 各 全国 人 yz 
(3) 当 二 + 二 + 了 _ 1 时 .不妨 设 5 1 于 是 有 


心得 体会 拓 广 疑问 
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1 上 1 YW 
宇 记 + 人 + 本 = 1 所 以 4 = 2 或 3. 


i 4d = 3, 则 5 = ec = 3, 不 存在 满足 条 件 的 x,y,z. 


ii Gg = 2, 则 ec > 2, 且 2 > 二 + 二 = 二 所以。 = 3 或 4. 


若 e = 3, 则 8 = 6, 不 存在 满足 条 件 的 x,y,z; 

若 c = 4, 则 8 = 4, 存 在 x = 14x2005 = 28070,y = z = 
2x2005 = 4 010, 满 足 条 件 . 

综 上 所 述 ,x ,7y，,z 一 个 为 28 070, 另 两 个 为 4 010. 


10. 123 求 表达 式 二 + 下 + 十 的 最 大 值 ， 其 中 上 ,m,n 为 正 整 


数 , 且 去 ole 


1 1 1 

解 设 允 = 友 + 吉 十 站 

不 失 一 般 性 ,不 妨 设 上 < 严 过 mi， 

天 分 = 2 3. 上 >> 4 三 各 情况 讨论 

(Dk = 2. 因 为 + 二 + 二 < 1, 则 mm > 2. 

分 别 考虑 mm = 3 = 4,m > 4 三 种 情况 ; 

i 当 m = 3, 由 广 + 寺 + 二 < 于 即 1 < 二 ,得 n > 6. 由 
中 =7 了 得 并 的 最 大 值 为 


i 当 m = 4, 由 方 + 证 + 证 < 4 即 二 < 十 ,得 n > 4. 由 
-5 得 # 的 最 大 什 为 


放 车 mw > 4, 由 于 证 + 二 + 二 < 二 + 了 + 二 = 上 得 5< 
丙 迄 nn 由 n= mm -5 得 相 的 最 大 信 为 
1 1 1 9 


2+5+5710 
(2)k 人 = 3,m > 3 两 种 情况 ; 
| 著 m = 3, 由 本 地 + 二 <1, 即 二 < 二 ,得 n>3. 由 
和 的 


和 车 m > 3, 由 n= m = 4 得 赣 的 最 大 值 为 喜 ， 


心得 体会 拓 广 妖 问 


第 20 章 杂 ”是 


Chapter 10 Motley Exerciseapraxis 


(3)E 3 4, 因 为 
1 1 1 1 1 1 
+m+n 人 + 车 +4<1 

由 n=m= 上 =4 得 MM 的 最 大 什 为 
1 1 1 


41+414 
以 上 给 出 了 满足 十 + 十 + 二 < 1 的 所 有 可 能 性 .因此 ,满足 所 给 
条 件 的 MM 的 最 大 值 为 4 


10.124 ” 求 最 大 的 整数 4 ,使 对 于 由 1 到 100 的 全 部 自然 数 的 


任 一 排列 ,其 中 都 有 10 个 位 置 连续 的 数 ,其 和 大 于 或 等 于 4. 
(波兰 数学 竞赛 ,1970 年 ) 


解 ” 设 0 = (aaam) 是 从 1 到 100 的 全 部 自然 数 的 
任 一 排列 , 令 


A = ,ma > 4 中 
于 是 ,排列 s 中 有 某 雹 个 连续 项 之 和 等 于 4, ,而 其 余 任 何 连 
续 1 项 之 和 都 不 大 于 4.. 
因此 ,本 题 归结 为 求 数 
起 = minAs 全 


由 数 4 的 定义 有 
A + 


A 3 QH 十 I++ Cm 


A 9 + dg + "+ Gm 
将 这 些 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
104 = a+tat"+am=l1+2+""+100=500 
因此 ,对 于 任何 排列 s, 有 不 等 式 
4 3 505 
由 人 又 有 
A = 505 二 
现在 考察 由 1 到 100 的 自然 数 的 下 列 一 种 排列 = (al， 
Ga2， 1000 
100,1,99,2,98,3,97,4,."…,51,50 
这 个 排列 可 用 下 列 关 系 式 给 出 ; 
gmt = 100-n ,0<nec 和 ee 
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ar = 下 ,lencH0 心得 体会 拓 广 疑问 
我 们 证 明 这 个 排列 的 任何 10 项 之 和 不 大 于 505， 
事实 上 ,如果 这 连续 10 项 的 首 项 下 标 是 个 数 站 ,那么 
3 = G2 十 G2krt + 十 2849 = 
(a8 + Gap12 十 … + 2448) + (O2841 + G2k43 + 7 + Goks9) = 
C+ 
(C100 - EE) + C100 -1) + + (100- -4)) = 500 
如 果 这 连续 10 项 的 首 项 下 标 是 奇数 24 + 1, 那 么 
B23 = G2krl + G2k+2 + + 2k+I0 = 
(28 + G2k41 十 … 二 C249) + G2k410 一 G24 = 
Si + (4 5) -k= 505 
于 是 ,我 们 证 明了 排列 z 的 任何 连续 10 项 之 和 不 大 于 505 ,并 
且 可 以 等 于 505. 
从 而 由 四 得 
A 05 @ 
于 是 由 加 ,加 得 4 = 505. 


10.135 设 1 < es<sn, 则 存在 k1< 上 sse) 个 正 整数 *， < 
x2 < < 加 ;使 得 


D 


1 2 
Cl 所 n 
如 果 = , 则 人 @ 已 求 得 ;如 果 过 二, 则 x， > 1, 令 
开工 _ -nm 9 
n x nx nl 
其 中 Gx 一 有 = a>0 
由 于 xi 的 最 小 性 ,有 元 上 > 二 ,项 oxi - n< a, 即 al < ai 再 
设 xz 是 最 小 的 正 整 数 使 得 
工 _ a 
X2 所 Ti 


如 果 小 = 汪 , 则 式 中 已 求 得 ;如 果 上 二 , 则 


x >1 


第 如 章 家 是 
Chapter 10 Motley Exercisespraris 


GL 1 -MM 2 心得 体会 拓 广 疑问 
nx x Li 一 mx 
其 中 az 一 PXI = ta > 0 
由 于 一 上 > 2 , 故 az < al < a. 如 此 继续 下 去 ,可 得 a > a1 > 
Ya 一 PEY1 


ay 和 > 本 =0, 而 1 三 丰 <e, 且 存在 上 个 正 整数 zx < 
xs < “<< 入 :使 得 中 成立， 


10.126 设 N = ,其 中 性 = 1 或 -1,k =1,2,…,60. 
证 明 ; w 不 是 一 个 整数 的 五 次 方 . 


(波兰 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


证 明 用 反 证 法 . 
假设 N 是 某 个 整数 的 五 次 方 ， 
不 妨 设 em = 1, 否 则 em = - 1, 可 考虑 - 让, 令 
贞 和 兰 (600 3 三 604 三 60 
则 N < 0 + 59. 59% < 0 4 O00 - 


x + x < (x+1)5 


及 N > 60 -59.5 > 435_ w= 
(x i) + Sx -10c+10x -4xz+1> 
(x ~- 1) 
这 时 由 (x -1 <Ne(x+1) 
及 六 是 一 个 整数 的 五 次 方 .所 以 
N = ,NI = 
从 而 就 有 
Pe = OD 
然而 
[San | 9 -| Don | > S59 -58.58 > 
k=l k=l 
59% -59% = 0 ® 


中 和 人 名 蔬 盾 ,从 而 N 不 是 整数 的 五 次 方 . 
10.127 ” 试 证 :对 于 任意 给 定 的 正 整数 ,上 必 有 唯一 的 一 对 整 
数 天 和 1,0 < 1 < 使 得 n = 二 kh(k 一 1)+1. 

(中 国 北 京 市 高 中 教学 竞赛 ,1964 年 ) 
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证 明 。 当 h = 2,3,4,… 时 , 考 上 (~ 1) 都 是 正 整数 , 目 数列 | “合体 会 括 广 大 间 
1 1 1 
F202-D).F'3.(3- D3 4 (4-1), 


是 无 界 递增 数列 ， 
对 于 尾 意 正 幕 数 上 ,上 述 数列 中 只 有 有 限 个 数 不 大 于 n, 把 这 


有 限 个 (不 大 于 n 的 ) 数 中 之 最 大 者 记 作 广 Ck - 1) ,那么 
ED) sn< 二 (+D 
由 此 0gn- 方 h(k 一 1) < 二 (K+ DE- 廊 hk-1)=& 
令 1 = 一 二 E(k 一 了 ), 则 0 < 1 < 名, 而 


n= Dk(k-1)+! 


可 见 , 合 乎 要 求 的 整数 和! 是 存在 的 . 

下 面 证 明 合乎 要 求 的 整数 对 (4, 了) 是 唯一 的 ， 

设 有 (有 和 (2 六) 黄 对 整数 都 合乎 要 求 ,假如 kl < Fz, 
那么 

入 与 (1 一 1) + i cc pL - 1) + kl = 


六 (和 + 本 广 嫩 (1 二) + 


这 个 矛盾 说 明 El 不 会 小 于 22. 同 理 ,上 总 不 会 小 于 Kl. 
于 是 和 = 总 ,由 此 


1 1 
= 于 一 六 站 (一 了 = n- Tk(k -了 = 


这 就 是 说 , ,i 及 ko, 上 ,这 两 对 整数 必定 完全 相同 , 即 合乎 
要 求 的 整数 ,1 只 有 一 对 ， 


10. 128 能 否 将 2 写成 这 样 的 形式 2 = 二 + 二 +… + 1 


nioma” 
其 中 Rls R24" Ry 974 是 不 同 的 自然 数 ， 
{ 基 辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


解 ”首先 1 可 以 写成 三 个 分 子 为 1 的 分 数 之 和 ， 


于 是 


注意 到 恒等式 


第 切 车 杂 题 


Chapter 10 Mntley 了 Exerciaeapwaxis 637 


1 1 1 1 心得 体会 拓 广 疑问 
6k = DE + 208+30 ® 
了 到 = 1 = 怠 , 则 
1 1 1 1 
6 = 这 + 加 + 幼 
代入 中 得 
1 1 1 1 1 ,1 
= T+F+3+12+20+36 ® 
从 而 2 化 为 6 个 分 数 之 和 . 
家 大 = 玉 = 5, 则 
1 1 1 :1 
36= 的 +100+15 
代入 加 得 
2 = 十 + 二 + 二 + 下 + 为 + 而 + 商 + 页 由 
从 而 2 化 为 8 个 分 数 之 和 . 
再 取 = 呆 , 代 人 加 得 到 150 的 分 解 式 代 人 图 从 而 得 到 10 个 
分 数 之 和 为 2. 


进一步 取 让 = 另 , 下 ,5 ,每 一 次 都 使 式 QD 增加 两 个 新 的 
不 同 项 ,于 是 经 过 这 样 的 985 次 代 换 就 使 2 化 为 
985 .2+4= 1974 
个 分 子 为 1 的 分 数 之 和 . 


10.129 证明 ;在 任意 32 个 整数 中 , 必 有 两 个 数 ,它们 之 和 或 


差 被 100 整除 . 
(英国 数学 奥 林 苞 元 ,1966 年 ) 


证 明 “将 除 以 100 时 可 能 得 到 的 100 个 余数 分 成 红 1 组 :10}， 
11,99)} ,12,98} ,… ,149,51} ,1501 .因为 有 52 个 数 ,所 以 由 抽 屡 原 
则 , 必 有 两 个 数 ,它们 除 以 100 的 余数 落 在 同一 组 , 这 两 个 数 即 是 
所 要 求 的 ,因为 如 果 它 们 的 余数 相同 , 则 它们 的 差 被 100 整除 ,如 
果 它 们 的 余数 不 同 , 则 它们 的 和 被 100 整除 . 


10.130 ”已 知 p 是 奇数 , 目 方程 x2 + px - 1 = 0 的 两 个 根 为 
xi,*2. 证 朋 ; 对 任何 整数 守 0, 数 吉 + 台 和 +1+ 翅 1' 是 互 
素 的 整数 . 


(波兰 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 ， 
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n= 人 心 时 
旭 + 允 =0 
Xl1+ XI = 一 入 
因为 p 是 奇数 , 则 (2,p) = 1, 于 是 x9 + 戏 与 x| + %2 互 素 . 
假设 整数 好 + 堆 与 邓 + 芍 *! 互 索 , 我 们 证 明 x3+1 + 息 *1 与 
针 芝 + 如 * 王 这 ,事实 上 
《+ 
将 x1 + x2 = ~p;x1x2 =-1 代 人 得 
+ p+ 
由 于 过 + 戏 与 妈 + 妈 是 整数 ,所 以 好 4 + 地位 也 是 整数 ， 
并 且 好 位 + 好 拉 与 丰 +1 + 邓 41 的 公约 数 也 是 媒 + 凤 的 约 数 ， 
因而 也 是 a + 37 与 寻 + 灿 的 公约 数 ,由 归纳 假设 ,x27! + x3+! 
与 好 + 垃 下 素 , 所 以 和 4 直人 与 和 t+ 戏 引 也 互 素 . 
于 是 对 所 有 非 负 整数 ,命题 成 立 . 


10. 131 ”在 绝对 值 不 超过 2m - 1(m 是 正 整数 ) 的 任意 2m + 
1 个 两 两 不 同 的 整数 中 ,求证 ;可 以 找到 3 个 数 , 它 们 的 和 为 


零 . 


证 明 “对 正 整数 m 用 数学 归 绵 法 . 

当 m = 1 时 ,绝对 值 不 超过 1 的 任意 3 个 两 两 不 同 的 整数 ,只 
能 是 - 1,0,1 三 个 数 , 它 们 的 和 当然 是 零 .题目 结论 成 立 . 

设 当 正 整数 m = 站- 1 之 2) 时 ,题目 结论 成 立 . 当 m = 上 
时 , 考 虚 2k + 1 个 绝对 值 不 超过 2k - 1 的 整数 组 成 的 集合 4. 如果 
在 其 中 存在 2 - 1 = 2(k - 1) + 1 个 绝对 值 不 超过 2k -3 = 
2( 上 一 1) -1 的 数 ,由 归纳 法 假 投 ,可 以 找到 3 数 ,其 和 为 登 . 

如 果 在 其 中 挛 少 含有 3 个 笔 对 值 超过 2# - 3 的 不 同 整 数 .3 个 
整数 绝对 值 超过 2 - 3, 叉 不 超过 2k - 1, 只 有 以 下 四 种 可 能 . 

(1)25 — 1, ~ 2k + 1,2k -2; 

(2)2k ~ 1, -2E + 1,2- 2k; 

(3)2k -1,2k - 2， -28 +2 不 会 -2k+1, 和 否则 归 入 (1)); 

(I -~ 2,2k - 2. -~ 2k + 2( 不 会 2 -1 否则 时 人 (1)). 

在 情况 (1) 中 ,我 们 考虑 24 - 1 个 整数 对 {1,24 -2),(2,2k - 
3) (一 1) 以 大 10, 2k + 1),(- 1, 2k +2),(- 2, 
一 2k +3) 一 下 + 1 一 不 ), 这 4 上 -2 个 整数 ,加 上 整数 24 -1 
是 绝对 值 不 超过 2 - 1 的 全 部 整数 . 由 于 取 24 + 1 个 绝对 值 不 超 
过 2k - 工 的 整数 , 则 至 少 有 2 个 整数 取 自 上 述 24 - 1 个 整数 对 . 
那么 ,上 述 24 - 1 个 整数 对 中 ,至少 有 一 对 整数 同时 被 取 到 . 如 果 


心得 体会 折 广 疑问 


Chapter 10 Modey Exercisesprmds 


这 一 对 整数 是 (1,2k -2 ,22 -3),…,( 上 -1,k) 中 一 对 ,由 于 
这 一 对 整数 和 为 站 - 1, 在 情况 (1) 中 再 取 一 个 整数 -- 24 + 1, 出 这 
3 个 整数 和 为 零 ,如 果 这 一 对 整数 是 (0, - 2k +1),(-1, -2k+ 
2 人 (下 +1， - 大) 中 一 对 整数 .由 于 其 和 为 - 2k + 1, 则 在 情 
况 (1) 中 再 取 一 个 整数 站 - 1, 这 3 个 整数 之 和 为 零 ， 

在 情况 (2) 中 , 考 埋 2& - 1 个 整数 对 (1,2 -2k),(- 2,3 -2k)， 
(C3,4—28) ,0 k+l, -Ek), 以 RO,2k - 1),(1,2k — 2),., 
{5 一 1,k) .注意 前 上 -1 对 整数 对 中 ,每 对 整数 之 和 为 -2k+1, 后 
上 对 整数 对 中 每 对 整数 之 和 为 站 - 1. 上述 48 -2 个 整数 ,再 加 上 
整数 - 站 + 1 是 绝对 值 不 超过 2k - 1 的 全 部 整数 .由 于 取 2k+ 1 
个 绝对 值 不 超过 2& - 1 的 整数 ,那么 至 少 有 24 个 整数 取 自 上 述 2k 
-1 工 对 整数 .那么 雍 少 有 一 对 整数 同时 被 取 到 ,如果 是 前 上 -1 对 
中 的 一 对 整数 , 则 再 添加 一 个 整数 25 -~ 1, 那 么 这 3 个 整数 之 和 为 
等 .如 果 是 后 对 整数 中 的 一 对 整数 , 则 添加 一 个 整数 - 24 + 1， 
同样 有 3 个 整数 之 和 为 零 ， 

在 情况 (3) 中 ,考虑 24 - 2 个 整数 对 (0,2k -~ 2),(1,2k - 3)， 
{22k — 4), {3,2k - 5) CE -2k 1, -2k + 2),(- 2, 
一 2 +43) 上 +1, 上 上 ) ,这 4 上 一 4 个 整数 再 加 上 大- 1,2k 一 1， 
-~ 2k 4 1 是 弟 对 值 不 超过 2k - 1 的 全 部 45 - 上 个 整数 . 由 于 不 含 
- 28 +1, 则 取 2x + 1 个 绝对 值 不 超过 25 -1 的 整数 ,至 少 能 取 到 
上 述 一 对 整数 .如果 是 前 上 - 工 对 整数 之 一 , 则 再 了 到 整 数 -2k + 2 
如 果 是 后 -1 对 整数 之 一 ,再 取 一 个 整数 2 - 1, 题 目 结论 域 立 . 

在 情况 (4) 中, 考虑 2k - 2 个 回 数 对 (1,2k -2), (2,2k - 
3) ye Ck ,EO0, — 2k +2),-1, -2k+3),(— 2,— 2k+ 
4) + 和, 这 4 一 4 个 输 数 加 上 -上 kt+1, 2k+1， 
2k - 工 是 绝对 值 不 超过 28 - 1 的 全 部 整数 , 取 25 + 1 个 弧 对 值 不 
超过 24 -1 的 整数 ,但 不 含 2k - 二 刚 这 28 + 1 个 整数 中 , 必 至 少 
会 有 上 述 24 - 2 个 整数 对 中 一 对 整数 ,如 果 这 对 整数 是 上 述 前 到 
-1 对 整数 之 一 , 则 再 取 一 个 整数 - 2 + 1, 如 果 是 后 -1 对 整 教 
之 一 , 则 取 整 数 2 - 2, 题 目 结论 成 立 ， 


10.132 ” 问 是 否 存 在 正 整 数 n > 1, 使 得 2 个 正 整 数 1,2， 
3,…,m2 能 适当 地 放 人 一 张 a x 5 的 方 格 表 中 ,每 个 方 格 内 放 


人 一 个 正 整 数 ,使 得 每 一 行 被 放 人 的 = 个 正 整 数 的 乘积 都 是 
相同 的 ? 


证 明 ”如 果 存 在 一 个 放 入 法 ,满足 题目 条 件 . 
把 每 一 行 被 放 人 的 个 正 整数 的 乘积 记 为 a,a 是 一 个 正 整 
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数 .将 这 方 格 表 中 被 放 人 的 所 有 正 整 数 相 嫌 ,依照 题目 条 件 , 应 有 心得 体会 拓 广 颇 问 
《my1 = a" 中 
利用 怕 特 朗 ~ 切 比 雪 直 定理 ,在 (n,2n] 内 必 有 一 个 质数 p， 
那么 ,利用 中,p 必 整 除 a. 因 此 ,p* 整除 qr. 由 于 p > n, 则 np > 
nz ,因此 (at 中 含 p 倍数 的 因子 全 部 至 多 为 p,2p,3p,…,(n - 
lj)p, 即 (n+ 中 了 的 者 次 至 多 为 mn ~ 1. 因 此 pr 不 整除 (m2)1, 这 与 
等 式 中 矛盾 . 
因此 ,不 存在 正 整 数 n > 1 ,满足 题目 条 件 . 


10.133 设 e,5,c 是 整数 ,求证 :存在 整数 pl,gi ,ripavgz， 
rz 洽 足 


qT2 ~ 9271 


好 
也 门 另 2 T2P1 
C = p192 ~ Pagl 
{第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


证 明 (1) 车 a,b,e 中 至 少 有 一 个 为 0, 不 妨 设 = = 0, 取 
pl =p=-b9q=g= G71 = 1,r2 = 2. 

则 满足 题 设 的 等 式 ， 

(2) 若 a,48,c 均 不 为 0. 

设 (a,5) = r, 则 存在 整数 x,y 使 


x0+=r 


6 
令 中 = 人 
好 
422 = :Tl =-r,rr=0 
则 gtm -gr = oy 0+ r=a 


mp2- mp =- r(- 2)-0.0= 6 


= 
PR 一 pg 二 cc 7 了 +T 人 = r =£ 


10.134 设 n,m, 上 都 是 正 整 数 , 且 m ss .求证 ;如 果 1 +2+ 


3+ "+= mk, 则 可 将 1,2,3,…,n 分 成 组 ,使 得 每 一 组 数 
的 和 都 等 于 m. 


证 有 明 ”对 n 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,由 题目 条 件 , 有 
mk =1, 则 ms = 1 = 1 结论 当然 成 立 ， 
人 根 设 对 一 切 正 整数 nn < no, 结 论 成 立 ,考虑 nn = mo 情况 ,这 里 
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no 是 某 个 固定 正 整 数 .由 于 m > nn = m, 分 以 下 四 种 情况 证 明 本 
题 ， 
(1 当 m = no 时 ,由 于 
1+2+3…+no= mk = nok OD 
那么 
4 = 二 (mo + 1) ® 


由 于 上 为 正 整 数 , 从 上 式 , 知 no 必 为 奇数 .我 们 将 1,2,3,… ,nm 分 
成 以 下 若干 组 ,每 个 圆 括号 表示 一 组 
(1, no 一 1),(2, no 一 2),(3, no 一 3) ,0 , 


(二 Cno -DD, 字 (no + D)) ,Cm) 四 
从 式 图 可 以 看 出 ,一 共有 立 (no + 1) = 大 组 ,每 组 内 正 整 数 和 为 
mo; 而 mm = m, 题 目 结论 成 立 . 
(2) 当 m = no+ 1 时 ,由 题目 条 件 ,有 上 = 当 n0, no 必 为 偶数 . 
将 1,2,3,…, nq 分 成 以 下 广 no 组 
(ln0), C2.n0 ~ 1),(3,n0 -2) ,7, (nos 志 n0 +1} @ 


每 组 内 正 整 数 和 为 no + 1 = m 也 满足 题目 要 求 ， 
(3) 当 m = 2mw 时 ,由 于 题目 中 条 件 , 有 


1 
1 - n+ ) ® 
那么 ,利用 m = 2no, 有 
ke 让 (no+1) @ 
邯 . 
nn 六 4 下 一 1 全 
利用 加 ,立即 有 
pn-28+132>0D @ 


1+2+3+…+(-25) = (1+2+3+" + no)— 
((no — 2E +1) + (no—2k+ 
2 + … + nm) = 
kim — kl2no — 2k + 1) ® 
上 式 右 端 能 被 整除 .利用 @, 我 们 有 
tm 2+) © 


令 m” = mo- {2no-2k+1) 0 
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从 图 , 曲 和 人 电 , 有 . 
m* -= t+ (ne 一 2 有 
归纳 条 件 满足 ,由 归纳 法 假设 ,1,2,3,…，,no - 2 可 以 分 成 上 
组 ,每 一 组 和 都 等 于 m* , 剩 下 数 no - 2 下 +1,no 一 2 天 +2， no 一 
1, mo 一 共 2 个 数 ,可 以 分 成 组 ,每 组 两 个 数 ;( ro, no -2k + 1)， 
{no—1,no—2k+2),. (nm — k,no—k+ 1) .每 组 两 个 正 整 数 之 
和 都 等 于 2no - 2k + 1 ,再 将 这 上 组 数 中 每 一 组 与 前 面 上 组 数 中 每 
一 组 任意 配对 ,合并 为 一 个 新 组 ,这 样 就 能 得 到 上 个 新 组, 每 个 新 
组 内 全 部 正 整数 之 和 都 是 m”+ (2no - 2 + 1) = m( 利 用 公式 
和 二 }. 这 就 是 题目 的 结论 . 
(相当 no+rl<m< Dm 时 , 当 m = 2 EN), 那 么 


1< 二 (mt+D <t<n 


利用 题目 条 性 ,有 
1+2+37+ 于 7120 = 2 大 必 
利用 式 收 , 有 
n(no + 1) = 了 未 Ey 
利用 刚才 叙述 上 的 取 值 范围 ,有 
村 (no+D < 下 < 十 ma DBD 


由 于 在 开 区 间 (1 ,mn) 内 , 则 先 拿 掉 no -上 组 和 为 2# 的 二 元 
数组 (5 -11,1 + Dt -2,t+2),… (2t -not+l,no-1),(2t- 
no mo) ,公式 他 两 端 剩 下 有 

1+2+3+" + (26-no-1)+r= im-2i(mwm-t) 略 
利用 m = 2 将 上 式 左 端 最 后 一 项 上 移 项 后 ,有 

1+2+3++f2t-nm-li) = :2k-2m+2:-1) 人 D 
令 

k* =2k -2no+21-1 他 

则 从 总 和 起 有 
1+2+3+…+(2-m-J) = 起 “ 人 @ 
由 于 ft < no0; 则 二 >2t-nm-1 和 2i:-m-1l< no 式 四 中 :5 相 
当 于 题目 中 m,k" 相当 于 题目 中 名 ,因此 ,利用 归纳 法 假设 ,可 将 
1,2,3,… ,21 - no 一 1 分 成 组 ,每 一 组 数 的 和 都 等 于 ,从 式 侈 
知道 ,kk” 为 奇数 .+ 一 个 数 也 为 一 组 ,那么 1,2,3,…,21 - no 一 1， 
1 这 些 数 可 以 分 成 ”+ 区 偶数 ) 组 ,每 组 数 之 和 都 为 ;, 将 这 
k”+1( 侦 数 ) 组 数 , 每 两 组 合并 为 一 个 新 组 , 则 可 以 合并 为 
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二 ("+ 1 个 新 组 ,每 个 新 组 全 部 正 整 数 之 和 为 25. 于 是 ,全 部 1, | 。 “入 体 会 帮 广 炮 站 
2,3,…, mo 可 以 分 成 若干 组 ,每 组 和 为 24. 这 些 组 的 数目 是 
(no D+(k +D) = 


(not)+ (kno+1) = kK( 利 用 蛤 ) 
当 m = 21+1 时 ,由 于 no+1 < 21+1 < 2n0; 则 整数 ;满足 


Mn 


利用 题目 条 件 , 有 
1l+2+3+"+ m= (2t+ 1)F 全 


由 于 上 在 开 区 间 | 加 ,no - 十 ] 内 , 则 先 拿 掉 (4,: + 1 ，( -1,1+ 


2) (2 +2- Ro no -1),(21+1 ~ noyno) 一 共 m -个 二 元 
数组 ,这 些 二 元 数组 和 都 为 2: + 1, 拿 掉 这 些 数 后 ,公式 车 两 端 还 
剩 下 

1+2+3+…+f(2 -no = (2+1l-n+ti 名 
令 上 = 大 -n+ 所 由 于 24 一 no < no2t -no<2t+1;, 则 2:+ 
1 相当 于 题目 中 m,2: - no 相当 于 nn, - mm + 相当 于 8 ,利用 归 
纳 法 假设 1,2,3,…,2: - no 可 分 成 k- no + 1 组 ,每 组 和 为 21 + 1， 
于 是 所 有 1,2,3,…, no 全 部 数 可 以 分 成 (no - 缚 +(E- 各 + 和 = 
上 组 ,每 组 和 为 24 + 1. 


10.135 ”人 根 设 N* = 路 (8k + 也 ,这 里 并 是非 负 整 数 ， 
【1 求证 :存在 无 限 煞 组 不 同 的 正 整 数 (a,5,c,d,e) ;使 
得 


Ne* m+h+e +t+d+ter 


bcde + 1 
(2) 求证 :; 设 有 正 整 数组 (a, 5 ,c,d), 使 得 
Pi 


N = od+l 


证 明 ”我 们 先 证 明 N* 不 能 表示 成 三 个 整数 的 平方 和 . 用 反 
证 法 , 设 存在 三 个 整数 *,y,z, 使 得 
上 ”= 好 中 
我 们 知道 8 DCE EE N) 必 是 偶数 , 则 
{2k -1)2 = 4k(k -1) +1 = 1(mod 8) 
一 个 偶数 的 平方 除 以 8 必 余 零 或 4. 如 果 = 0, 则 
mw” = Bk +7 = 7(mod 8) 
NN" 是 奇数 ,x,y,z 只 有 两 种 可 能 ,全 为 奇数 ,或 二 偶 一 奇 ,但 无 论 
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万 一 种 情况 ,这 三 个 数 的 平方 和 除 以 8 不 可 能 余 7, 因 此 只 须 考 虑 
hh 宕 1 情况 .这 时 候 ,N' 是 4 的 售 数 ,x,y,s 只 有 两 种 可 能 ,全 为 偶 
数 , 或 一 侦 二 奇 . 当 x,y,z 为 一 侦 二 奇 时 ,这 三 数 平方 和 除 以 8 余 2 
或 余 6, 不 可 能 是 4 的 倍数 .因此 ,考虑 *,y:z 全 为 侦 数 情况 .从 式 
中 及 N" 的 表达 式 ,有 


(去 ) + ( 兰 ) + 三) = 4-1(8E + 7) 四 
令 z = = 2 = 上 -1, 有 
x B+ 7) @ 


类 似 上 述 证 明 ,只 须 考虑 及 ”> 1,x" ,yz 全 为 偶数 情况 ,公式 
加 两 端 除 以 4. 这 样 一 直下 去 ,由 于 4 是 一 个 知 定 的 非 负 整数 ,不 
可 能 无 限 城 少 下 去 .最 后 ,考虑 一 组 整数 x ,y,z ,满足 
X2472+22 二 867 @ 
同样 推出 矛盾 . 
有 了 以 上 这 一 预备 知识 ,我 们 可 以 来 证 明 本 题 了 ， 
(1) 由 上 例 注 中 拉 格 彰 日 定理 ,有 不 全 为 零 的 整数 50, eo0, do， 
eo 满足 0 < bo < oo 专员 二 e0;, 使 得 
有 = @ 
由 刚才 的 预备 知识 ,有 0 < 加 , 即 如 关上 
考虑 整 系 数 的 一 元 二 次 方程 
xz bocodoeoN "x = 0 凶 
方程 仿 有 一 个 根 x = 0, 记 另 一 根 为 oo, 出 
aa = bocodoeoN’ ,ao EN D 
由 于 lbogcos gos eoN" >7, 从 上 式 , 有 
0 3 boN” > 7ho 加 
利用 式 售 ,@ 和 全, 有 
a8 — aobocodoeoN” + (B+B++E-N)=0 ® 


那么 


本 + 器 +c+ 而 + 人 @ 

aobocodoeo + 1 

这 样 ,我 们 就 有 了 满足 题目 要 求 的 一 组 正 整 数 解 (oo, bo, co， 
do;e0) ,将 Cao, 60,co, do,eo) 从 小 到 大 排列 , 记 为 (mi ,8b1; cel, di， 
eashseesd ses 由 于 ,NN sa) x oo. 

类 似 地 ,考虑 一 元 二 次 方程 

x bcdieN zt+ e+ 本 + 时- AN) = 全 

由 于 加 ,x = 各 加 的 个 六 解 方程 人 0 的 另 李 为 
ar ,利用 韦 达 定理 ,从 轧 , 有 


N” = 
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a + oi = bcdieiN” 7b1a0o( 利 用 和 ”加 7,c1,di,el 都 是 


正 整 数 ,其 中 至 少 有 一 数 不 小 于 am) WE 
而 好 1 尺 机 ;从 上 式 及 园 , 有 
arf 宇和 0 -4 和 8 机 必 


利用 人 好 的 第 一 个 等 式 ,知道 af 是 一 个 整数 ,从 亿 , 知 af > 
48,af 必 是 一 个 正 整 数 .由 于 er 是 名 的 根 , 有 
ar + 本 +o+ 才 + 时 ®@ 

obicidiet + 1 
《ay ,61s ds61) 与 (aitiyel, 由 6) 是 不 同 的 两 组 正 整数 ( 因 
为 a 宇 4851( 见 心 )) 六 48a1, 上 骨 将 (ar 1b ;C13 1s €1) 只 小 到 大 
排列 , 记 为 (ea 六 ,ca 中 ea) ;982 = 机 全 村 ,类似 地 ,考虑 一 元 二 
次 方程 

wx2 bederN x+ (b+ c+di+t+te2-N*)=0 必 

我 们 可 得 到 满足 题目 要 求 的 一 组 新 的 正 整 数 (az ,by, ez, dz, e2)， 
和 


站 ”= 


az = bedzerN’ ~ a2 > 

7 x 4862 - az( 利 用 N* 7,e 2 of) > 

4 如 ( 见 局 ) EE 335452( 利 用 [ee 62) 必 
再 将 {az ,B,52,d2,e2) 从 小 到 大 排列 , 记 为 Cas,b3, 63, ds, 63)， 
这 样 一 直 作 下 去 ,在 每 次 得 到 新 的 正 整 数组 过 程 中 ,我 们 总 是 将 
前 一 组 正 整 数 (oj, b,c de (a 二 二 生 说 拒 出 志 外 ) 中 最 小 的 
一 个 wm 去掉, 抄 上 一 个 比 5 大 得 多 的 正 整 数 a7 代 兰 a, 然后 将 
(a ,js cjs ;61) 按 从 小 到 大 排列 . 每 次 都 这 样 做 ,因此 ,我 们 可 
以 找 出 尾 意 多 组 两 两 不 同 的 正 整 数组 (aj, b,cj, ,6)) ,这 里 qj 六 
Ba C3 ej E N, 满 足 

7+ 如 + 二 代 + 


一 一 一 一 上 一 上 一 一 上 
机 acider + 1 0 
《2) 用 反 证 法 ,如 果 有 正 整 数 a,5,cy,dasscsd, 满 足 
N*(abcd +1) = e+ 有 + 所 + 亚 Ee 
下 面 证 明 必 有 一 个 整数 4* ,0 < d* < aq, 使 得 
Ntabcd” +1) = e++e+ad'’ DD 


再 从 小 到 大 排列 整数 a,5,c,d* ,写成 a ,bi,ei, di, 再 利用 
四 ,缩小 而 为 4, 使 得 
N*(abicd+1) = at+b+ci+d 名 
再 从 小 到 大 排列 al ,Bi1,el,d 写 为 a2, b,c2, ds. 因此 ,如 果 冯 成 
立 , 我 们 可 以 将 上 述 步 骤 一 直 作 下 去 ,由 于 正 整 数 不 可 能 无 限 袜 
少 , 仍 为 一 个 正 整数 ,因此 ,总 有 一 个 正 整数 了 存在 ,使 得 mw = 0. 
那么 ,有 
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N* = b+o+d? 加 心得 体会 拓 广 瞻 问 
前 面 已 证 ,这 不 可 能 ， 
现在 我 们 来 证 明 曲 . 
考虑 一 元 二 次 方程 
x aN'x+(o+rb+e~-N*)=0 [ve 


由 于 八 ,x = dd 是 方程 的 一 个 整数 解 . 记 另 一 个 解 为 4* , 册 
dd” = obN” -4d 
8" 也 是 一 个 整数 .下 面 证 明 d* < d, 及 d"* = 0. 
先 证 明 d ”< 4, 用 反 证 法 ,如 果 d* ss ad, 从 加 ,有 


24d < abcN'* 2 
从 式 加 ,立即 有 
2d(1 + abcd) < abeN (1+ abed) = abc(a + + e+ i) 
从 上 式 , 有 
0O<2d< abc(la+rh+e -dd) 多 
由 于 a < 声 6, 利 用 命 , 有 
da+rp+iee3c en 
和 


N+ Nabe? < N(1 + obod){( 利 用 0 «< cd) = 

at+h+e+d «6be? 食 
而 浆 > 7 了, 式 仿 左 端 大 于 等 于 7 + 7c2 ,因此 不 等 式 久 不 可 能 成 立 . 
现在 证 明 4” :> 0, 利 用 反 证 法 ,如 果 d" 是 一 个 负 整 数 ,由 于 

dd" 满足 四 ,有 
N’*{l+abd")= e+b+o+d’? @ 
式 加 有 端 大 于 零 , abe 是 三 个 正 整 数 的 乘积 ,再 乘 以 一 个 负 整 数 
9" ,有 abed” <- 1 则 四 左 端 小 于 等 于 等 .这 个 矛盾 说 明 d* 必 

是 非 负 整数 ， 


10.136 “ 正 整 数 m > 10 ,对 于 上 所 112,3 ,ml ,2* 除 以 下 


的 余数 为 产 , 求 证 :rl + 问 二 三 二 和 十 下 > Zn. 


证 明 ”由 题目 条 件 ,我 们 可 以 写 出 
2° = Rk 十 中 中 
这 里 4 是 非 信 整数 ,0 < rn < 天. 令 
HH = |t11 奇数 ,3 二 1 声 n| 


HI = { = 2m,m 奇数 ,3 < m < [至 ] } 


Chapter I0 Motley Exencisespraxie 


本 = {+14 = 4m,mm 奇 数 ,3 < m < [#4]} 
Hs = {i141 = gm, 中 奇数 ,3 < m < [全 2]} 
| 


= { 1t = 16m,m 青 数 ,3 二 m 志 [去 ] 


I 


{: 1 = 2m,m 青 数 ,3 EL Eh 

He = {f: 1t = G4m,m 至 数 ,3 万 m 声 [#1]} 

His= 上 11 = 128m,m 疝 数 ,3 才 m 二 [ 计 ]} 

Hs = :14 = 256m,m 青 数 ,3 < m < [总 ]| 加 
这 里 [号 ] (7 = 1,2,3,…,8) 表示 不 超过 芭 的 最 大 整数 . 当 j zz 1 
时 ,显然 局 站 而 = 妇 . 令 下 = Zim EE 万 ,这 里 j = 0,1,2,3,"…,8. 
m 是 大 于 等 于 3 的 奇数 ,利用 公式 中 ,有 
rs = DH(2"™ mg) @ 


这 里 大 = mm, 由 于 = 0, 以 及 m 是 大 于 等 于 3 的 奇数 ,由 公式 
辐 , 必 有 


28 7 > tr @ 
由 于 2°-i, mgy 篆 整 数 ,利用 鳃 ,可 以 得 到 
2 ss mgs + 1 加 
这 里 上 = Zim. 将 式 回 代入 回 , 有 
nn 加 


这 里 下 = 2 和 .因为 2 € 五 , 则 

m = 3,5.7,…,[ 亏 ] (或 [起 ]- 1 
这 样 的 m 的 个 数 大 于 等 于 过 | 号 ] - 1. 从 上 面 叙述 ,我 们 令 

Si = > > 六 二 [号 ] - 1) (利用 @) > 

2 二 (于 -1 -1 = 二 (n -3.2) ® 

这 里 站 = 0,1,2,3,… ,8. 利 用 不 等 式 四 ,有 
SnDs> Hn- 

了 33 - 


2 
2 - 3(s12 1D) > Jn( 利 用 n> 10) @ 
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心得 体会 拓 广 上 问 
10.137 证明: 存在 正 无理 数 a 与 $, 使 得 a 为 有 理 数 ， 
《罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


证 明 “” 取 正 数 e = 本,) = ]og53, 则 at = Y2" > 3 为 自然 
数 .显然 a 为 无 理 数 .下 面 证 明 5 也 是 无 理 数 .否则 , 设 5 = 了 ,其 
中 p,q € N, 则 了 = 2logm3, 即 2 = 324. 木 可 能 . 


6 好 初等 数论 难题 集 ! 第 一 卷 】 


10. 138 设 alyaz…yanfn > 2) 为 不 全 等 的 整数 , 作 新 的 数 


1 十 G2 


2 十 好 3 
2 ' 


他 十 现 | 


;6b2 = "6, = 


再 作 新 的 数组 


bi + bs ba 4 3 本 
ft 二 2 :2 二 站 em 二 


如 此 继续 下 去 , 证明; 在 若干 次 这 种 运算 后 ,一定 能 得 出 一 组 
不 全 是 整数 的 数组 . 


Bb, 十 而 1 


证 明 (1) 首先 证 明 ; 对 任 一 组 不 全 相等 的 数 x1,… ,x ,施行 
若干 次 车 述 运 算 后 ,最 大 数 一 定 减少 ,最 小 数 一 定 增 加 ,事实 上 ， 
因为 

tl < max|xirsint li = 2, ,Rn 
且 等 号 当 且 和 权 当 Xi = 区 + 时 成 立 { 这 里 令 %u+l 三 x1). 所以, 若 
x = max{ wl, x x}: 则 
2 2 2 和 

且 等 导 当 且 仅 当 1 和 20 ns n+1C 三 x1) 中 最 大 项 在 连续 相 邻 
两 项 同时 出 现时 才 成 立 . 显然 ,如 果 区 14 区 2 9 Yn +1 中 最 大 项 
在 连续 相仿 的 Ck < #1) 项 中 出 现时 , 则 每 做 一 次 上 述 运算 ,最 大 
相 邻 项 将 减少 一 个 ,从 而 进行 连续 上 - 1 次 运算 后 ,数组 就 没有 相 
邻 的 最 大 项 ,因为 第 让 次 运算 后 的 最 大 值 将 小 于 xs. 类 似 可 证 明 数 
组 最 小 数 x' 一 定 增加 . 

{2) 其 次 证 蛆 :如 果 Xl X29"…"'sNn 为 一 组 整数 ,日 每 次 作出 运 
算 后 仍 为 一 整数 , 则 最 后 一 定 能 得 出 由 一 组 相同 整数 构成 的 数 
组 .事实 上 , 设 x),… ,x 的 最 大 、 最 小 数 为 x 和 x', 则 xz -x's 0， 
如 果 x 一 x =0 即 x = x', 则 易 知 x,x2,… ,wn 全 相同 ,结论 成 立 . 
车 x -~ x” > 0, 则 过 ,x2,…,% 一 定 不 全 相等 .利用 (1) 的 结果 , 划 
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x -x 不断 减 小 , 且 因 每 次 运算 后 都 是 整数 , 故 每 次 减少 都 是 一 整 心得 体会 拒 广 闭 问 
数 , 而 x - x' 是 有 限 整 数 ,从 而 经 有 限 步 后 必 有 x -x =0 即 x = 
x*' ,从 而 此 时 该 整数 组 必 全 等 . 
(3) 最 后 证 明 原 题 的 结论 . 若 不 然 ,每 次 运算 后 均 为 整数 ,由 
(2) 到 第 E(k > 1) 次 运算 得 x ,z2,… ,2z4; 而 上 + 1 次 运算 后 即 为 


全 等 , 妈 
2 +2) 1433 .各 十 了 
= oD 
这 村 必 有 :2z1 = z; = … = 有 .事实 上 , 若 n = 2m+1, 由 中 得 
2 = = ml (0 
, m+ Fam#1 _ 22m+l + 了 
以 及 利用 mt = 22mt 
又 得 mm = 1 从 而 2 = 2 = … = zam+l， 
车 n = 2mm, 设 第 上 -1 次 运算 后 的 数组 为 yl 关 ,…，yam, 则 由 
名 ,有 
T+ Tt mm 
2 2 加 2 
Yt + .Jam+ 
2 -> 2 = 7 2 > 
从 而 (yy +t = ma 
(y+ yt mt 


由 于 此 两 式 左 边 相 等 , 故 得 a = 6. 

所 以 有 ZF1 = 22= "= fm: 

如 此 继续 反 推 下 去 ,经 过 下 次 得 2 三 Xi 二 "一 站。 
这 种 题 设 矛 盾 . 从 而 结论 得 证 . 


10.139 在 A4BC 中 ,4 = 2 8, CC 是 钝 角 , 三 条 边 长 a， 


b,c 都 是 整数 , 求 周 长 的 最 小 值 并 给 出 证 明 . 
(第 20 届 美国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


解 ”由 题 设 及 正弦 定理 ,余弦 定理 得 


a gm 各 sin28 + 
bp -snB- snB = 2cos 朋 = ac 
即 ezr -ap k++b=0 


(ec- ba-be-b)=0 
因为 一 C 为 钝 角 ,所 以 。 > 5, 于 是 
ea- 如 ~ 巡 =0 
所 以 有 
gz = b(tb+e) 中 
若 1B,e) = > 1 则 由 式 四 , 必 有 了 ice, 从 而 可 以 在 定 的 两 
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边 约 去 右 , 因 此 可 以 设 (4,c) = 1. 于 是 有 
(bhb,b+ce)=1 
再 由 式 中 可知 ,8 和 + < 都 必须 是 完全 平方 数 ,于 是 可 设 
b = m’,b 十 二 n2 
这 时 a = mn,(mn)= 1 
因为 a + 8 > c, 所 以 
a = bb+re) < blb+(ar db)) = bb+a) 


解 得 
oa<26 全 
又 因为 LC 是 钝 角 , 则 o2 + Bb? < o， 
由 名 又 得 
bib+re)+<e 
解 得 
2b<e 
由 名 ,号 
a<2hb<r 
再 由 站, 鱼 得 
a = bb +e) > bb 428) = 382 
因此 Y3b<a«<2b 
即 
mm < nm 2 加 
所 以 在 区 间 (W3m,2m) 内 有 正 整 数 ,从 而 
2m ~-Y3m > 1 
即 m > 二 =2+ 人 >3 
m4 
{1) 当 m = 4 时 ,由 全 
413 <nx<8 
则 如 一 了 
此 时 G+6+e=m+mn=4+32 = 了 


( 轨 当 相关 5 时 ,nm > 了 .此 时 
Gd+E+e=s nz+nn > 17 
所 以 周 长 的 最 小 值 为 77, 此 时 三 边 se,5,e 的 长 分 别 为 28,16， 
33， 
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10.140 设 m>0,n>0, 则 和 5 = 工 + 


不 是 整数 . 


证 明 可 设 
本 二 让 = 2M 02 下 二 = 1 
由 于 是 正 整 数 ,所 以 mm,mm + 1,…,m + nn 中 至 少 有 一 个 偶数 , 即 
至 少 有 一 个 i 使 4; > 0. 设 A 是 A0,… ,4 中 最 大 的 数 .我 们 断言 ,不 
可 能 有 上 | 而 = 和 = 4 .如果 不 是 这 样 ,可 设 0< hk < 二 nm 
A 为 + 所 
以 < 上 ,这 就 导致 有 偶数 上 使 < 上 < 上, 故 在 m+k< m+ 
j 之 间 有 数 234,2 1 天, 即 可 设 
Bh=mie=2 > 让 + 下 = 2 

这 时 4。> 1 ,与 4 是 最 大 广 盾 ,这 就 证 明了 有 唯一 的 一 个 上 ,0 上 
世人 使 m+ 有 = 234,2+ 中 , 设 1 = lo'…… +， 了 ,在 5 的 两 端 腾 以 
-由 得 


2-118 = 人 + DD 


其 中 全 = 2 人 

故 NW 是 一 个 育 数 .其 余 诸 项 都 是 整数 ,它们 的 和 设 为 整数 好. 从 式 

人 立刻 知道 5 不 是 整数 ,因为 ,如 果 3 是 整数 ,由 式 中 可 得 
BS 28M=N 名 

式 加 的 左 端 是 偶数 , 右 端 是 奇数 ,这 是 不 可 能 的 . 


10.141 现 有 10 个 互 不 相同 的 非 零 数 , 现 知 它们 之 中 任意 两 


个 数 的 和 或 积 是 有 理 数 .证 明 : 每 个 数 的 平方 都 是 有 理 数 ， 
〔 惧 罗斯 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”如 果 各 个 数 都 是 有 理 数 ,命题 自然 成 立 . 现 设 我 们 的 


10 个 数 中 包含 无 理 数 a, 于 是 其 他 各 数 都 具有 形式 p - a 或 上 ,其 


中 p 为 有 理 数 . 我 们 米 证 明 , 形 如  - a 的 数 不 会 多 于 两 个 .事实 
上 ,如 果 有 三 个 不 同 的 数 都 具有 这 种 形式 ,不 妨 设 六 = pl - a， 
52 = Pa - Gy 03 = pa 一 4, 那么 , 易 见 b+ by = pi+p2 -2a 不 是 
有 理 数 ,因而 6.5。 = pipz - qa(pi + pz) + 0 就 应 当 是 有 理 数 . 同 
理 bibs 和 bibs 是 有 理 数 .也 就 是 说 , 43 = a 一 Ga( Pi 十 pa » Az 三 
ga(pl+ pa)1Al = @ - alpz + p3) 都 是 有 理 数 ,从 而 43 - 


昔 06 章 杂 是 


心得 体会 拓 广 疑问 


站 了 
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42 = alps - pz) 是 有 理 数 ,而 这 只 有 当 ps ~ ps = 0 时 才 有 可 能 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
所 以 如 = 号 ,矛盾 . 

这 就 表明 , 形 如 万 的 数 多 于 两 个 , 设 cf = 品 ,oz = 如 ,c= 名 
是 三 个 这 样 的 数 .显然 , 仅 当 pl + ps = 0 时 ,cy cn = 书 半 民 才 
可 能 为 有 理 数 , 而 ps zpz, 所 以 c + cz = 忆 广 名 为 无 理 数 ,从 而 


cea = E82 为 有 理 数 , 由 此 即 得 a? 为 有 理 数 . 


10.142 ”对 每 个 正 整数 大, 记 wx 为 不 超过 只 的 最 大 整数 ,5 


为 不 超过 ?的 最 大 整数 . 求 访 (ok - b) 的 值 . 
kal 
(爱尔兰 教学 奥林匹克 ,2003 年) 


解 分 别 计算 全 os 和 这 bh. 


300 
对 于 了》 a ,注意 到 条 < v200 < 45, 故 对 1 二 nm, 当 且 
sl 


仅 当 EE fin+l, n+t2n| 时 ,a = nn 而 上 E11 936,…， 
2 003} 时 ,mw = 4 季 ,所 以 

站 
Da = Dn(2n+1)+68x44 = 58806 


£21 n=1 


类 伏地, 可知 


20m 1 
DB = Drm + In +1) +12x26 = 17%4 


k=1 n=1 


2 
所 以 Da- bh) = $8 806 -17 964 = 40 842 
上 = 


10.143 证明: 对 于 任意 无 理 数 a ,存在 无 理 数 3 和 4&' ,使 得 


a +6 和 ab' 均 为 有 理 数 ,是 nh 和 a + &' 均 为 无 理 数 ， 
{ 亚 术 地 区 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 上 明 ”因为 a 为 无 理 数 ， 

(1) 车 a? 是 无 理 数 ,我 们 令 5 = - a, 此 时 a+ 5 =0 是 有 理 
数 ,ab = - a? 是 无 理 数 . 

车 el 是 有 理 数 ,我 们 令 5 = 时 -a, 此 时 ,a + 6 = 为 有 理 
数 ,ab = ax - 1) 为 无 理 数 . 
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人) 令 忆 = 工 或 b = 之 ,此 时 ab' = 1 或 2, 均 为 有 理 数 . 心得 体会 拓 广 疑问 
a+b = 人 +1 或 +2. 

又 2 a 和 十 | - 1 工 为 无 理 数 ， 

所 以 于 土 1 与 +2 中 苞 少 有 一 个 为 无 理 数 

问题 得 证 . 


10.14 已 知 正 整数 朱 N* 到 其 自身 的 函数 由 定 尽 为 y(n) = 
(mn EN ,其 中 (k,n) 表示 和 的 最 大 公 因 数 . 


(1) 证 明 ; 对 于 性 意 两 个 互 质 的 正 整数 mm 和 nn, 有 gtmn) = 
pimp(n). 


(2) 证 明 : 对 于 每 一 个 a EN" ,方程 x) = ax 有 一 个 整 


数 解 . 


(3) 求 所 有 的 a E N” ,使 得 方程 p(x) = ax 有 了 唯一 的 整 


数 解 . 


(国际 数学 奥 宁 匹克 预选 题 ,2004 年 ) 


证 明 (1) 设 m,n 是 两 个 互 质 的 正 整数 , 则 对 于 任意 一 个 


EN*, 有 


故 


{kmn) = (km)(k, rn) 


(mn) = Sh, mn) = Dl m)(k,n) 
对 于 每 个 hE 1 2,.. ‘mn|, 有 唯一 的 有 序 正 整 数 对 (7, s) 


满足 


ra kmdm),s = ktmod nj yl ereml 人 cssen 
这 个 上 映射 是 双 射 . 
实际 上 , 满 是 1 < ?< mm,] 二 和 < n 的 数 对 (r,s) 的 个 数 为 


如 果 上 三 各 (mod m) ,二 扣 (mod as) 其 中 属 , E11， 


…,mn}, 则 


kl = Cmod mn) 
所 以 有 kk] = 如 . 
六 为 对 于 每 一 个 趟 所持 ,2 ,mml 和 它 对 应 的 数 对 (r,s)， 
(Kk,m) 三 {rm), (k,n) 三 (ts,n) 
pmn) = Dksm) (k,n) - 
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2 Crm)(s,n) = > Dl, 1) 心得 体会 拓 广 疑问 


Er 


pim) pn) 
(2) 设 n = 本 ,其 中 p 是 质数 ,a 是 正 整数 ， Dh, n) 中 的 每 


一 个 被 加 数 莉 具有 y 的 形式 ,p :出现 的 次 数 等 于 区 间 [1 ,pe ] 中 能 
被 pt 整除 但 不 能 被 p"*! 整除 的 整数 的 个 数 . 

于 是 对 于 ! = 0,1,…,a - 1, 这些 整 数 的 个 数 为 p:-'- 天 -大 1 
所 以 


yin) = pp ) = p+ Zp' pp-T!) 一 
(a+ lp 一 ape -1 OD 
对 于 任 音 的 a EN", 取 p = 2,a = 2a -2, 有 
PR) = 2 
所 以 x = 2 是 方程 (x) = ax 的 一 个 整数 解 ， 
(3) 取 a = P, 可 得 以 瑚 ) = pr+1, 其 中 pp 为 质数 ,如 果 a EN* 


有 一 个 奇 质 因 数 p, 则 x = 2 -2 满足 方程 &(x) = ax. 
实际 上 ,由 (1) 及 式 中 可 得 


PP) = p22) yl) = Dad pe a py 


因为 p 是 奇数 ,所 以 , 解 x = 2 -2pp 和 x = Zo-? 不同. 

于 是 若 g(x) = ax 有 唯一 的 整数 解 , 则 a = 2° ,a = 0,1,2,… 

下 面 证 明 , 反 之 结论 也 是 正确 的 ， 

考虑 下 x) = 2x 的 任意 整数 解 x, 设 x = 28, 其 中 620,1 是 
痛 数 ,由 (1) 及 式 中 可 得 

2+8 = 2ox = p(x) = p21) = 
pI pO) = (PB + 2)28-1g(7) 

由 于 是 奇数 ,由 节 的 定义 ,可 得 (7 站) 是 奇数 个 奇数 的 和 ,还 
是 奇数 ,所 以 ,TD) 整除 上， 

又 由 人 > 14 > 1), 可 得 1 =1= 中 六. 

于 是 有 月 = 2 -2 = 2a ~-2, 即 * = 2 是 方程 Wfx) = 
ex 的 唯一 怠 数 解 . 

因此 g(x) = ax 有 了 唯一 的 整数 解 当 且 仅 当 a = 2° ,a = 0,1， 
2，…- 
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10.145 设 p 和 9 是 互 质 的 整数 , 且 9 > 2, 如 果 


卫 
a 


三 T+ 


则 把 整数 列 (r ,al,az,… ,a 其 中 | 61 2,1 = 1,2,.…,n) 
称 为 展开 式 . 


例如 ,(- 1，- 3,2，- 2) 是 的 展开 式 ,因为 


-0._ 1  . 
= 一 上 + 


-1 
+ 
一 3+ 
1 
2 + -3 
定义 展开 式 (r ,a1,a2,… ,an) 的 权 数 为 


(Tarl—-1}x (tl al 1)x:… x(la,l-1) 
例如 ,二 0 的 展开 式 (- 1，- 3,2，- 2) 的 权 数 是 2. 


证 明 :y 的 所 有 展开 式 的 权 数 的 和 为 了. 
【日 本 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


证 朋 由 < 的 展开 式 [r ,81,92; ,ar)】 定 狗 


Pa - 。,Pa-! + 
Th | ™ Pp 
n-2 = @ 3 + n-] 
fn-2 -1 
下 -w+ 于 
全 了 2 
使 得 = + 型 , 式 中 庆生 为 一 对 王 质 的 整数 且 g 为 正 数 ,i = 
1,2,"* ,Rn. 
我 们 用 ( 逆 ) 归纳 法 证 明 , 对 任意 的 i(i = 1,2,…,n) 均 有 
EE > 1. 
i 
首先 ， 二 Ga > 1, 显 然 成 立 . 
假设 pe > 1, 得 
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>2-1=1 


1 


itl 心得 体会 拓 广 疑 间 
i+l 


令 rr" 和 上 分 草 是 p 除 以 g 的 商 和 余数 , 则 1 上 gg-1 和 r+ 
圭 - 卫 . 


9 全 


因为 | 3 < 1, 所 以 


于 是 三 于 或 r = 于 +1. 

下 面 我 们 给 出 两 个 引 理 ， 

引 理 1 对 于 r= 7 ' 只 有 有 限 多 个 展开 式 , 且 它 们 的 权 数 
的 和 为 gq -下 . 

引 理 2 对 于 ” = r+ LT 只 有 有 限 多 个 展开 式 ,有 它们 的 
权 数 的 和 为 让 ， 

这 两 个 引 理 包含 了 蔓 证 的 结果 ,我 们 用 数学 归纳 法 对 gq 加 以 
证 明 ， 

首先 对 9 = 2 进行 证 明 , 在 这 种 情形 下 ,k = 1,p = 2r +1. 

当 r = r 时 ,有 


在 这 种 情形 中 nx = 1, 因 为 n ss 2 将 导致 
a 


0 < —al<l 
1 


这 是 不 可 能 的 . 
因此 对 于 T= rr sr ,2) 是 7 的 唯一 展开 式 ， 
同 理 , 对 于 + = r+1,(r +1, -2) 是 让 的 唯一 展开 式 . 


接 下 来 对 任意 的 gq > 2 进行 证 明 . 
假定 用 任意 较 小 的 数 去 替换 9 时 ,命题 都 成 立 . 


先 证 明 引 理 1. 

车 +r = 了 .在 这 种 情形 下 
和 PP_ -上 
pl 9 


所 以 pi = :91 三 上 
如 果 上 = 易 看 出 了 唯一 的 展开 式 是 (” ,9). 引 理 1 显然 成 


第 20 章 杂 是 
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立 . 心得 体会 拓 广 疑问 


车 上 守 2, 记 (a1,a2,…,an) 是 是 的 一 个 展开 式 , 令 a' 和 i 分 
别 为 g 除 以 上 的 商 和 余数. 
因为 < 9, 则 有 @' > 1， 
根据 归纳 假设 可 知 , 当 @ = 1 时 ,对 于 ai = a +17 的 展开 
式 的 权 数 的 和 为 (1 a’ + 11- Di; 
当 w > 2 时 ,对 于 ol = a', 卫 的 展开 式 的 权 数 的 和 为 
(1e |- Dk-)). 
因此 当 + =r 时 ,7 的 展开 式 的 权 数 的 和 为 
(Tat- DF-D+rlle+ll- Di= 
ta -Dkg- rol= ok-k+l=q-—k 
引 理 1 得 证 . 
下 面 证 明 引 理 2. 
车 + = ”+1. 在 这 种 情形 下 
用 = 卫 -(r+l) - = (9—E) 
pl 9 g 
所 以 =- gq = 4-& 
如 果 g-k=1 , 易 站 由 哈 ， 的 展开 式 是 (7 +1, - 9). 引 理 2 
显然 成 立 . 


若 9 -开关 2, 记 (elyaz yan) 是 一 和 的 一 个 展开 式 , 令 a 
和 “分别 为 - 9 除 以 g -于 的 商 和 余数 ， 

因为 -9 <-tg- 让 , 则 有 oa 三 - 2. 

根据 归纳 假设 可 知 , 当 a = a 时 ,一 和 的 展开 式 的 权 数 的 
和 为 9 -ki. 

当 al = a'+ 1 时 ,全 的 展开 式 的 权 数 的 和 为 !. 


因此 r = r + 1 时 ,了 的 展开 式 的 权 数 的 和 为 
ie li-D(qg-k-D)+(tla+l1ll-Di= 
ta -qk D+t-a -2)1l= 
-gqg- {atg- hk)+l)+k=E 
引 理 2 得 证 ， 

因此 ,所 证 结论 成 立 . 
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10.146 一 位 地 质 学 家 收集 了 八 块 石头 ,他 有 一 个 天 平 ,但 没 
有 硅 码 ,他 想 知 道 是 否 尾 意 两 块 石 头 都 比 任意 一 块 石 涉 重 ,他 


称 13 次 ,能 知道 他 的 想法 是 对 或 错 吗 ? 
新西兰 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”能 知道 . 

如 果 我 们 能 找到 一 块 最 重 的 石头 和 两 块 最 轻 的 石头 ,地 质 学 
家 只 用 一 次 天 平 就 能 知道 结果 的 对 或 错 . 

下 面 我 们 用 12 次 天 平 来 找 出 这 三 块 石头 . 

首先 将 从 块 石头 分 成 四 份 , 一 份 两 块 石头 , 比较 每 份 的 两 块 
石头 用 天 平 称 4 次 ,将 重 的 四 块 放 在 一 起 ,将 轻 的 放 在 另 一 组 , 显 
然 最 重 的 石头 在 第 一 组 ,最 轻 的 石头 在 第 二 组 . 将 第 一 组 的 四 块 
石头 分 成 两 份 ,每 份 各 用 1 次 天 平 称 出 较 重 的 ,再 将 这 两 块 较 重 的 
石头 称 一 次 , 即 可 知 最 重 的 石头 是 哪 一 块 ,这 样 又 用 了 3 次 天 平 . 
同 理 , 在 第 二 组 找 出 最 轻 移 一 块 石头 也 需要 用 3 次 天 平 .这 时 已 经 
用 了 10 次 天 平 , 接 下 来 再 用 2 次 找 出 第 二 轻 的 那 抉 石头 . 

车 第 一 组 中 分 成 两 份 的 每 份 中 的 较 轻 的 那 两 块 石头 都 没 和 
最 轻 的 那 氧 石头 比较 过 , 则 第 二 轻 的 石头 一 定 是 第 二 组 中 与 最 轻 
的 那 块 石头 在 同一 份 或 男 一 份 中 较 轻 的 两 块 石头 中 驳 一 块 , 因 
此 ,再 比较 1 次 即 可 ; 若 第 一 组 中 分 成 两 次 的 每 份 中 的 较 轻 的 那 两 
块 石头 中 有 一 块 曾 与 最 轻 的 那 块 石头 比较 过 , 则 第 二 轻 的 石头 一 
定 是 这 块 石头 与 第 二 组 中 与 最 轻 的 那 据 石头 在 同一 份 或 男 一 份 
中 较 轻 的 三 块 石 头 中 的 一 块 .将 这 三 块 石头 比较 2 次 , 即 可 得 到 这 
三 块 石头 中 最 轻 的 一 块 ,也 即 第 二 轻 的 那 块 石头 . 

综 上 所 述 ,最 多 用 12 次 天 平 即 可 达到 目的 . 


10.147 ”两 个 人 交替 在 黑板 上 随意 写 一 位 数字 ,并 从 左 到 右 
排 成 一 排 . 如 果 一 个 参赛 者 写 完 后 ,发 现 能 用 一 个 数字 或 几 个 


数字 按照 顺序 组 成 的 一 个 数 可 以 被 11 整除 , 则 规定 其 将 输 掉 
这 场 游戏 , 问 :哪个 人 有 获胜 策略 ? 
《 候 罗 斯 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 ” 先 证 黑板 上 至 多 能 写 出 10 个 数码 , 写 出 第 11 个 数码 的 
人 就 是 输 者 . 

设 前 10 个 数字 按 上 顺序 组 成 的 一 个 数 为 alez…a, 则 必 有 
外 182 ”人 0 2 0 dg 10 O10 模 11 不 同 余 . 

否则 ,车 ai…aw = a -apCmod 1D(i < 六 , 则 aa = 
0{mod 11)( 这 里 模 11 的 性 质 ). 


心得 体会 拓 广 疑问 


Chapter 10 Maley Exercisesprds 


所 以 gra2"*aws az…aw，…, 09610;21 模 11 的 余数 组 成 集合 
{1,2,…,10) . 易 知 ,这 10 个 数 满足 条 忻 , 即 所 组 成 的 十 位 数 中 无 
法 组 成 由 若干 个 连续 数码 构成 的 能 被 11 整除 的 数 .于 是 ,再 写 出 
一 个 数 , 设 为 sl, 在 

12 "0130209 1 G0 GN 
中 必 有 一 个 数 能 被 11 整除 . 

当 写 到 al ras(k 去 9) 时 ,车 未 分 胜 负 , 即 知 ai…as0(i = 1， 

… ,下 ) 模 11 的 下 个 余数 各 不 相同 , 且 不 等 于 0. 取 不 在 其 中 出 现 
的 任 一 余数 r+, 有 


#41 三 一 r{mod 11) 
则 a Omod 11) ,i = 1,2,.…,k 
也 就 是 说 , 乙 总 是 可 以 保证 自己 写 到 第 10 位 而 不 输 掉 游戏 
(如 果 他 没 犯错 ) ,而 又 知 第 11 位 数 写 出 来 就 会 输 掉 游 戏 , 则 乙 有 
必 胜 策略 . 


10.148 “已 知 a,b,e 为 正 整 数 ， 有 有 + 是 有 理 数 .证明 


人 + 了 是 整数 . 


a+b+e 


( 梦 兰 教学 拱 林 匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”因为 /3 为 无 理 数 , 故 V38 - c 0, 于 是 
3a+b _ 3a+r bYW3b -ey 3 四 - be +y3(0 — ac) 
bie be 3 
上 式 表 示 有 理 数 , 则 有 六 - ec = 0, 从 而 
a2+ +e= (orb+e) -2 -2h -2ea = 
(a+rb+e) -20+ b+ hr)=° 
(a+b+c)(a—-b+e) 


2 2 2 
故 +e 


10.149 “对 任意 的 mE NE 了, 定义 mn》 = De 
(1) 如 果 (m,n) = 1, 所 Z, 证 明 : 


drmn) = om)oa(n) 
(2) 证 明 :对 所 有 的 nE NkE Za(tn) = nio_i(n). 
(泰国 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 (1) 如 果 (m,n) 三 1, 则 
gma) = Dd = DB) (dd2)* = 


二 | mn tm iin 


第 功率 杂 是 
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Sd. 2 - om)o(n) 


dim 


(2)o(n) = De = ST = 
Mod no_in),nENAELD 
ddim 


10.150 ”对 任意 的 正 整数 mn, 令 am = 1+ + + + 二 


(pg EN*) 有 (pg) = 1. 


(1) 证 明 ; pg 不 是 3 的 倍数 . 
(2) 求 所 有 的 ,使 ps 是 3 的 倍数 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 首先 可 验证 当 1 < ”< 8 时 ,只 有 oa = 立 ,o = 3 


140 
满足 31p., 当 9 时 , 设 a = 和 


书 _3a _ pa 
gn 了 = 


(其 中 (a,8) = 1, 且 3 不 整除 5), 则 3 整除 p',,3 不 整除 ,即将 
全 威 去 一 一 个 形 如 兰 2 的 数 得 到 2 , 仍 有 3 | P。;3 不 整除 g', ,而 


-1 1 _ -6+3 3a 
Fi = b 


1 
故 可 将 3 +l S37 + 2 同时 去 掉 ， 
设 m=3+r0srs2), 则 


1 
(i ,于 二) 去 挤 . 

rest 了 5) 去掉, 于 是 a'。= 
BB 或 加 上 354) 仍 有 31 PP 


由 | 一 
Ee 
Li 
十 

ob 
+ 
四 | 一 
十 
+ 
Tx 
此 


于 是 记 ou = 1+ 卫 +…+ 革 =- 代 , 其 中 必 有 3 1 pk( 否 则 3 


1 = x 全 1 
不 整除 pi, 则 地 x 中 31 PP 二 1 + 3k+1 三 


Pi(3k + 1) + 3q ， 
YE 而 1 P', 矛盾 )， 


于 是 当 nn > 9 时 ,必用 = 了 ,此 时 


心得 体会 拓 广 颖 问 
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1 心得 体会 拓 广 此 问 
42%= 3 + +7+2 53X1012H = 1 


满足 3 1 p,, 进 一 步 当 23 < n 志 辣 时 ,kk = 加 ,于 是 


1 
2+4+3 4+2+3+ ”37 门 + 全 = 
1 3 工 , 1211 ,1 -组 x61+70 。 Ppa 
2+4+340+6 = 70x67 gr 
可 知 31 pp, 故 (1) 得 证 . 


n 只 有 2,7,22. 


10.151 ” 设 p(k) 是 正 整 数 & 的 最 大 奇 约 数 .证 明 : 对 于 每 个 
正 整数 nn 


2, < 2) 20。 
3n < 和 < 3 +1) 
《向 牙 利 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”对 ”用 数学 归纳 法 . 
当 n = 1 时 ， > 


显然 , 字 xl<1< 卫 2 x (1+ 1) 成 立 . 
假设 ,时 ,绪论 都 成 立 

当 m=t+1l 时 ， 

(t+ 1 为 偶数 时 , 设 1+ 1 = 2m, 则 
A p(k) 2M 天 (2i — 1) Ly (2)) 
之 下 =- > 2i-1 + 2 


由 于 1 二 上 p(k) 


所 以 mt+me< DE m+)+m 
t=l 


官 等 数论 难题 后 { 第 一 着 ) 
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即 


则 


r+l 
Sm< 2 Sn 


Ww 


+l) < S$ 2 -< 


这 时 ,结论 成 立 ， 

(2)t + 1 为 麻 数 时 , 设 1+ 1 = 2m + 1, 则 
上 + 上 2m+1 两 十 上 2 图 1 LJ 2 
2 2 - 2 2 = 2 2 + p027) 


iet j=l 2 


(+ D+ < 这 (+2) 


结论 亦 成 立 . 
故 对 任意 的 rn 和 Z* ,都 有 
他 < 2 2 < (n+1) 


10.152 称 满足 a 二 5a egedla,b,c) = 1 Atlerb+ 


c) 1 (er + 如 + 人) 的 三 元 下 整数 (4 ,458,e) 为 <“m - 办 次 " 的. 
例如 :(1,2,2) 是 "5 - 敌 次 ”的 . 
(1) 求 出 所 有 的 正 整 数组 ,使 得 对 所 有 hn > 1, 该 数组 都 


是 “nm - 吞 次 ” 的， 
(2) 求 出 所 有 的 正 整数 组 ,使 之 是 “2 004 - 等 次 ” 的 和 
”2 005 - 竺 次 ” 的 且 不 是 ”2 007 - 敌 次 ”的 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ” (1) 设 (a,8,c) 满足 条 件 


(at+bt+e)|l (or +r ce) 


心得 体会 拓 广 疑问 
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Cat+b+c) lardtice- (oar+rb+e) 心得 体会 拓 广 疑问 
于 是 
(at+b+e) Il2ab + be + co) 出 
(a+b+e)l(la+rh+te 
(a+rb+re)l(la+b+e)-— 
(arb+t+ectasrb+te—-ab-be- ceca) 
于 是 (a+b + ce) | ob 四 
对 于 任意 素 因 子 p > 5, 车 p 1(ae + 了 + c), 则 p 1 aBe. 不 妨 
设 p1a( 以 下 的 过 程 与 a,6,e 大 小 无 关 ), 则 85 +e 二 0(mod p). 
叉 由 式 名 可 得 bc w= 0(mod p), 于 是 8 喇 c = 0(mod p), 这 与 
gcd(a;6,c) = 1 矛盾 ! 
对 于 因子 2, 若 21(a+ 56+ c), 则 由 gcdta,5,c) = 1 工 可 知 @， 
b,c 的 奇偶 性 为 两 奇 一 侦 , 此 时 
2{ab + be + ca) = 2(mod 4) 
所 以 由 式 团 可知 ,(a + 6 + c) 至 多 合 和 2 的 一 次 因子 . 
对 于 因子 3, 车 31(a + b + +), 与 上 面相 同 的 推理 可 得 3 小 
abc , 套 由 式 加 可知 ,(a + 6 + c) 至 多 售 3 的 一 次 因子 ， 
综 上 所 述 , 我 们 有 (a ++ec)16,a,b,c 为 正 整数 ,容易 求 得 
符合 条 件 的 数组 的 集合 是 |(1,1,1).,(1,1,4),(2,2,2)1 
(2) 设 
As) = (oarb+tor+Rty) := 
(x -a(x — blx — cj) 
则 8,y € 工 ,我 们 有 
0O= Fa) + fb) + fe) = (a + T+) - 
(a+rb+reotar bY ce) + 
BCa2o5 + B20 + e2005) + 
yal B20 + e204) 


由 此 可 知 不 存在 符合 条 件 的 正 整数 组 


10.153 求 不 能 表示 成 形 如 作 十 
合 , 其 中 心 和 ”为 正 整 数 ， 


1 
b+l 


(法国 数学 奥林匹克 ,2003 年 ) 


解 ”所 求 集合 由 1 和 每 一 个 形 如 之 + 2:(k = 0,1,2,…) 的 更 
数 构 成 . 


设 n = 笃 + 全 二 1, 直接 计算 有 
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因为 5 与 5 + 1 均 不 能 整除 25 + 1, 所 以 , 式 辐 右 端 是 含 奇 因 心得 体会 拓 广 疑问 
子 25+1>>3 的 整数 . 


相反 , 若 4a > 1) 是 (n -2) 的 奇 因子 , 刚 n zi1, 即 上 -2> 
0. 故 存在 整数 m{m > 0) ,使得 nn = dm + 2. 

定义 5 = 才 (d- Da = b(mb+m+1). 

显然 a 和 是 整数 , 易 计 算得 


10. 154 设 严 是 一 个 大 于 1 的 固定 整数 ,数列 xo,xi,xz,… 定 
义 如 下 : 


0slesm-l 
= -| 


LL 
Di 学 由 
j=l 


求 上 的 最 大 值 ,使 得 数列 中 有 连续 的 项 均 能 被 m 整除 . 
(国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,2003 年 ) 


解 ” 设 六 是 zx 模 m 的 余数 ,在 数列 中 按照 连续 的 m 项 分 成 
块 , 则 余数 最 多 有 me 种 情况 出 现 . 由 抽 层 原则 ,有 一 种 类 型 的 情 
况 会 重复 出 现 . 因为 定义 的 递 推 式 可 以 向 后 递 推 ,也 可 以 向 前 递 
推 , 所 以 ,数列 1r 是 周期 数列 ， 

由 已 知 条 件 可 得 向 前 的 递 推 公式 为 


二 Mirm 一 
由 其 中 的 严 项 组 成 的 余数 分 别 为 ro 二 ,rl 兰 2 rr = 
前 m 项 模 m 的 余数 分 别 为 0,0,…,0,1. 结合 余数 数列 的 周期 性 ， 


m1 
得 sm-1. 


另 一 方面 ,车 在 余数 数列 |r,| 中 有 连续 的 m 项 均 为 0, 则 由 向 
前 的 递 推 公式 和 向 后 的 递 推 公式 可 得 ,对 于 所 有 的 i = 0, 均 有 
ri =D, 政 盾 ， 

所 以 上 的 最 大 值 为 m - 1. 


10.155 数 集 4 由 2 003 个 不 同 的 正 数组 成 ,对 于 好 中 任何 
三 个 不 同 的 元 素 a ,b,c, 数 a2 + be 都 是 有 理 数 .证 明 : 可 以 找 


到 一 个 下 整数 n, 使 得 对 于 好 中 任何 数 &, 数 a Yn 都 是 有 理 
数 . 


(俄罗斯 数学 奥 福 匹克 ,2003 年 ) 


Chapter 10 Motley Exerciseapraxig 


证 明 ”从 数 集 开 中 取出 4 个 不 同 的 数 a,5,c,d. 由 于 
d+r+abEQnr+reeoQ 
所 以 be-abEQ 
故 a+raob= a+bhe+(w- teEQ 
同 理 可 知 , 姑 + ab € ;从 而 ,对 于 好 中 任意 两 个 不 同 的 数 e 
和 8, 都 有 


于 是 a = Wet = r+q9)=i€EQ 
1 王 
8 = /二 -mtea 


令 n = mk, 得 
btn= meEoQ 


故 对 任何 c 捷 对 ,有 
cm = bnEQ 


10.156 已 知 a,5,c,d 为 正 整 数 , 且 满 足下 列 条 件 的 数 对 
{1)x,Y 所 0,1). 


(2) ax + 好 ,ex + dy 均 为 整数 . 

如 果 (a,c) = 6, 求 (b,d). 

( 注 : 这 里 (p,qg) 表示 p ,9g 最 大 公约 数 ) 
《保加利亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 首先 考虑 ad - bc 0 的 情况 ， 

记 A = {art bye +t dy) larthy e+ dy ED,x,yE 
(0,1)) , 则 4 表示 平行 呵 边 形 PORS 内 部 的 整 点 , 其 中 p(0,0)， 
Ola,e), RC(b,d), Sta + bc + d). 

这 个 平行 四 边 形 的 面积 为 | ad - te 1, 另 一 方面 ,由 格 点 多 边 
形 的 Piek 定理 有 

SS=n+ 时 | 
n 是 平行 四 边 形 内 部 格 点 的 个 数 ,m 是 平行 四 边 形 边界 上 的 格 点 
数 , 记 e = (a,e),f = (8,d), 其 中 = eale = esc,b = ol， 
a = fli. 

线段 PO 上 的 点 的 坐标 是 (ox , cx) ,ec EE {0,1). 

从 而 线段 4B 上 的 整 点 个 数 为 e ~ 1, 辣 样 ,线段 BD, CD,AC 
内 部 整 点 个 数 分 别 等 于 f - 1,e -1,f-1. 
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从 而 过 -= e + 不 那么 ,有 心得 体会 拓 广 疑问 
af labi- bcl=2003+e+/f 
因为 e = (a,e) = 65, 所 以 A12009 有 6f12009+ ff = 1， 
了 ,49. 
对 这 些 f,e = 三 1 二 1+ th, 二 €] 三 感 = 1 即 满 
足 条 件 ,故人 5,G) = 1,7 或 和 9. 
如 果 ad - bc = 0, 则 很 容易 看 出 必 有 al = Bb1,ey = 四 ,对 所 
有 的 xE (0, 工 ) 


令 7 = 全 < 让, 则 ex+ 记 =1. 

故 ax+by=a 和 ex + dy = el 是 整数 ， 

这 就 存在 无 穷 多 组 (x,y) 满足 条 件 . 

综 上 所 述 t8,d) = 1,7 或 49， 

注 ” ”本题 利用 pick 定理 建立 关系 是 关键 ,这 个 关键 等 式 把 问 
题 转化 为 一 个 简单 的 不 定 方程 问题 . 


10.157 已 知 m 是 正 整数 ,如 果 存 在 整数 el , a,,…,a,( 不 一 
定 是 不 同 的 ) 使 得 
d+ a2+ + dn 二 站 182 人 二 花 
草 称 = 是 “迷人 的 ”, 求 “迷人 的 ”整数 . 
{ 光 红利 数学 奥 订 匹克 ,2005 年 ) 


解 ”车 上 =4t+1cEN, 显 然 满足 要 求 . 取 4: +1 及 24 个 
1,2# 个 -1 即 可 ， 
车 天 = 4, 则 galazasa4 = 4. 只 可 能 是 a4 = 4 或 中 = as = 2， 
显然 无 解 . 
车 上 = 由 ,t 之 2, 分 两 种 情况 讨论 . 
当 ;为 奇数 时 , 取 22, -2,x 个 1,y 个 -1(x 和 yy 待定), 则 
人 +¥= 4i:-2 
xX—- y+2t-2=4t 
解 得 x = 3t,y = 1-2. 
显然 ,这 样 的 一 组 数 满 足 题 设 要 求 . 
当 :为 偶数 时 ,类 似 地 取 2:,2,x 个 1,y 个 -1(x 和 yy 待 定 ), 则 
人 + = 4:-2 
-y=2t-2 
解 得 x = 3t -2,y = 上 
这 一 组 数 必 满足 题 设 要 求 . 
综 上 所 述 ,4t(t = 2) 型 数 是 迷人 的 . 
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下 面 证 明 ,41 + 2,4: + 3 型 数 不 是 迷人 的 , 若 4t +2 型 数 是 迷 


人 的 , 设 


4t4+2= + G2 


易 知 ,ai 中 有 且 仅 有 一 个 侦 数 ,其 余 41 + 1 个 数 均 为 奇数 , 故 


+ 十 2 必 为 奇数 ,矛盾 ， 


因此 ,4: + 2 型 数 不 是 迷人 的 . 
车 4 + 3 型 数 是 迷人 的 , 设 4t+3 = clez…e4i = Gil + 


az +… + ad 其 中 模 4 余 1 的 有 > 个 , 横 4 余 3 的 有 4+ +3 ->x 
个 . 故 


4+3(4t+3- x) 二 30mod4) 
所 以 2x 到 2{mod 4). 
于 是 x 为 奇数 ,4! + 3 -x 为 偶数 , 则 
3= +3= og ew = 1 x Hs 一 1(moq4) 
节 盾 . 
因此 ,4t + 3 型 数 不 是 迷人 的 . 
综 上 所 述 ,全 部 迷人 的 数 为 
4t+1 EE Ndi,t E Nt>=2 


10.158 已 知 99 个 小 于 100 且 可 以 相等 的 正 整 数 .车 所 有 2 
个 .3 个 或 更 多 个 数 的 和 都 不 能 被 100 整除 ,证 明 ; 所 有 的 数 均 


相等 . 
【克罗地亚 数学 奥 宁 匹克 ,2005 年 ) 


证 明 “” 记 给 定 的 数 为 mn, nz,…, ng. 
假设 结论 不 成 立 , 即 有 两 个 不 同 的 数 ,例如 mi x ma， 
考察 以 下 100 个 数 
S1 = R132 = N283 = RI + fas"’s 
Sm = n+ n+ + no 


由 很 设 可 知 , 数 Si = 1,2,…,100) 不 能 被 100 整除 .由 抽 @ 


原理 ,这 些 数 中 至 少 有 两 个 被 100 除 的 余数 相同 . 将 它们 记 为 5 
和 5:, 且 hk > 1 


显然 , | St ,Si 舌 {15,, 52|. 
因为 5 和 乌 被 100 除 的 余数 相同 ,于 是 5 - 5S, 能 被 100 整 除 ， 


100 1 [mi 十 Rn my}] 
所 以 100 1 (ns + nr2 + … + mm); 与 恨 设 蔬 盾 ， 
因此 所 有 的 数 均 相 等 . 
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心得 体会 拓 广 疑问 


10.159 ” 求 所 有 的 正 整 数 x,y,z, 使 得 \| 2 ty 2 * 


之 005 是 整数 . 


FF+ 


【保加利亚 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 首先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 ” 若 p,q9,r 和 s = Yp +V9 +Y?r 是 有 理 数 , 则 yp ,Vg， 
YT 也 是 有 理 数 . 
引 理 的 证 明 。 由 于 (Yp + Vg)? = (s - Yr, 可 得 
2w pg = s+r-p-g-2sr 


平方 后 可 得 
dpg = 有 +4s2r - 4Msyr 
其 中 M= s+r-p-gqg>0 
于 是 /7 是 有 理 数 . 
同 理 ,YVp 和 /5 也 是 有 理 数 . 
下 面 证 明 床 题 : 
假设 *,y,z 是 满足 条 件 的 正 整数 , 即 / 2 +A/ + 
2 005 
2 0 均 为 有 理 数 . 


帆 12.005 
多 十 了 = 了 ,其 中 。 和 互 质 . 


于 是 2005B? = (x + y)a2， 

从 而 a? 整除 2005, 进 而 有 a = 1. 

因此 x +y = 200582. 

同 理 ,可 设 x + z=20050,y+2z = 20050. 


代入 原 表 达 式 可 知 十 + 小 + 本 是正 整数 ,其 中 5，,c,4 是 正 束 


b=ec=d=l,x+t+y=y+z=2+*=2005 
没有 正 整 数 解 . 


(2) 当 十 + 二 + 二 = 2 时 , 则 5,e,d 中 一 个 为 1, 另 两 个 为 2， 
不 存在 满足 条 忻 的 x,y,z. 
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工 + 二 = 1 时 ,不 妨 设 5 >。 > d > 1, 于 是 有 
+ 本 = 1, 所 以 4 = 2 或 3. 
| 

id = 2, 则 。> 2, 且 之 > 二 + 二 = 吉 , 所 以 c = 3 或 4. 
车 c= 3, 则 5=6 ,不 存在 满足 条 件 的 yy 

若 e =4, 则 B = 4, 存 在 x = 14x2005 = 28070,y = zx = 


2 x2 005 = 4010, 满 足 条 件 . 
综 上 所 述 ,x,y,z 中 zx 为 28 070,y 和 和 z 为 4010. 


10.160” 设 p 是 一 个 奇 质 数 ,n 是 一 个 正 整 数 .在 坐标 平面 上 
的 一 个 直径 为 p" 的 圆周 上 有 八 个 不 同 的 整 点 . 证明; 在 这 八 
个 点 中 存在 三 个 点 ,以 这 三 个 点 构成 的 三 角形 满足 边 长 的 平 
方 是 整数 , 且 能 被 p**! 整除 . 

【国际 教学 奥林匹克 预选 题 ,2004 年 ) 


证 明 ”车 4 和 8 是 两 个 不 同 的 整 点 , 则 4B? 是 一 个 正 整 数 . 
若 给 定 的 质数 p 满足 瞩 1 4B?, 且 六 下 4B2, 则 记 a(4B) - .车 
三 个 不 同 整 点 构成 的 三 角形 的 面积 为 5, 则 25 是 一 个 整数 . 

由 海伦 公式 及 面积 公式 S = 2 (其 中 a,5,e 为 三 角形 的 三 
边 长 ,RR 为 三 角形 外 接 圆 半径 ) 可 得 全 ABC 的 面积 与 其 三 边 长 及 
直径 的 两 个 公式 

24B2 .PC2 + 2BC?. Cd42 4 2042 48? -~ 
4B4 _ BO -Cd44 = 16S8? oD 
AR: - BC » CA? = (28)p™ @ 

先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 。” 设 4,8,C 是 直径 为 pr 的 圆 上 的 三 个 整 点 , 则 
ar4B),afBC),atcd) 要 么 其 中 至 少 有 一 个 大 于 n, 要 么 按照 某 
种 次 序 排列 为 n,n,0. 

引 理 的 证 明 设 呈 = minto(AB),a(BC),a(CA)1. 

由 式 名 可 得 pr" 1 (2872, 所 以 ,有 m 125, 由 式 回 可 得 

oatAB)Y + a( BC) + a(l CA) 3 2m + 2n 

车 alAB) & nafBC) < nal( C4) sn, 则 

a{AB) + a(BC) + a(CA) m+2n 
手 是 2 +T2n 六 现 二 2 
这 就 意味 着 m = 0. 
因此 ,a(4B),alBC),altC4) 中 有 一 项 为 0, 且 另外 两 项 均 为 
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下 面 证 明 ,在 一 个 直径 为 六 的 圆 上 的 任意 四 个 束 点 中 ,存在 

两 个 整 点 P,Q, 使 得 
a(PO)> n+l 

假设 对 于 这 个 癌 上 依次 排列 的 四 个 整 点 4,8,C,D 结 论 不 正 
确 .根据 引 理 ,由 4,B,C, 呈 确定 的 六 条 线段 中 有 两 条 线段 其 端点 
不 同 ,不 妨 设 为 48,CD, 日 满足 a(48) = afCD) = 0. 

另外 四 条 线段 满足 

afBC) = afD4) = afC4l = efBD) = nm 
因此 ,存在 不 能 被 p 整除 的 正 整 数 a,45,c,d,e,f, 使 得 
AB: = a, CD = ec, BC = bp" 
DA = dp", AC? = ep", BD’ = fp" 

由 于 四 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,由 托 蒜 审定 理 有 

vac = pV ef - Y bd) 
将 寺 式 两 边 平方 可 得 

ac = pu(v ef ~ bd): 

所 以 (v ef - v Bd) 是 有 理 数 . 

但 (vef - vbad)? = ef + bd - 2 Ww bdsf, 若 其 是 有 理 数 , 则 
w bdef 必须 是 一 个 整数 . 

因此 (v sf - 5) 是 一 个 整数 . 

于 是 ,ae = p*(Y ef - bd) 表明 px" | we, 矛盾 

现在 设 直径 为 p" 的 贺 上 的 八 个 整 点 为 41,42,… ,ds. 将 满足 
a( 44i) 二 n+ 1 的 线段 染 成 黑色 .顶点 A; 引出 的 黑色 线段 的 数目 
称 为 4; 的 次 数 . 

(1) 车 有 一 个 点 的 次 数 不 起 过 1, 不 妨 设 为 4s, 则 至 少 有 六 个 
点 与 4s 所 连 的 线段 不 是 黑色 的 . 设 这 六 个 点 为 4 ,42，……46. 由 
拉 姆 赛 定理 , 一 定 存 在 三 个 点 ,这 三 个 点 构成 的 三 角形 的 三 条 边 
要 么 全 是 黑色 的 ,要 么 全 不 是 黑色 的 ， 

对 于 第 一 种 情形 恰好 满足 结论 蔓 求 . 

对 于 第 二 种 情形 ,不 妨 设 这 个 三 角形 为 和 44243, 于 是 ,四 个 
点 41，42, 4 ds 中 没有 一 条 线 贸 是 黑色 的 ,矛盾 . 

{2) 所 有 顶点 的 次 数 均 为 2, 于 是 ,黑色 线段 被 分 成 若干 条 回 
路 . 

如 果 有 一 条 长 度 为 3 的 由 黑色 线段 组 成 的 回路 , 则 满足 结论 
的 要 求 . 

如 果 所 有 回路 的 长 度 至 少 为 4, 则 有 两 种 可 能 : 

要 么 是 两 条 长 度 均 为 4 的 回路 , 不 妨 设 为 4idz4344 和 
45464748; 要 人 么 是 一 条 长 度 为 8 的 回路 ， 不妨 设 为 
4i42z434445464748s. 对 于 这 两 种 情形 .41,43,44,47 中 没有 一 条 


心得 体会 拓 广 蜂 问 


Chapter 10 Motley Exercisespraxig 


黑色 的 线段 ,矛盾 . 

(3) 车 有 一 点 的 次 数 至 少 为 3, 不 妨 设 为 41, 且 设 4142,414;， 
Aida 为 黑色 线段 . 由 题 音 得 上 只 要 证 明 在 线段 4243 ,4344, 4442 中 
至 少 有 一 条 是 黑色 的 即 可 .， 

如 果 py. FY FY. PE VET 均 不 是 黑色 的 ， 由 引 理 可 得 a( AsA3) 3 
atA4344) ,adsd2z) 按 某 种 次 序 排列 分 别 为 n,n,0. 

不 妨 假 设 xf4z43) = 0, 设 入 414245 的 面积 为 3, 由 式 也 可 
知 25 不 能 被 p 整除 . 

又 因为 ef4i42) 演 下 +liafdidy > n+1, 由 式 回 可知 25 
能 被 p 整除 ,矛盾 . 


10.161 ”在 100 枝 硬币 中 至 少 有 1 枚 是 假币 ,所 有 的 真 币 的 质 
量 相 等 ,所 有 的 假币 的 质量 也 相等 ,但 很 币 较 轻 , 证 明 :用 51 


次 天 平 可 以 求 出 假币 的 个 数 . 
(新 西 兰 教学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 ”比较 任意 两 枚 硬币 ,会 有 两 种 可 能 的 情形 ,要 人 么 发 现 
一 要 磷 币 较 重 ,要 么 两 枚 硬币 的 质量 相同 .第 一 种 情形 ,我 们 能 得 
到 一 枚 真 币 ,一 枚 假币 ;第 二 种 情形 两 校 硬币 扁 于 同一 种 性 质 ,但 
不 能 分 辨 真 仿 . 

{1) 第 一 种 情形 .将 这 一 真一 假 两 榴 硬 币 作 为 标准 量 对 ,把 剩 
余 的 唱 梳 硬币 分 成 特 对 ,每 对 都 与 标准 量 对 比较 ,每 比较 一 次 就 
能 知道 假币 的 个 数 的 变化 :如 果 比 标准 有 量 对 重 , 则 这 对 都 是 真 币 ; 
如 果 和 标准 量 对 质量 相同 , 则 有 一 校 假币 ;如 果 比 标准 量 对 轻 , 册 
有 两 枚 假币 .这 样 只 须 用 天 平 称 和 次 就 能 知道 假币 的 个 数 . 

(2) 第 二 种 情形 . 我 们 想 找到 标准 量 对 { 一 校 真 币 和 一 校 假 
币 ) ,但 是 第 一 次 用 天 平 称 时 ,我们 得 到 的 硬币 性 质 相 同 ,不 妨 设 
为 (C 万 ) .将 剩 下 的 98 枚 硬币 分 成 和 对 ,并 开始 同 前 面 的 一 对 
(C,D) 比较 , 直到 找到 一 对 (E,F) 与 (C,D) 的 质量 不 同 ,假设 
(EE,F) 比 (C,D) 轻 , 则 人 CC 和 DD 全 是 真 币 .于 是 ,前 面 称 过 的 硬币 也 
全 是 真 币 . 下 面 青 加 称 一 次 得 到 一 个 标准 量 对 ,用 天 平 比较 C 和 
E, 如 果 质 量 相 同 , 则 下 是 假币 ,(C, 下) 即 可 作为 标准 量 对 ;如 果 C 
比重 , 则 EE 是 假币 ,(C,E) 即 可 作为 标准 量 对 . 

类 似 地 ,在 (E,F) 比 (C,D) 重 的 时 候 也 可 以 经 过 1 次 比较 ， 
得 到 一 个 标准 量 对 ,用 (1) 的 方法 ,用 这 个 标准 量 对 和 后 面 的 每 一 
对 比较 ,51 次 后 即 可 得 到 假币 的 个 数 . . 

若 直到 第 30 次 比较 后 仍 与 第 一 次 出 较 的 两 枚 硬币 质量 相同 ， 
则 所 有 100 术 硬币 具有 同一 种 性 质 .由 于 这 100 枚 硬币 中 至 少 有 一 
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校 假币 ,所 以 ,用 和 次 天 平 可 得 到 100 枚 硬币 全 是 根 币 . 
10. 162 ”两 个 人 做 游戏 ,开始 时 ,每 个 人 都 有 2 004 校 硬币 , 然 


后 ,他 们 轩 流 地 投掷 一 个 特别 的 能 子 , 这 个 改 子 丘 个 面 分 别 写 
着 最 小 的 6 个 质数 . 当 一 个 人 投 钴 盘子 后 , 另 一 个 人 就 给 他 一 


些 硬币 ,数量 为 2004 附 以 航 子 显示 的 值 的 余数 . 问 :是 否 可 能 
在 某 次 操作 后 ,一 个 人 所 有 的 硬币 数 怡 好 是 另 一 个 人 的 7 售 ? 
【斯洛文尼亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 如果 若 千 轮 后 , 某 个 人 拥有 的 硬币 数 是 另 一 个 大 的 7 
倍 , 那 么 ,这 个 人 就 拥有 3 507 枚 硬币 , 另 一 个 人 有 501 校 硬币 (总 
共有 4 008 枚 硬币 )， 

由 于 前 6 个 质数 是 2,3,5,7,11,13, 将 2 004 分 别 除 以 这 些 数 ， 
余数 分 别 是 0,0,4,2,2,2. 因此 ,每 投 丘 一 次 贫 子 ,任何 一 方 所 拥 
有 的 硬币 的 改变 量 是 个 偶数 . 游戏 开始 时 ,每 个 人 所 拥有 的 硬币 
数 世 是 偶数 ,所 以 ,不 可 能 在 某 一 次 投掷 后 ,一 个 人 所 拥有 的 硬币 
总 数 是 另 一 个 人 的 了 倍 . 因 为 这 样 的 话 , 两 个 人 都 要 拥有 奇数 枚 宣 
币 . 


10.163 ”在 一 个 报告 大 厅 中 ,椅子 按 行 和 列 搜 成 一 个 矩形 方 
阵 , 谷 行 坐 荐 6 个 男孩 ,每 列 坐 着 8 个 女孩 ,另外 有 15 个 座位 
是 空 着 的 . 求 行 数 和 列 数 . 

{ 瑞 由 数学 奥林匹克 ,2004) 


解 ” 设 共有 mw 行 和 n 列 . 
由 题 意 可 知 m 关 8,n > 6, 且 


Gm + Bn+15 = mn 


从 而 有 
《SR 的 = 的 =3x21= 了 xg=1Tx 人 的 
所 以 共有 以 下 和 种 可 能 
{= 他 他 5 
n=27” lnr=9°” ln=15 
m= 17 m=9 m = 71 
{7 {? To: 2 
举例 如 下 : 


{1)15 x 15. 
如 图 1, 安排 妆 生 坐 , 则 每 行 余 了 个 格 , 任 选 厂 个 计 男 生 坐 . 
将 每 一 行 (或 列 ) 按 从 左 到 右 ( 或 从 上 到 下 ) 编号 . 
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图 1 


《2)11 x 27. 

将 第 1 ~ 5 列 第 1 - 3 号 ,第 7 ~ 12 列 第 4 ~ 6 号 ,第 13 ~ 18 
列 第 7 ~ 9 号 ,第 19 ~ 和 4 列 第 10,11 号 安排 男生 学 , 则 每 列 至 少 余 
8 个 座位 让 女生 坐 . 

(3)17 x 13. 

将 第 1 ~ 8 行 第 1 ~ 7 号 ,第 9 ~ 16 行 第 8 ~ 13 号 安排 女生 
坐 , 则 每 行 至 少 余 6 个 座位 让 男生 坐 . 

(4)29 x 9. 

将 第 1 ~ 8 行 第 1 ~ 3 号 ,第 9 ~ 16 行 第 4 ~ 6 号 ,第 17 ~ 24 
行 第 7 ~ 9 号 安排 女生 坐 , 则 每 行 至 少 余 6 个 座位 计 男 生 坐 ， 

(5)9 x 96. 

仿 (2) 可 得 ， 

{6)71 x 7. 

仿 (4) 可 得 . 
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10. 164 桌 上 旅 着 个 数 分 别 为 1,2,… ,天 的 下 > 3) 堆 石子 . 
第 1 步 , 任 选 三 堆 石子 将 它们 合并 成 一 堆 , 并 在 这 堆 石 子 中 挑 
出 一 个 石子 扔 掉 ; 第 2 步 , 从 现在 桌 上 的 所 有 石子 崔 中 选 出 三 
堆 石 子 将 它们 合并 成 一 堆 , 并 在 这 堆 石 子 中 挑 出 两 个 石子 扎 


掉 ;…; 一 般 地 ,第 i 步 ,在 提 上 选取 石子 总 数 大 于 i 的 三 堆 将 
它们 合并 成 一 堆 , 并 在 这 堆 石 子 中 挑 出 i 个 石子 扔 掉 . 若 经 过 
有 限 步 上 述 操作 后 ,桌面 上 仪 剩 下 一 堆 p 个 石子 .求证 : 当 且 
仅 当 25 + 2 和 3k + 1 都 是 完全 平方 数 时 p 为 完全 平方 数 , 并 
求 这 样 的 最 小 自然 数 . 


解 第 ; 步 以 后 ,桌子 上 的 石子 数 为 下 -21, 又 这 下 推 石子 可 


以 经 过 若干 步 后 变 为 一 堆 , 则 上 为 奇数 ,总 的 步 数 为 上 5 


我 们 分 天 = 1{mod 4) 和 上 = 3(mod 4) 两 种 情况 来 解决 问题 . 
(1) 车 上 二 1(mod 4), 记 此 = 4c + 1, 那 么 开始 时 共有 石子 


1+2++heBEE+1) = (4c +1)(2c +1) 


经 过 24 步 共 扔 掉 的 石子 数 为 
1+2+…+2c= cl2c + 1) 
故 p= (4c+1)(2ec+1)- cl2c+1) = (2c+ 1)(3c+1) 
因为 (2e + 1,3c + 1) = 1, 所 以 p 为 完全 平方 数 时 ,2c + 1 和 


3c + 1 均 为 完全 平方 数 , 即 上 十 1 和 小 二 均 为 完全 平方 数 ,也 即 
2k + 2 和 3k + 1 为 完全 平方 数 . 

又 当 2k +2 和 3k + 1 为 完全 平方 数 时 ,显然 p 为 完全 平方 数 . 

(2) 若 大 = 3(mod 4), 记 天 = 4c +3, 则 

3k+1 = 12e + 10= 2(mod4) 

不 可 能 为 完全 平方 数 . 

下 证 p 也 一 定 不 是 完全 平方 数 ， 

此 时 总 的 石子 数 为 


14+2+…+ 上 = 二 (+1) = 2(4c + (e+1) 


经 过 2c 步 共 扔 掉 的 石子 数 为 
1+2+…+2c= (e+1)(2c+1) 
故 p=2X4c+lte+D-(fe+rbDzc+l=fte+l(6c+9 
若 p 为 完全 平方 数 , 则 由 (cec + 1,6c +5) = 1 知 r+1 和 6c+ 
5 均 为 完全 平方 数 ， 
记 c+t+1= wi,6c +5= 7, 则 6x? -y= 1,y 为 奇数 ,所 以 
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2 = lmod 8),6x = 2Cmod 8) 
故 3x? = 1(mod 4) ,这 不 可 能 , 故 p 不 为 完全 平方 数 . 
综 上 所 述 ,当量 仅 当 2k + 2 和 3 + 1 都 是 完全 平方 数 时 ,p 为 
完全 平方 数 . 
下 面 我 们 来 寻找 满足 条 忻 的 最 小 自然 数 上 . 
由 上 面 的 证 明 可 得 站 = 4c + 1(c 3 1), 则 内 须 守 找 最 小 的 "， 
记 2c +1 = ,3c +1 = 7, 则 
3x -2y =1 OD 
显然 x* = 1(mod 2),x? = 1(mod 4), 则 
2y? = 2(mod 4),y = 1(mod 2) 
设 x =2a+1,y = 245 +1, 式 中 变 为 
3afae+1l) = 25 + 1) 
将 a = 1,2,…, 尿 一 代入 ,可 知 最 小 的 a = 4, 此 时 5 = 5, 故 最 小 
的 
&=d4ec+l=2x-1=22c+12-1=16l 


10.165 ”老师 在 黑板 上 写 了 n(n > 2) 个 正 整数 ,这 些 数 中 任 
两 个 数 不 存在 整除 关系 .学 生 轮 流 所 去 黑板 上 的 某 些 数 ,使 得 
每 人 怡 好 氛 去 一 个 数 , 且 此 数 是 该 生 离 开 前 能 整除 黑板 上 余 
下 所 有 数 之 和 的 数 . 最 后 , 黑板 上 从 好 有 两 个 教 . 问 : 对 任意 
n >2, 上 述 巩 法 是 杏 均 可 能 成 立 ? 

【和 白 俐 罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ”可 能 成 立 . 
对 任意 n> 2, 存 在 正 整 数 aiy az,…yan, 使 得 
a3l (a + 02) 


G4 | Cal+ G2 + 03) 


an | {at q+" + an1) 
其 中 a,i jj. 
定义 qa1,q2,… ,0 是 数列 pg -2,pg +2,2pg,4(p + 0 ,4(g+ 
1 ,4(p + 1 4(09 + 睛 ),4(p + 5),…' 的 前 5 项 ,其 中 p,g 是 奇 
数 , 且 
p> dn,g= {tp+n)l+1 
易 知 , 式 中 成立, 且 此 数列 中 不 存在 任 两 项 有 整除 关系 , 所 
a 2 为 所 求 正 整数 . 
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10.166 ”有 一 个 游戏 ,开始 在 黑板 上 写 上 1,2,… ,2 004, 游戏 
的 每 一 步 包 含 下 列 步 又: 

(1) 在 黑板 上 任意 选择 一 些 数 构成 集合 . 

(2) 将 这 些 数 之 和 模 11 的 余数 写 在 黑板 上 . 

(3) 掠 掉 先 前 选 的 那些 数 . 

当 游 戏 进 行 到 黑板 上 只 留 下 两 个 数 时 ,一 个 是 1.000, 间 
另 一 个 数 是 包 少 ? 


捷 国 数学 奥林匹克 ,2004 年 } 


和 解 ” 另 一 个 数 是 4. 
由 于 每 进行 一 步 ,黑板 上 的 所 有 数 的 和 模 11 的 余数 不 变 , 且 
1+2+…+2004=3(modll),1000 一 -tmodlt) 
则 另 一 个 数 一 定 模 11 余 4. 但 是 ,在 游戏 过 程 中 , 写 在 黑板 上 的 数 
都 小 于 11,1 000 是 黑板 上 原来 的 数 ,所 以 另 一 个 数 一 定 是 4. 


10.167 “是 否 存在 两 两 不 同 的 正 整数 m,n,p,9 使 得 


站 +isp+giwyvR+y=VvPp+ygqg>2004 
(俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


解 ”存在 .我 们 来 寻找 如 下 形式 的 正 整 数 
m= oh = Bp = oi, =d 
其 中 a, 了 ,c,d 为 正 整 数 . 
注意 ,此 时 题 中 的 条 件 转化 为 
atb=c+da+rb=e+rd 
即 a-c=d-b{a- cla+c) = (db + bd + Bb) 
国定 8 与 4 的 关系 = d ~ 1 > 2004, 则 如 下 的 数 对 即 可 满 
足 题 中 条 件 
_ d+rbd+tb-l, +dt+ b+l 


“= 2 
事实 上 ,由 于 3 与 4 的 奇偶 性 不 同 , 所 以 上 述 二 数 均 为 整数 ， 
并 且 容 易 看 出 


a>yec>>d>b > 2004 


10.168 证 明 : 不 存在 正 整数 wj, xz,…,xrn ,mm 守 2; 使 得 x < 


1 1 1 
< 
XI 和 Xm 


(希腊 数学 揭 林 匹克 ,2004 年 ) 


证 明 如果 xi = 1, 则 二 = 1, 且 二 + 六 + 人 > 1 也 
] 1 2 m 
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盾 ， 心得 体会 拓 广 疑问 
如 果 各 1 衬 2, 则 E 下 itliz= 1,2,"…,m. 注意 到 
1 1 .1 ,._ 1! ._1.l 
Ar ri iitl 


si- 划 : 全- 直人- 动 各 - 


矛盾 . 
因此 不 存在 满足 条 件 的 正 整 数 . 


10.169 证明; 对 任意 正 整 数 ,存在 唯一 有 序 正 整 数 对 (&， 
5) 使 得 


n=7(erb- Dat+b-2D+a 
{印度 数学 奥林匹克 ,2006 年 ) 


证 明 ” 记 T(m) 为 第 m 个 三 角形 数 , 则 
T(m) = + 


显然 对 任意 正 整数 *, 必 存在 唯一 的 mo, 使 得 
T(mo) < ne Timo+ 1) 
邻 立 二 bbB-2= mo; 则 不 三 一 TLmo) ,下 证 a 和 记 均 为 正 整 


因为 FT(mo) < nn, 所 以 
6 = 上 -TUmoy >0 
则 b=m-a+2=m-n+ Tm)+2= 
(Timo) + mo+1)-n+l= 


(Pmt ml) ntl= 


(mo + 1) (mo + 2) 
~ + = 


Timo+ 1)—-n+l 
义 因 为 n < TCmo + 了 ,所 以 8 1. 
综 上 所 述 ,我 们 得 到 由 n 确定 的 唯一 正 整 数组 (a , 8), 问题 得 
证 ， 
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10.170 ”在 平面 上 的 每 个 整 点 (x ,y)(x 和 y 都 是 整数 ) 处 放 
一 化 灯 . 当时 刻 上 三 0 时 , 仅 有 一 塌 灯 亮 著 , 妆 t= 1,2,"*" 时 ， 
满足 下 列 条 件 的 杂 被 打开 ; 至 少 与 一 荔 亮 善 的 灯 的 距离 为 
2 005. 

证 明 : 所 有 的 灯 都 能 被 打开 ， 
| { 竿 国 数 学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ” 设 最 初 亮 灯 为 0. 对 某 点 4,04 =【x,y). 
2 0052 = 1 3572 + 1 476 
(1 357,1 476) = (1 357,119) = (1 357,7 x 17) = 1 
邻 «= {1 357,1 476),5 = (1 476,1 357),e = (1 357， 
-1476),d = (1 476, - 1 357). 
车 在 :时刻 4 被 点 亮 , 则 在 下 一 时 肇 4+ a,A+b,4+c; 有 + 
4 分 别 被 点 亮 . - 
只 须 证 明 对 任意 的 4 ,存在 p,qg,r,s 和 ZE, 使 
0 =P+ 骆 + 天 + 碍 心 
因为 (1 357,1 476) = 1 由 斐 易 定理 知 , 存 在 mo, noyaoyt 捷 ZZ, 满 
是 


* = 1357mo+ 1 46m,y = 1 357uo + 1 476v0 
他 m= mo+l146k,n = no- 1 357k 
uo= wotldel,r = vw —1357,k,1EZT 
21(m -vo | (mo - vo+ 1 476k + 1 3571) ec, 


2 (mvw+ tit) 名 
21(u -not| (ww - no + 1476l + 1 357F)0» 
21 (uw no+k) 名 


显然 存在 上 ,1 E 工 满 足 式 加 , 国 . 令 


Pt" 人 人 


p-r=t” 一 二 
p= tt _ +n 
”2 ”2 
册 ， 
r= s -LL 
2 ~ 2 


-显然 ,p,g,r,s 和 了 满足 式 由. 
所 以 总 可 经 过 有 限 次 操作 使 4 被 点 亮 . 
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10.171 一 个 正 整 数 满足 下 烈 条 件 时 称 为 “三 分 型 数 ”: 这 个 
数 的 所 有 的 因子 分 成 三 个 集合 ,每 个 集合 中 的 元 素 相 加 后 得 


到 的 结果 相同 .和 证明: 存在 无 穷 多 个 这 样 的 三 分 裂 数 . 
〔 新 西 兰 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 ”举例 来 说 ,120 就 是 一 个 三 分 裂 数 . 

120= 60+ 和 +=1+2+3+41+$+6+ 
8+10+12+15+24+30 
所 以 120 是 一 个 三 分 裂 数 . 
如 果 ma 是 一 个 三 分 型 数 , 这 时 ,= 的 因子 能 够 分 成 三 个 集合 
每 一 个 集合 的 和 相等 , 记 为 

+ dd 

设 p 是 与 a 互 质 的 质数 ,这 时 d;, pd; 是 pn 的 因子 , 且 

pd + + pd, = pd + + pd = pi, + + pd 

由 此 可 知 pn 也 是 一 个 三 分 裂 数 ， 

综 上 所 述 , 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 三 分 裂 数 . 


10.172 ” 求 所 有 正 整 数 * 和 7y, 使 得 (* + y)(xy + 1) 是 2 的 整 


数 次 者 . 
【新西兰 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 设 s+y=2,xy+1l=22. 
车 xy+1%+Y, 则 5 = a. 于 是 ,有 
wy + 1 = O(mod 2°) 


又 因为 x+ y= Omod2°) 
所 以 -和 +1=0mod2?) 
即 2 | (x+1l)(x -1) 


由 于 x +1 与 x -1 只 能 均 为 偶数 ,日 (z + 1,x 一 1) = 2， 从 而 
一 定 有 一 个 能 被 2 整除 . 

由 于 1< xc<2a -1 所 以 x = 1,2o-1-1,2o-14+1 或 2 -1. 

相应 地 ,y = 2" -12 + 1,2 -1 工 或 1 江 足 条 件 ， 

车 x +y > y+ 1, 则 有 (x -Dr-1 < 0, 逆 盾 . 


综 上 所 述 
i | 
y=2°-1ly=2+1 ly=2-1ly=1 


其 中 ,a,5,c，,d 为 尾 意 正 整 数 . 
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10. 173 ”两 个 人 A 和 B 仅 用 数字 1,2,3,4,5 组 成 一 个 2005 位 
数 ,每 次 只 选择 一 个 数码 .由 上 先 选 ,然后 & 和 8 交替 选 . 当 


且 仅 当选 取 的 数 NN 能 被 9 整除 时 ,A 获胜 . 问 : 谁 有 获胜 策略 ? 
《爱尔兰 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


解 ”B 有 获胜 策略 . 

B 可 以 采取 这 样 的 策略 : 

车 太 上 一 步 选 上 , 则 B 选 6 一 上 上, 

N 能 被 9 整除 当 且 仅 当 六 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 , 选 到 


第 2 004 位 时 ,N 的 前 2 004 位 数码 之 和 为 6x 2， = 6012, 是 9 


的 倍数 .无 论 上 怎样 选择 第 2 005 位 数码 ,都 不 能 使 六 的 各 位 数码 
之 和 是 9 的 倍数 ,因此 ,了 B 获胜 . 


10.174 求 所 有 满足 f:N* -> N"* 的 函数 ,存在 E N” 和 一 
个 质数 p ,使 得 对 任何 n > ,都 有 ftn + p) = A(n). 同 时 还 


要 满足 ;车 m1n, 就 有 fim+1)1f(n+. 
【伊朗 教学 奥林匹克 ,2005 年 ) 


证 明 对 于 mn 关上 车 m 寺 1mod p), 则 tn ~1,p) = 1, 且 
存在 一 个 正 整 数 局 ,使 得 (ta - 1) 1 (n+ Kon); 所 以 
Fln) | (fin+ kop) + 1) 
fn) = fin + op) 所 以 ,fn) 1 1. 
故 对 任意 nn 二,n 台 1(mod p), 有 fn)=1. 
考虑 任意 的 n > 1. 
由 于 (rn -1 1 一 二 部 ,所 以 
fn) | flln -Dip)+1)=2 
故 对 于 任何 n yx 1, 都 有 fC(n) € {1,2}. 
这 样 就 有 两 种 情况 . 
(1) 对 全 部 nn 二 上 ,nn 二 1(mod p), 有 An) = 2. 
考 碟 nm < 大 ,车 (nm -1,p) = 1; 则 存在 一 个 数 m 二 下 ,满足 
(n-1)1m 和 p11(m -1). 于 是 ,有 
fn) lfm)+1)=3 
胡 fn) = 1. 
所 以 , 当 m < 到 ,nn 六 1(mod p) 时 ,f(n) = 1 
此 时 ,满足 条 件 的 孙 数 可 以 定义 为 ; 
当 m 夫 10mod p) 时 ,fl(n) = 1; 
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当 n yw hn = 1(modp)NH,f(n) = 2; 

当 1 < na<kin=lmodp) 时 ,Fn) = 1 或 2; 

(1) 取 满 足 f(2) 1 (FC(1) + 1) 的 任意 正 整 数 . 

(2) 对 全 部 nn 二 nm 1(mod p), 有 fn) = 1. 

在 这 种 情况 下 ,对 于 任意 = >, 都 有 fn) = |， 

令 $S= lalfla)=2,a< .由 定义 可 知 , 不 存在 m,n € 
5 使 得 (m ~- 1) 1 nn. 

此 时 ,满足 题目 条 忻 的 函数 可 以 这 样 定义 : 

8 是 一 个 正 整数 的 有 限 子 集 , 不 存在 m,n E $8 使 得 (m -1)1 
n. 

对 于 nn > 1, 有 fln) = 2 的 充分 必要 条 件 是 =E 5,f(1) 可 以 
定义 为 满足 条 件 f(2) 1 (f(1) + 1) 的 任意 正 整 数 . 


10.175 “ 正 整 数组 (a ,5,e) 满足 oz+ 电 = 局 . 

证 明 :(1)( 人 + £) > 8. 

(2) 不 存在 整数 ,使 得 存在 (a,5,c) 满 让 + 下) = 
{ 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,2005 年 ) 

证 明 《1)? 根据 条 件 和 均值 不 等 式 , 得 

(< 之) _ (2+8) _ (e+ (e+t by 
+ = € ab = eb 这 
2 eb (2 ab) 
ob? 

等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 5, 这 要 求 a = ; 牙 盾 , 故 
(< +£) > 8. 

{2) 因为 二 + 二 是 有 理 数 ， ,所 以 当 且 仅 当 二 + 再 2 是 整数 时 
(E+£) 下令 + = m, 不 妨 设 ged(a,5) = 1( 否 


则 , 同 除 以 a,5,e 的 公约 数 , 而 m 值 不 变 ). 
因为 cfo 48) = mab 且 ged(a,a + 5) = 1, 所 以 a1c, 则 
c =ak(k EN'), 于 是 避 + 本 = 民 民 , 则 可 = ( 妈 - 1 从 而 


a 15, 这 与 (a,6) = 1 矛 质 , 故 (+ 革 )】 不 等 于 任何 整数 4. 


= 8 


第 0 章 杂 ” 题 
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必得 体会 拓 广 疑问 
10.176 ad(n) 表示 正 整 数 n 的 正 因数 个 数 . 若 对 一 切 正 整数 
m < n 篆 有 dtn) > dlm), 则 称 为 富裕 数 , 两 个 富裕 数 
m < 5 称 为 相 邻 的 富裕 数 , 如 果 不 存在 满足 m < * < nm 的 富 
炊 数 s, 证 明 : 
{1) 上 只 有 有 限 儿 对 相 邻 的 富裕 数 (a,5) 满足 a | 8. 
(2) 对 每 个 素数 p ,有 无 穷 包 个 富裕 数 使 得 六 也 是 富裕 
数 . 


(国际 歼 学 奥 林 匹 志 预选 是 ,2005 年 ) 


证 明 ”对 于 正 整 数 n 和 素数 p, 以 a,(n) 表示 n 的 标准 分 解 
式 中 素 因 子 p 的 方 次 ,于 是 有 
d{n) = Dn,(n) + 1) 
引 理 1 若 为 富裕 数 ,p,g 为 素数 ,£,s 为 非 负 整数 ,日 
<g, 即 
katn) 二 sap(n) + (Fk + 1)(s -1) 
引 理 1 的 证 明 车 ce,(n) < :, 结 论 显 然 成 立 ( 注 意 s > 1). 


若 as() > 4, 则 对 是 个 小 于 "的 整数 .由 的 富裕 性 ,人 4 ] < 


dtn), 即 
Captn)} + k+l)(atn) -s+1) < (oln) +1)(a(n) + 1) 

展开 即 得 . 

引 理 2 对 任意 的 素数 p 和 正 整数 上 ,只 有 有 限 多 个 富裕 数 n 
满足 a(n) 上 . 

引 理 2 前 证 明 ”对 任 一 个 不 同 于 5p 的 素数 4, 若 9 > pr*!, 由 
引 理 1 取 。= 1 得 到 

(k+lDat(tn)sa(tn) ec 

故 otn) = 0. 


而 若 9 < pr, 有 正 整 数 :使 ¥ > p, 使 
ay(Pa) ss saptn) +25 -1) eB+2s-2 
这 种 (gq,s) 只 有 有 限 多 组 ,因此 相应 的 nn = gt 只 有 有 限 多 


个 . 

特别 地 ,对 任意 正 整 数 m, 不 被 m 整除 的 富裕 数 = 只 有 有 限 
多 个 . 

回 到 原 题 . 

(1) 设 < 6 为 相 邻 的 富裕 数 ,归纳 可 证 对 每 个 整数 i € (a， 
下 都 有 4 < d(a). 但 显然 4(2a) > d(a), 故 车 a 15, 则 必 有 


Chapter i Motley Exercisespraxis 


8 = 26. 反 设 有 无 穷 儿 对 (a,2a) 是 相 邻 的 富裕 数 . 由 引 理 2, 其 中 


有 无 穷 多 个 a 被 18 整除 . 对 于 这 些 a, 由 帮 中 | < d(a)， 
d{ 闻 ) < ad(a) 得 到 
(oa) +3+ (8a) -2+1) < (Cata) + Dao) + 1)=» 
3asf(a) < 2azfe) + 5 
(ml0) -1+ (aa)+1+1) e (oa) + 1)(as(a) + 1)=» 
oa) & rata)+1 
代 人 得 到 gt a) < 7, 与 引 理 2 矛盾 . 
《2)2 是 富裕 数 . 若 a 是 富裕 数 , 则 (a,2a] 中 满足 2(i) > 
d(a) 的 景 小 i 是 下 一 个 富裕 数 , 故 有 无 穷 和 多 个 畜 裕 数 ， 
对 任 一 素数 p 和 任意 整数 上 > 1, 设 是 满足 a,(n) > 上 的 最 
小 证 裕 数 ,下 证 + = 也 是 富裕 数 ,从 而 了 与 呈 同 为 富裕 数 . 由 下 
的 任意 性 可 知 这 种 * 有 无 穷 多 个 . 
反 设 r 不 是 官 裕 数 , 则 存在 富裕 数 m < r 使 得 d(m) > dl7). 
由 上 述 n 的 取 潜 可 知 ,az(m) < wln) - 1. 于 是 


af mi) +2 otn)+l1 
d(mp) 二 得 人 可) ap {m) +1 > dz ) ap(n) 二 d{n) 
与 mp < ni 牙 掉 . 


10.177 (1) 已 知 质数 集 时 = 1p1,pz,*… ,pil. 
证 明 : 分 母 是 对 的 所 有 元 素 的 和 严 的 积 ( 即 分 母 能 被 好 的 
所 有 元 素 整 除 ,但 不 能 被 其 他 任何 质数 整除 ) 的 单位 分 数 ( 即 


形 如 二 的 分 数 ) 的 和 也 是 单位 分 数 . 
(2) 如 果 了 054 是 和 的 单位 分 数 , 求 这 个 和 |. 


{3) 如 果 本 = {pispzs** ppj :不 > 2, 证 明 : 和 小 于 方 , 其 


中 站 =2x38 2 -2)1. 
《澳大利亚 数学 奥林匹克 ,2004 年 ) 


证 明 (1) 考虑 和 中 作为 一 个 分 式 的 分 母 出 现 的 每 个 正 整数 
n 为 n = ly ;此 处 ,对 所 有 j,e; > 1， 
由 给 定 质数 集合 村 确定 的 所 有 单位 分 数 的 和 为 


第 如 车 杂 题 
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心得 体会 折 广 疑 阿 


1-y lw-D) 
正如 所 求 的 ,这 也 是 一 个 单位 分 数 ， 
(2) 因为 2 004 的 质数 分 解 式 为 
2004 = 人生 x3x167 
因此 相应 的 质数 集 为 N = 12,3,167|， 
由 此 得 分 式 的 和 为 


-DG- Dom-D- 1x2rm- 讽 
(3) 注意 到 p =+ 1(mod 6) 适用 于 大 于 3 的 所 有 质数 p ,否则 
哺 能 被 2 或 3 整除 . 
在 任意 连续 6 个 大 于 3 的 整数 中 ,至 多 有 2 个 质数 .考虑 质数 
序列 
[pl = 12,3,5,7,11,13，…-| 
用 数 3 + 1 替换 大 于 3 的 质数 Piz,j = 1,2,…, 得 数列 
{| = {2,3,4,7,10,13, ,3 一 241 
对 于 所 有 i, 有 g; < pi. 
对 于 & > 2 的 给 定 质数 集合 好 = {pi,p2,"… ,ps} ,可 得 


让 1 站 1 < 一 上 一- 

Ilts-1) Hs-y lw- 

j= j=l | 
1 
lx2x3x6x- -x3k -2) 一 


1 
2x32 x (kh -2)!1 
正如 所 要 求 的 . 


数论 中 的 定 现 与 结果 
Theorem and Result in Number Theory 


数论 中 的 定理 与 结果 


1. 求 证 :存在 无 数 正 整数 n ,使 2n + 1 及 3n + 1 均 为 平方 数 . 

2. 存在 无 数 正 整数 4, 问 3n + 5 与 5n +3 可 否 为 素数 ? 

3. 求 所 有 的 正 整数 n ,使 = 可 能 不 大 于 vn 的 所 有 正 整 数 整 除 . 

4. 求 最 大 的 上 N* ,对 任意 的 请 EN 有 2*13 - 22 有 +248 -1， 

5. 设 有 mm 天 和 本 + 下 +1>n+lil 且 ++1 是 质数 , 若 忆 =s+1), 证 明 : 


CC Tc - C2). 
ieml 


6. 设 nEN’, 且 nn = 4, 证 明 :存在 a EN’ ,使 1 < oan/A4+1l, 且 rar-a. 

7, gab ,e198 奇 数 ,0 <a<b<ec<d 有 ad = ee; 证明: 如 有 ,mEN", 合 at+d= 
2 b+c=2", 则 a = 1, 

8. 试 求 所 有 非 负 整数 n,e,8, 且 nm 闪避 满足 下 -1 w+1. 

9. 设 SESN’, 若 x,yE 5, 则 x + YE 583, 求证 :存在 m,d EE N"* ,使 对 于 任意 整数 * > 
mx €E sd | x. 、 

19. 坐 标 平面 上 任意 一 条 以 整 点 为 顶点 ,各 边 长 均 相 等 的 闭 折线 均 有 偶数 条 边 . 

11. 5 为 非 负 整 数 ,(1+4V2 - 4v4)a = gn 十 by2 + Cn 4 ,an, cn 全 全 ,证 明 : 若 c= 
四 则 nm = 0. 

12. 设 mn 为 不 小 于 2 的 正 整数 ,al,azyaiya4 为 正 整 数 ,满足 : 

《nye) = 1 = 1,2,3,4, 

(2) 对 于 上 = 1,2,… ,rn -1, 有 (khanD) ,Ciao) + (hg) + 《haa)n = 2n, 这 里 (hoi); 为 
has 除 以 n 的 余数 ,求证 :可 将 { G1)a Co) na (a3)n ,Ca)s 分 成 和 为 的 两 组 . 

13.x,y,z EE,H(x - yy -a)(s ox) = + y+ 2 证明 :27 | x+ y+2. 

14. al = 2,o:l = 6l16z…en + 1 的 最 大 质 因数 ,证 明 ; 该 数列 中 任 一 项 不 等 于 5. 

15.m,n EN mn+o9im+2n2+3) 最 少 有 多 少 个 不 同 的 质 因数 ? 

16. 设 人 为 正 整 数 n 的 全 部 约 数 ,1 < dl < 人 人 i 于 ni:H.n 三 df+ 
虹 + 二 + 二, 求 所 有 这 种 =. 

17. 在 数 轴 土 任 取 一 个 长 为 /n(n EN" ) 的 开 区 间 , 求 证 : 形 如 pep,gE21sg 大 
n 的 既 约 分 数 中 至 多 有 [(a + 1)/2] 个 辕 于 这 个 区 间 . 

18. 证 明 :任何 不 大 于 “的 正 整数 可 表示 成 不 多 于 nn 个 数 的 和 ,在 这 些 加 数 中 , 设 有 两 
个 是 相同 的 ,而 且 每 一 个 都 是 n! 的 因子 . 

19. 设 a,bEN" ,a+ 这 被 a + 上 5 除 时 , 商 为 g, 余 数 为 1, 求 所 有 的 数 对 (a,5), 使 得 
yg +r = 1%7. 

20.n > 3, 正 整数 x ,xz,… ,x 满足 x < x < 21, 设 P = xix2… 和 %,T 是 质 
数 ,上 是正 整数 ,rn | P, 求 证 : P/r > rn1. 

21. 设 a,bEN*, 且 or(m 个 a) = (rn 个 ,m,n > 2. 求 证 :a = $b. 
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22. 求 证 :(2" -1,2*+1) = 1, 当 a < 20m +1, 当 a > 8, 这 里 2 | mm,28| mn. 

23. 设 P(x) 为 整 系数 多 项 式 ,数列 | as| 定义 如 下 :ao = 0,a, = Pa ,n= 1,2,.…， 
证 明 ; 对 任意 正 整数 m 和 大, 数 (aar) = arm 昌 ， 

324. 设 己 为 质数 ,给 定 呈 +I 个 不 同 的 正 整数 ,证 明 : 可 以 从 中 找 出 这 样 一 对 数 ,使 得 将 两 
者 中 较 大 的 数 除 以 两 者 的 最 大 公约 数 以 后 ,所 得 之 商 不 小 于 P+ 1. 

从. 证 明 : 对 任意 大 于 2 的 正 整数 ,存在 由 n 个 合 数 组 成 的 等 差 数 列 ,其 所 有 项 两 两 互 
质 . 

26. 求 证 :存在 一 个 由 正 整数 构成 的 集合 4 具有 如 下 性 质 :对 于 任何 由 无 限 个 质数 组 成 
的 集合 S, 存 在 下 > 2 及 两 个 正 整数 mm EE 4 和 nm 人 4 ,使 得 m 和 nn 均 为 3 中 天 个 不 同 元 素 的 
乘积 . 

27. 求 证 :对 于 任意 正 整 数 +, 在 在 六 ,使 对 每 一 个 正 整数 mn > nn, 至 少 有 一 个 Ci,1 < 
上 sm - 1 能 被 某 个 质数 的 > 次 严整 除 . 

28. 设 = > 2, 如 对 满足 0 < 上 < Yn 人 3 的 所 有 整数 让 ,局 + 记 + nm 为 质数 ,证 明 : 对 0 < 
下 下 2 对 的 所 有 整数 下 ,大 + 大 + 于 均 为 质数 . 

29.x,yyfz2+ 记 +67iy EN , 求 所 有 的 (x+ 关 +6)7sy， 

30. 设 PP 为 质数 ,证 明 ; 存 在 整数 名 ,使 得 P1 加 - Xo + 3 的 充分 必要 条 件 为 存在 整数 
Yo: 使 P| -yo+ 25. 

31. 设 ol,az，… an 为 n 个 不 同 的 整数 ,证 明 ; 所 有 分 数 (a - oi)Ak - 让 的 荧 积 是 整 
数 ,其 中 心 ,为 整数 ,1 ho 

近 , 设 正 整 数 n > 6, 求 证 :全 体 不 大 于 m 的 合 数 可 以 恰当 地 排 成 一 行 ,使 得 任何 两 个 相 
邻 的 数 均 有 大 于 1 的 公约 数 . 

33. 已 知 :a = 2,n 1 er -1, 则 nn = 1; 若 a > 2, 划 这 样 的 正 整 数 n 有 无 限 个 . 

34. 求 证 :存在 无 限 多 个 上 其 有 下 述 性 质 的 正 整 数 n ,如 果 PP 是 2 + 3 的 一 个 质 因子 , 则 有 
某 个 满足 态 < nm 的 整数 ,使 也 也 且 妨 + 3 的 一 个 质 因子 . 

35. 设 m 为 大 于 2 的 奇数 , 求 使 了 中 整除 mr - 1 的 最 少 的 正 整数 = 

36. 设 a,b EN”* ,只 有 有 恨 多 个 nE€EN’ ,使 (a + 1/2)" + (B+ 12)" 为 整数 ， 

37. 设 age 为 两 两 互 质 的 正 整数 ,证 明 : 不 能 由 xic + y(a + 2ab)(x,y,z 为 非 负 整数 ) 
形式 表示 的 最 大 整数 为 2abec - ab - be - ca. 

38. 数 列 |a,| 由 > ;as = 2 给 出 ,求证 ;| a. 

39. 已 知 澡 ,n 为 不 超过 2 000 的 下 整数 , 且 (Cm? - mn ~ R)? = 1, 试 求 m+ 到 的 最 大 值 . 

4 各 . 设 正 整数 n> 3,n 个 整数 gj, ay,… ,os 满足 na,l i n,nhart ar+' + a,, 
求证 :至 少 存在 n 个 由 0 或 1 组 成 的 不 同 数 烈 (e],e2,… ,es), 使 得 nn | elal + ezaz + … + 
Enfn ， 

41. 已 知 a,b,kEN’ (tal+ /Aab -1) = 上 .求证 :& = 5， 

2. 设 a,bcEN ,Het+rblab,bteclb,ct+ al ac, 求 证 (a,b,c) > 1. 

43. 设 a,8,¢ 为 两 两 不 等 的 正 整 数 ,kK EN’ ,tot (b+ clec+a))/eabe = 上, 求 上 
的 最 小 值 ,及 所 有 可 能 值 . 

特 . 设 n,m EN , 求 下 列 方程 的 所 有 解 :(2° - 1)(3" -1) = mz. 
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45, 求 所 有 的 上 ,a + 5 + cabe = 大 ,其 中 字母 均 为 正 整 数 . 

46. 大 和 区 且 天 > 1, 车 上 与 凡 均 可 表示 成 为 相 邻 两 个 整数 的 平方 和 ,证 明 这 样 的 只 
有 一 个 ,并 求 之 .(k = 13,13 = 1192 + 120} 

dt = ky) ,21 y, 则 x =| r+ 6r2s1 ly = 4 一) = 
+38, 其 中 >0,s5 > 0,(r,s) = 1,r+s = 奇 . 

48. 设 macEN"，,m>2, 证 明 :2 12"+1. 

得 . 设 (a,be) = 1,0bA(o -58) = ce, 求证 :ea - 为 平方 数 . 

0. 设 mn,kEN',[m+ Rh] = [n+ 让;,n] ,证明 :mm = n. 

51. 证 明 ;1000100…10001{ 每 两 个 第 近 1 之 间 有 3 个 0) 不 是 素数 . 

2. 若 a,5EN', 且 2 + a = 38+ 上 48, 则 a - 占 及 2a + 268 + 1 都 是 平方 数 . 

53. 设 n,a,6 是 整数 ,n > 0,a 5, 若 rn | a- 5, 则 n| (er -br)/A(o -5). 

54. 设 整数 se,byc,d 满 足 ae>b>e> 芝 >0 且 af+a-coz = 天 + 好 - 虹 , 求 证 ， 
ab + od 非 素数 . 

55. 设 a = (1 +4Y5)/2,8 = (3+45)/2, 证 明 : 对 一 切 n EE N, 有 [ac 加] = [an]+[ Br]. 

56. xl 为 素数 ,sa E ZZ, royl = xntn-1+1, 求 证 :存在 g,xl ls， 又 对 加 为 台数 结论 组 成 
立 否 ? 

57. 设 EN" ,Kk 二 1(mod 4) 但 非 平方 数 , 令 a = 172(1 +YE), 证 明 :对 一 切 n 产 1 成 
立 不 等 式 1 < [un] - [alan]] < [eal. 

58. 设 时 EN ,证 明 : (R14ttt e+! | 《RD 

59. 设 n > 2 是 合 数 , 证 明 : 忆 ,人 避 ,…,C"! 中 硅 少 有 一 项 不 能 被 n 整除 . 

50. 设 a 为 方程 x - 竹 -1=0 的 正 根 ,其 中 志 是 一 个 正 整数 ,证 明 : 对 一 切 正 整数 =, 都 
成 立 [an + kalen]] = kn + (+ 1)[an]. 

61. 设 a 为 方程 x? - kx -1 = 0 的 正 根 ,&EN' ,对 m,n EN" ,定义 “*” 汶 m*n = 
mn +Lamj[anj, 证 其 :对 任意 p,g,r EE N*, 有 (pxg)xr = px(g*r). 

2. 证 明 :车 n EN*, 有 |vV2ni > 1/2v2n; 叉 对 任意 的 8 < 0, 有 无 限 个 4,1V2n| < 
《1 + se)/2ny2. 

653, 设 上 个 整数 1 < al < < < a 所 中 ,任意 两 个 数 mar 的 最 小 公 倍 数 [ ai， 
as] > ma 证明: 2) 1a, < 3/2. 

要 ,已 知 一 对 互 素 的 正 整 数 p > g, 试 求 所 有 的 实数 c,d ,使 集合 4 = |j[pnvg]mEN 
和 号 = (en+d)]JtnENI 满 是 4 站 B= 名 ,A4UB=N. 

65.(Betty 定理 ) 设 两 个 正 无 理 数 z 和 有 8 满足 le + L《B = 1, 证 明 :4 = {[arn] | 所 
NI,B= {|[A]|aENI,NMNANB= 2B,AUB=N. 

66. 设 g(x) 是 定义 在 (0,，+ wm) 上 的 单调 函数 , 慎 域 包含 区 间 (1, + wm), 且 对 任何 n E 
NN, p(n) 儿 N, 则 fCn) = [n+ g(rn)] 与 g(n) = [n+ q-!(n)] 两 值 域 的 并 恰好 是 和 ,gp-! 
是 g 的 反 函 数 . 

6 的. 设 xz1, x1,"… 是 实数 ,证 明 存 在 x ,使 fx —- x) (no- 1). 

68. 设 fin+1) = f(n) + 1, 若 其 它 情况 Fn+1) = fl(n)+2, 若 /fn)-n+1]= 
n. 证 有 明 : f(x) = [(1 +Y5)n/2]. 
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的 .ai EN oil = [5on/4 + 3Y 时 - 12/4], 试 求 所 有 ai ,使 得 在 mn > 2 时 有 mm = 
1(mod 10). 

70. 证 明 :(n,ar -加 ) = [age - Ao -6b)]. 

71. 证 明 : 若 m,n EN',m > 1, 则 nl 1 了 |[ (mr - mi). 

72. 若 对 性 何 正 整数 n ,a,5,c 都 满足 [na] + [n5] = [ne] ,证明 ;a,5,c 中 至 少 有 一 个 
是 整数 . 

73. 试 给 出 正 实数 4 ,使 任意 n EN,[4*] 与 mn 的 奇偶 性 相同 . 

了 4. 设 mn EZ, 试 求 太 = 了 (Te . 

75. 设 e ,8 为 整数 日 百 异 ,求证 :[a -5(m -ba- 5]= (a-b,nb"). 

.76. 设 m,n EN’,S= 上 ,232mxXHdCS,14i=(2 -1)x n+1, 求 证 :可 
以 从 4 中 取出 m+ 1 个 不 同 元 素 a0, a ,an 使 得 对 i = 1,2,…,m, 均 有 a | a 

.递增 的 正 整 数列 1a,] 满足 oa。= an + nan 是 素数 之 充 要 条 件 是 是 素数 , 试 求 a 
所 有 可 能 值 . 

78. 40 11 ,|e) 是 三 个 数列 ,定义 如 下 ;a = 1, 呈 = 2,cl = 4, a; 为 不 在 a1, 92,…， 
Gal bo eclye2 cn 中 的 最 小 正 整数 ,6 为 不 在 gl pa 有， 
1 elrc2r tn 中 的 最 小 正 整 数 , ec， = 256, + nn -a; 证 明 ; (e232+c;(2)2 二 bb- 
@ = 1 (3)(9 — SY3)/3 < (+3)n - b, < [4(3 -43)/3]. 

79. 数 列 |x,| 满足 ,zi E (0,1) ,x = 17%s [Lai 关 0,mil = 0,%n = 人 0. 证 明 : 对 
一 切中 EN ,有 后 < 了 下 /Psi 这 里 1P 为 斐 波 那 契 数列 . 

80.x,y 所 已 , 若 对 四 个 连续 正 幕 数 ,C(x" -Yj)A(x - 7) 短工, 证 明 : 对 所 有 nm EN’， 
{xr x 一 y) 蕊 本 . 

81.al = la = Gan + [Van];n 全 N* , 斌 求 所 有 的 5, 使 a 为 完全 平方 数 ， 

中 .定义 数列 j 6):6 = 0,62 = 2,b3 =35 = 本 十 嫩 -1(n 宇 2), 证 明 ; 当 p 为 素数 
时 ,p | 本， | 

83. 1a,1 ,a0 = 9, 0 = 3o4 + 403, 证 有 明 ; 当 mm = 2 时 ,ws 一 -10mod 10"), 

84. 设 Ra 人 于 R41 > 02 > "> qt >» 0, 且 对 所 有 二 11 ,2……. 开 | ,都 
有 [gi,as] < n, 证 朋 ; a nA/i(i = 1,2,…, 上 ). 

85. a1 .= 1,an4 = ay2 + 174a,, 证 明 :n > 1 时 2/(2a2 - 1) 为 正 整数 . 

86. 存在 无 穷 多 个 n EN ,使 n12” +2, 

87. 对 任意 正 幕 数 n > 2, 存 在 个 不 同 的 正 整 数 a1 ,a2,…, a, 使 得 对 任何 1 < i < 了 
nn, 都 满足 gi- 研 [a+ Gy 

88. 对 nN* , 记 整 除 n 的 最 大 闸 因 子 为 s(n) ,定义 函数 D(Cn) = g(1) + g(2) + + 
g(n) ,证 明 : 存 在 无 穷 包 个 n EN’ ,使 D(n) = 173n(n + 1). 

89. 给 定 上 EEN" ,定义 函数 ff(n) = neE+lfln) = Afl(n- D+/n- 
fn -1)],n > + 1, 证 明 : {fn) ln€EN*}=N*. 

0. 证 明 ; 存在 无 穷 多 个 正 整数 sa, 使 得 存在 1,2,…,n 的 一 个 排列 xi ,x2,… ,x 使 
1x -111x% -2 1x% 一 | 这 nn 个 数 互 不 相同 . 
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91. 给 定 a,5,n EZ', 生 均 大 于 1,4,_1 和 4 为 4a 进 制 数 ,B,.) 和 B, 是 4 进 制 数 ,4,-,， 
4 ,B11B 星 如 下 形式 :4。= nt 0; As-1 = Xn-txn-2 "xo( 按 a 进 制 写 出 ); B= 
和 0 有 = 按 5 进 制 写 出 ) ,其 中 x 产 0,xn-1 天 0. 证 明 : 当 ea > & 时 ， 
有 4 4 < BB,. 

9. 设 a,5,c,dE 2+, 目 满 足 n2<ac<cb<c<de(n+t+l)(n > 1,neN),i 证 : 
ad # be. 

93.41 = 3, B: = 8 4 = 2 和 ,Boys = 8 ,求证 :det > Bn. 

94. 设 珊 ,nE Dr Ta eon| 所 11,2,…,n|, 并 满足 : 若 ai + a ntl<sisge 
mm) , 则 存在 k(1 二 直达 站) 使 由 +m = 内 ,求证 :17ym(al + az+ "+ Gn) 之 1/2(n + 1). 

95. 求 证 :存在 无 穷 多 个 这 样 的 正 整 数 ,它们 不 能 表示 成 少 于 10 个 奇数 的 平方 和 . 

96.mnE Dm nn 为 偶数 , 且 1 + 27 + 27 为 完全 平方 数 , 求 证 :mn + 2m - 2， 

97. 设 a,byx 七 D+ ,zyl = ar + 证 明 :tx} 中 必 有 合 数 . 

98. 设 a,5 € 2%+, 现 有 一 个 机 器 人 沿 着 一 个 有 ”级 的 楼 梯 上 下 升降 ,机 器 人 每 上 升 一 
次 , 怡 好 上 升 a 级 楼 梯 ;每 下 降 一 次 ,恰好 下 降 5 级 楼 梯 ,为 使 机 器 人 经 若干 次 上 下 升降 后 ， 
可 以 从 地 面 和 到达 楼 梯 顶 ,然后 再 返回 地 面 , 问 n 的 最 小 值 是 儿 少 ? 

9. 设 p 为 奇 素数 ,a1,a2，…,ap.1 为 不 被 P 整除 之 正 整 数 , 证 明 : 存在 数 a),as,…， 
ap-t El-1,1i 使 p | eol + e202 + + Ep10p1. 

100, 证 明 : 存 在 无 限 多 个 这 样 的 正 整 数 , 当 把 它 补 在 自己 右边 后 ,所 得 数 怡 为 一 平方 数 . 

101. 设 F(n) 为 整 系 数 多 项 式 , 已 知 对 任何 整数 n, P(n) 都 能 被 整数 al ,mp ,dn 之 一 
整除 ,证 明 : 可 以 从 这 些 整数 中 选 出 一 个 数 ,使 对 任何 n, F(n) 都 被 该 数 整 除 ， 

102. 设 ma Eee Zr ,证 明 :任意 2n -1 个 整数 中 , 必 有 上 个 数 ,和 被 x 整除 . 

103. 设 a1,92… ;om 是 1,2.…,100 的 一 个 排列 ,对 1 < a 100, 记 B= al+ 人 2 十 十 
gir Ti 为 下 除 以 100 的 余数 ,证 明 71，T29 F100 至 少 取 11 个 不 同 的 值 . 

104. 任 意 取 定 一 个 正 整数 wo, 随意 为 ao 加 上 外 或 加 上 刀 , 得 到 ai, 再 按 此 种 方式 得 到 
a2，… ;证 明 : 在 所 得 的 数列 oo, et,… 中 必 有 某 一 项 的 末 两 位 数字 相同 . 

1 的 , 对 任意 正 整 数 n, 求 ni 的 最 后 三 位 数字 . 

106. 证 明 ; 数 列 12" -31(n = 2,3,4,…) 中 有 一 个 无 穷 子 数列 ,其 中 的 项 两 两 互 质 . 

107. 课 间 休 息 时 ,n 个 学 生 坐 成 一 圈 , 老 师 按 逆 时 针 方 向 走动 ,并 按 以 下 规则 给 学 生发 
糖 :首先 选择 一 个 学 生 并 给 他 一 块 糖 ,然后 隔 1 个 学 生 给 下 一 个 学 生 一 块 轿 , 再 网 2 个 学 生 给 
下 一 个 学 生 一 块 糖 ,再 隔 3 个 学 生 给 下 一 个 学 生 一 块 糖 …… , 试 确定 能 使 每 个 学 生 至 少 得 到 
一 块 糖 ( 可 能 是 经 历 许 多 图 以 后 ) 的 n 的 值 . 

108. 设 * 是 奇数 ,求证 ;存在 2n 个 整数 人 1，G2 rs bs bas 如 使 得 对 任意 一 个 整数 
0 < <A 下 列 3n 个 数 g + gra + Dib + Birsli = 1,2,…,n; 其 中 gant = i; 
brs =bes0 < go< n) 被 3n 除 的 余数 互 不 相同 ， 

109. 设 m,n 万 2 ,证 明 : 若 (m,n) = 1, 存 在 整数 ol ,az，… a” 与 bi,by,…,b,;, 使 集 
ab tlsgsicm,l<g < nl 是 模 mn 的 完 系 ; 若 (m,n)> 1, 则 对 任意 整数 ol 42,… ,am 
与 嫩 , Bb,… bas 集合 | ab 11 < 让 ml 二 8 二 nt| 均 不 是 模 mn 的 完 系 . 

110. 车 m,n ZZ,m,n 互 质 , 则 称 坐 标 系 中 的 点 (m,n) 为 既 约 整 点 ,求证 :对 任意 正 数 
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r, 存 在 一 整 点 , 它 离 每 个 既 约 整 点 的 距离 均 大 于 r. 


111. 已 知 KE 下 衬 2,p13 Pp2s°°" spk 为 奇 素数 ， (a,prp2a pr) = 工 . 证 明 ; 
ace- _ 1 有 不 同 于 py, ps,…, py 的 奇 质 因子 ， 


112. 证 明 : 有 无 穷 多 个 正 整数 上 具有 如 下 性 质 ; 至 少 存在 一 个 正 整 数 m 不 能 表 为 m - 
El 不 + 8&2 车 + … + 5 的 形式 ,其 中 为 整数 ,ef =+ 上 1,1 < is 2k. 


113. 设 a,b,c GZ,p 为 奇 素数 ,如 xz 对 2p -1 个 连续 整数 都 有 f(x) = ax2+ bx +c 是 
完全 平方 数 ,证 明 ;p | 酌 - 4oc. 
114. 证明 拉 烙 朗 日 定理 . 
115. 设 p > 3 为 素数 ,F(x) = (x -1)(x -2)..(x -p+1) = wl (1)2422p- 人 1， 
求证 : 当 1 < 7p -2 时 ,hy = 0(mod p); 当 1 < 1 < P 且 i 为 奇数 时 , 4) = 0(mod p?). 
116.8 > lnE€E Zr , 则 站 2 1. 
117, 设 天 > 201nz 有 后 2 ,满足 条 件 ma128 -1 27 112n1 1， 
ty 1 2” ~1, 证 明 :n = nz = … = n= 1. 
118. 设 正 整数 n > 1,2 十 ,求证 ;对 任意 的 mE zt, 有 nm-!+1 
119. 求 所 有 nE€ ZB', 使 n2 12"+1. 


120. 证 明 :存在 无 穷 多 对 素数 p,g ,使 pg | 2% - 2. 
121. |onl:el = 8,ay = 20,ca = Got + 2arran +ail+ylliao(n = 1,2,-…) ,证明 ， 
该 数列 中 无 一 项 能 表示 成 三 个 整数 的 七 次 每 和 ， 
122. 已 知 察 数 p 个 上, 求 满足 {x + ¥+ 2a xyz(mod p) ,0 a xyz 二 p -1 的 整数 组 
(x,y,7) 的 个 数 . 


123. 设 aa,d,pEZ+, 旦 3 4 22", 证 明 2a?+1, 


124. 设 p > 3 是 罕 数 , 设 1+1/2+ + 1Ap -1) = a/b,a,b EZ, 则 p 户 1 a; 设 1+ 
/2 + "+ lA/(p 一 1 三 er/d,c,dt Z*, 则 p | e. 


125. 求 所 有 的 正 整数 n, 具 有 性 质 :存在 0D,1 ,之 …， nl 的 一 个 排列 is G2 Hn 使 得 
1 他] 站 2 CIR 被 n 除 的 余数 互 不 相同 ， 


126. 韭 波 那 兢 数列 1 天,| ,求证 ; 当 n 为 奇数 时 ,n 无 44 + 3 型 因子 . 
127. 设 p 为 大 于 3 的 素数 ,求证 :p? | C08, - 2. 


128. 设 za 为 给 定 正 整数 ， 好 1 二 2, n+1 二 25 ,求证 :ol,aa,- (mod n) 自 某 项 后 是 常数 . 
129. 设 p,g 为 素数 ,pg 1 2? + 25, 求 (p,g) 所 有 可 能 值 . 


130, 两 个 镶 子 中 共 放 有 2p + 1 个 球 ,每 一 秒 钟 都 将 放 有 个 数 个 球 的 包子 里 的 一 -半球 放 
人 另 一 个 观 子 , 设 上 为 小 于 2p + 1 的 正 整数 ,并 设 p 和 2p + 1 都 是 业 数 .证 明 :迟早 在 其 中 一 
个 疝 中 恰 有 个 球 . 

131. 求 出 所 有 有 序 正 整 数 对 (m,a), 使 mn ~- 11 mm + 1 

132. 设 4,n > 1,4,n EE 2+, 证 明 ; 小 于 4" -1 月 与 之 互 质 的 正 整 数 的 个 数 是 的 倍数 . 

133. 设 p 为 率 数 , 正 整 数 a,4 的 p 进 制 表示 分 别 为 a = wpt + GIP t+ apt 


qo0b = bp + Beiph! + +t bp + 60 其 中 1, 6 EE 10,1,2,…p -1H0<i 大 证 明 ， 
CCb…020s(mod p) 这 里 约定 Ce = 0(m > nn 时). 


134. 设 s(n) 为 = 的 两 进 制 中 表示 1 的 数字 个 数 , 则 2,CL，…,Cr 中 有 2:" 个 奇数 
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135. 已 知 p 素数 , 正 整数 = p, 求 证:p | 2 (- TD8CR， 

136. 求 所 有 正 整数 丰 ,使 数列 地 , 司 ，…pC， 除 以 天 的 余数 自 某 项 开始 的 周期 数列 ， 

137. 设 n 是 合 数 ,p 为 的 真 因数 , 试 求 使 (1 + 2 + … +22 2)m -1 能 被 2* 整除 的 最 
小 自然 数 m 的 二 进 制 表示 . 

138. 对 任意 的 天 E Zr ,fCE) 表示 集 i +41, + 2,…,2k| 内 在 二 进 制 表示 中 恰 有 3 个 1 
的 元 素 的 个 数 .求证 :对 每 个 正 整数 mm, 至 少 存在 一 个 正 整 数 下 ,使 得 护 丰 = 详 ; 确 定 所 有 的 
正 整 数 m, 使 得 恰 存 在 一 个 上 ,满足 fk) = 严 . 

139. 证 明 :1,2,…,2 000 可 以 用 4 种 颜色 染色 ,使 得 没有 一 个 七 项 的 等 差 数 列 , 它 的 项 是 
同一 种 颜色 . 

140. 设 a,bn ETD,b > 1 且 如 -11a, 证 明 : 正 整数 a 的 5 进 制 表 示 中 至 少 有 nm 个 
非 零 数字 . 

141. 求 满足 下 述 条 件 的 所 有 正 整 煞 上, > 1, 对 于 某 两 个 互 异 的 正 整数 普 和 pn, 数 如 +1 
与 各 + 1 是 被 此 将 对 方 的 数字 按 相反 的 次 序 排列 起 来 而 得 到 . 

142. 设 正 整 数 上 具有 性 质 ; 如 果 下 1 nm, 则 将 = 的 组 成 数字 按 相 反 次 序 写 出 所 得 之 数 也 能 
被 整除 ,证 明 1 99. 

143. 设 n 为 偶数 昌 5*n, 求 证 :lim St) = + wm ,s(t) 为 :的 各 位 数字 和 . 

144. 证 明 : 对 任意 的 天 所 Zr+ ,10+ 5 存在 m 多 +,n 1 m,m 中 无 数字 为 0. 

145. 证 明 ; 在 任意 18 个 连续 三 位 数 中 ,至 少 有 一 个 数 可 以 被 它 的 各 位 教 字 之 和 整除 ， 

146. 设 p 为 察 数 ,求证 :Cr = [n/p](mod p). 

147. 设 p 为 素数 ,证 明 :(1) 当 且 仅 当 nm = 声 , 记 EB* 时 ,CP(0 < m < nn) 均 能 被 p 整 
除 ; (2) 当 且 仅 当 nn = :p11<seps 有 ET 时 ,CG"(0 < m 二 n) 均 不 能 被 p 整 
队 ， 

148. 设 n+1 个 数 忆 , 忆 ,… ,Cr 中 被 3 除 余 1 的 数 有 a 个 ,被 3 除 余 2 的 数 有 5 个 ,证 
明 :对 于 性 意 的 mn 和 站 ,有 上 > . 

149. 车 一 正 整 数 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 为 偶数 , 则 称 其 为 质数 , 求 前 2 000 个 质数 之 
和 . 

150, 设 nn€ + ,证 明 : 可 以 从 0,1,2,…,172(3" -1) 中 取出 2 个 数 ,其 中 任意 三 个 数 均 
不 构成 等 差 数列 . 

151. a。= [人 2)"] 的 个 位 数字 ,+ au 是 循环 数列 吗 ? 

152. 设 s(n) = 5 的 各 位 数字 和 ,求证 ;存在 无 限 个 上 EE Zr+ ,使 (24) > st2*11). 

153. 证 明 ; 对 性 意 的 m € 2*, 均 有 一 个 上 EZ1, 使 处 的 未 mm 位 数字 中 任意 粗 令 两 个 数 
字 具 有 不 同 的 奇偶 性 . 

154. 黑板 上 写 有 一 个 正 整数 ,每 秒 钟 都 将 其 加 上 它 的 俱 数 位 上 的 数字 之 和 ,证 明 : 迟 时 
黑板 上 的 数 不 再 变化 ， 

155. 是 否 存 在 一 个 无 穷 正 整数 列 , al < aa < a3 < …, 使 得 对 任意 整数 4 ,数列 | ao + 4j 
中 仅 有 有 限 个 素数 ， 

156. 试 作 一 正 整 数 集 五, 使 得 对 任意 正 整 数 ,都 存在 唯一 的 一 对 元 素 a,b E€ ,a - 
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157.p 为 大 于 3 的 素数 ,4 = {(x,y) 1I0<xrap-1i0sy<p-1,x,y€ Zi 求证 ; 
可 以 从 4 中 选 出 p 个 格 点 ,使 任 三 点 不 共 线 , 任 四 上 涉 不 是 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 . 

158. 试 将 N 分 拆 成 两 个 集 4 和 B, 使 4 中 无 三 元 素 成 等 差 数 列 , 下 中 无 无 穷 等 差 数 列 . 

159. 令 了 = 12°,38 | a,B 均 为 非 负 整数 ,求证 :对 任意 正 整 数 =, 存 在 ?中 若干 个 互 不 
相同 的 元 索 1,t2,… 上 ,任意 两 个 不 是 倍数 关系 , 且 tt + 相 +… 扣 = 了. 

160. (f(x),8(4)) = les(f(x) g(x), fx) + g(x)) = 1. 

161. fx),gtx) = 0, 证 明 ;f(x) 与 g(x) 不 互 家 如 存在 h(x),k(x) ,满足 F(x)h(x) + 
B(x)k(x)} = 0,0 < oF) < 9g),0 « ok) < 3). 

162. g(r) | 户 (xcogfz) | fx), 

163. (P(x), gw)) = los(flix), g(x)) = 1. 

164. 证 明 ;F(x) = x*+ 4ix + 1(k ZI) 在 @ 上 不 可 约 . 

165. 求证 : 不 存在 函数 A(x),B(y),C(x),D(y) 鸽 xy E R, 有 A(x)B(y) + 
C(x}D(y) = x + wy + 1. 

166. 求 所 有 满足 f(x) | f(x) 的 次 多 项 式 . 

167.x2 + pr + gxt+ m+s 为 整 系数 多 项 式 , 它 们 有 一 个 公共 根 非 整数 ,证 明 :p = r， 
B= 8. 

168. 求 证 :了 fx) = xt+x + x+x+ 1 在 QQ 上 不 可 约 . 

169. f(x) = 于 -类 +1 在 @ 上 不 可 约 ， 

170. = 次 六 zx) 为 整 值 多 项 式 的 充 要 条 忻 是 ; 当 % 取 连 续 n+ 1 个 整数 时 , f(x) 均 为 整数 . 

171. 证 明 : 设 所 x) ,g(x%x) 为 整 系数 多 项 式 , fx) ss g(x)oyf(t) < go ,其 中 上 是 大 于 
8 的 所 有 系数 绝对 值 2 信 的 某 一 整数 . 

172. 扩 x) E 2(p), 若 存在 一 个 数 a 及 一 奇数 4 使 f(a),f(5) 均 为 奇数 , 则 f(x) 无 整 
根 . 

173. 设 r€ 2*, 证 明 ;xw? -rx -1 不 可 能 是 任何 各 项 系数 绝对 值 均 小 于 + 的 非 零 整 系数 
多 项 式 的 因 式 . 

174. 证 明 ; 如 1 + 2" + 中 是 察 数 , 则 存在 上 EZ, 使 n = 3*. 

175. 求 同时 满足 下 述 条 件 的 所 有 正 整数 n: (1)n 非 平方 数 ;(2)[yn J] | nz. 

176. 试 确 定 满足 下 述 条 件 的 正 整数 列 j csHan > Di:(l)a, < nm(n = 1,2,…);(2) 对 
任意 的 m,n 七 2 一 人 GE， 

177. 证 明 :对 任意 的 n E 2 ,都 存在 正 整数 fCn) ,An) 是 十 进 制 = 位 数 ,每 位 非 1 即 2， 
且 2" 1 Am)， 

178. 设 = 个 正 整 数 m < ea < … < mr << 2n, 且 对 任意 的 i x geyar] > 28. 求 证 ， 
El > [2mx3]. 

179. 设 p 为 素数 ,车 有 n E Z*+ ,pj 上 2" -1 证 明 :p | 22-1 - 1. 

180. 设 为 大 于 3 的 素数 ,1+ 1/22 +…+1p- 12 = o/b, 其 中 ,5 为 正 整 数 ,证 明 ; 
pla. 

181. 证明 :连续 nn -1 个 数 n! + i(i = 2,…,n) 中 ,每 一 个 都 有 一 个 质 因数 ,不 整除 其 它 
n 一 了 2 个 数 之 积 ， 

182. 求 证 :存在 无 限 多 具有 下 述 性 质 的 正 整数 :如 p 是 n?+3 的 一 个 素 因 子 , 则 有 某 个 
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满足 避 < am 的 整数 上 ,使 也 是 六 + 3 的 一 个 素 因 子 . 

183. 若 在 任意 的 n > 4 个 互 异 整 数 中 ,一 定 能 选 出 4 个 数 a,5,c,4 使 4*+b-c-d 能 
被 2 加 整除 . 

184, 求 证 :存在 无 限 多 组 (tx ,y),x,yEZ+ 使 x172+1y1xa+1l. 

185. 求 证 :任意 的 n € Z+ 存在 无 限 和 多 个 由 n 个 连续 正 整 数组 成 之 集合 ,其 中 每 个 数 都 
可 被 形 如 mm 的 某 个 数 整 数 ,这 里 EZ*,a > 1. 

186, (1) 对 怎样 的 n E Z+ ,nm > 2 才 可 能 存在 ”个 连续 正 整数 ,使 其 中 最 大 的 正 整数 是 
其 它 x -1 个 数 的 最 小 公 倍 数 的 约 数 ?(2) 对 怎样 的 ,上 述 的 这 种 ”个 连续 正 整数 是 唯一 
的 ? 

187. 设 下 E 2zr,n = 6k +5 为 奇数 ,是 否 存 在 不 全 相等 的 正 整数 x1,x2,… 满足 
PXIX2 | 二 和 二 十 a? 

188. 求 所 有 素数 对 (p,qg) ,使 得 (1)p9 1 5? + 59;(2)pg 1 了 7 + 1. 

189. 任 意 的 上 = 2"(r = 0) 求 满足 以 下 条 件 的 所 有 € 人 :存在 奇 整数 m > 1 和 正 整 
数 n, 恒 得 :| 一 1,m1 nm- + 工 . 

190. 从 200 个 数 中 取 100 个 数 ,al < a2 < … < atwm: 若 总 有 i < gelm, 求 ai 的 最 
大 值 . 

191. 设 ol ,ea 的 1,2,…,n 任意 排列 ,n 2, 满足 大 1 时 -art = 1 2 
1. 间 :(1) 这 样 的 排列 是 否 对 每 个 正 整 数 上 都 存在 ?(2) 找 出 所 有 符合 条 件 的 排列 ， 

192. 以 下 同 余 已 知 a = 1 = 9 =- 804 = 5,an4 = ant + entmod 10),n > 1, 
求证 :4 | qf ges + 时 同上 +… + 6030- 

193. p 为 青 素 数 ,Kna) = 1+2n4+3n2+…+(P 一 ID 证明 :如 果 a 基 怕 ,1,2，……， 
p -1| 中 两 个 不 同 的 数 ,那么 f(a) = 所 85) (mod p). 

194. 偶数 个 人 围 着 一 张 圆桌 讨论 ,休息 后 ,他 们 重新 围 着 圆桌 坐 下 ,证 明 ;至 少 有 两 个 人 
他 们 中 间 的 人 数 在 休息 前 与 休息 后 是 相等 的 ;除了 偶数 个 人 ,还 有 其 他 数 成 立 类 似 结果 ? 

195. a ,bE Zt,15a +164 与 16¢ - 156 都 是 某 些 正 整数 的 平方 , 癌 :这 两 个 平方 数 中 较 
小 的 一 个 最 小 的 可 能 值 是 多 少 ? 

196. n € Z+ ,fCn) = n! 的 十 进 制 展开 最 后 一 位 非 零 数字 ,如 (5) = 2, 若 a1, aa 
为 两 两 不 等 的 正 整 数 ,证 明 : (5 + 5° + …+355) = 2 (mod 10)， 

197. 以 下 进位 制 , 求 [(v 29 + v21)! 加 ] 的 末 两 位 数字 . 

198. 证 明 ; 对 任意 的 mn 过 ZY1+, 存 在 mE ZZ'*, 使 得 stm) = ny 及 sm = me,s(n) 为 n 
十 进 制 表示 中 数字 和 ， 

199. 设 ;= aoeiez…, 其 中 如 的 二 进 制 表示 中 有 偶数 个 1, 则 mm = 0 如 有 奇数 个 1, 则 
a -= 1; 于 是 = 01101001100… ,定义 了 = b5253…, 其 中 6 是 在 s 的 第 i 个 0 和 第 i+1 个 
0 之 间 的 1 的 个 数 , 了 = 2102012… 证 明 : 了 仅 合 三 个 数字 ;0,1,2. 

200. 设 是 一 个 正 整 数 , Pa) 是 a 的 个 位 数字 的 平方 和 ,定义 数列 | a, : a1 是 不 超过 三 
位 的 下 整数 ,a。= Fa _i)(n > 2). 试 证 ;存在 mE€ 2Z, 使 saw = aan， 

201. 数列 4 = je | 定义 为 2*-! 的 首位 数 ,如 al = 1,62 = 2 数列 8 = {1 是 5 
的 首位 数 ,如 5。 = 2, 证 明 : 对 于 自 4 中 任意 取出 的 一 段 a;,aiw4,…, ars; 在 8B 中 必 有 一 段 为 
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202. 用 5(n) 表示 正 整 数 n 的 各 位 数字 之 和 ,证 明 :存在 无 穷 多 个 大 所 z+ ,使 8(34) > 
S34+1). 

203. 求 证 :对 任意 的 n E Zz: ,都 存在 一 个 十 进 制 正 整 数 满足 ; 它 是 个 位 数 , 不 会 0, 且 
能 被 其 数字 和 整除 . 

204. 给 定 由 正 整 数组 成 的 非常 数 无 穷 等 差 数列 ,如 果 数 列 中 存在 不 能 被 10 整除 的 项 ， 
那么 在 这 个 数列 中 的 反 序数 构成 的 项 一 共有 包 少 个 ?( 反 序数 如 1251521 等 ) 

205. 证 明 , 存 在 无 穷 多 个 n € 2Z+ ,使 2* 最 末尾 的 一 些 数码 恰好 构成 n. 

206. x,y,z E Zr , 解 方程 8 + 157 = 17:， 

207.a0 = Ou = li = 2 一 punsn = 0,1,2,…，,P 为 奇 素数 ,求证 ; 当 且 仅 当 
Pp = 5,1u,j 中 存在 一 项 等 于 - 1. 

208, 素数 p > 3,p = 1(mod 8) ,证 明 ; 落 ,yzEE 2 ,p 直 xyz, 则 x+y27 = sr 无 解 ， 

209, 证明 :p 为 大 于 3 的 素数 ,p 1*., 求 证 :z2 -1 = ?无 正 整 数 解 . 

210. 设 n€ 2Z* ,证明 : 着 al < az < … < oa 上 且 均 EZt, 则 3 oa3 = ( 2 as7 仅 一 组 解 
11,2,°…,n|. 

211. 设 p 为 奇 素数 ,1,r E Zt ,21: > r, 证 明 :如 4p2 + 4p + 1 是 完全 平方 数 , 则 1 = 

212. 求 满足 方程 p(p + 1) + yg(g + 1) = rir + 1) 的 所 有 素数 pgur. 

213. 求 方程 /x + Vy + Yz = Vwyz 的 正 整数 解 . 

214. 求 正 回 数 解 ;:x? 六 二 = (w+ +2 这， 

215. 求 整数 解 :x + AGy + 17z) = 1079. 

216, 求 整数 解 : a? + 58? - 2c2 - 2cd -3d -0. 

217. 求 整数 解 :x3 二 yy 革 11(x + 2 = 121(x + y) +5. 

218. 求 n E Z+ ,使 2" + 65 是 完全 平方 数 . 

219.43 - 和 = wy + 1993 无 正 整 数 解 . 

220. 证 明 ; 若 x,yED 且 x? -1=y, 则 71y. 

221. 证 明 : 苦 全 | 十 2+ + dn = C1109" 恰 有 一 组 al 的 解 ， 
则 -1 和 2n -1 都 是 素数 . 

222. 条 件 同上 ,si,az，…，an 中 有 g 个 数 大 于 1, 则 g < lop2n. 

223. 设 有 ftn) 组 正 整数 a ,62,…, aslal oa， > 4) 满足 ar | s/ars +l,g=1, 
2 2 玉 证 :fn + 1) x fln). 
224. 证明; 方程 x* 43+ = y+,n > 2,n Zt, 当 (x,n+1) = 1,y = 2(mod 3) 时 无 


225. x4 + ¥ = 忆 无 正 整 数 解 . 

226. 刀 + +1 = 3xy 有 无 穷 组 正 整 数 解 . 

227. 若 xyE2r, 旧 2xy1x+ 妇 -> 则 = 为 平方 数 . 

228.x +5 = 六 无 整数 解 . 

29.4 € ,d= 20mod4), 则 x+ 本 2 = 如 ,dx? + y? = 上 如 无 正 整 数 解 . 
230. 证 明 : 若 上 ,l,m,n € Zt, 上 且 有 k < il<m< nh 及 kn = lm, 则 [(n /2 E+ 
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231. 设 a,b,c 蕊 Zt 有 自 (a,8,c) = 1, 则 w+ Y= z 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 

232. x,p;8 > 2; 则 (x + 1)? -~ 9 = 1 仅 一 组 解 ， 

233, 设 >,r,PinEte 2 , 且 p 为 素数 ,rn > 2, 求 解 方程 x -1 = yp". 

234. 设 a,b,n EB,n!l = al5l 证明:a+5 < n+2ogn+4- 

235. 如 p,g EE Zr pw - gy? = 1, 至 少 有 一 组 正 整数 解 , 则 一 定 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 

236. 求 正 整数 解 :wyz = 3(x + y + z). 

237.(1+ lz)xst = (1 + 1ACn + 1))",n 为 已 知 正 整数 . 

238. 求 整数 解 ;x 二 半 六 + 人 + 村 + 二 + 这 = 1 

239. 设 p 为 奇 察 数 , 问 xy + p = plx + 7y) 有 几 组 正 整 数 解 (x,y)? 

240. 求 ww = y 的 全 部 正 有 理 数 解 . 

241. 存 在 无 限 多 a,b,c EE 2 ,使 1 4+ ob ,1 + be,1 + ca 都 是 平方 数 . 

242, 对 任意 的 n 和 Z! ,xi1x21…%! = y!1 有 无 限 多 组 正 整 数 解 . 

243.2x2 + x = 372 + y 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 1{x ,7). 

244. 设 素数 p = 3(mod 4) ,整数 xo, yo, x0,io 满足 方程 xi + y+ = 地 ,求证 : 
Pp | wo¥ozoto. 

245. 求 + 产 = 195"(x + y) 的 正 整 数 解 组 数 . 

246, 设 了 为 平面 上 坐标 为 (p x 1 994,7p x 1 994) 的 点 ,p 为 塞 数 , 求 满足 下 述 条 件 的 直 
前 三 角形 的 个 数 :(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 , 且 MM 是 直角 顶点 ;三 角形 的 内 心 是 坐标 . 
原点 . 

247. 求 所 有 正 整数 ,使 得 集合 = {1 994,1 997,2 000,…,1 994 + 38| 能 分 解 为 两 个 
子 集 合 4,8,4 U B = ,4A 门 B= 好 ,4 的 全 部 元 素 之 和 为 有 的 全 部 元 素 和 的 9 倍 . 

248. 已 知 al < az < … < mm < … 是 一 个 正 整 数 的 无 穷 序列, 求证 ;从 集合 $ = |m+ 
aicN'5EeN 中 ,一 定 能 找到 一 个 无 穷 正 整数 组 成 的 子 列 ,在 这 子 列 中 ,每 个 正 整数 都 
不 是 其 他 人 尾 一 正 整 数 的 倍数 . 

249. 设 g,b 为 正 奇数 ,征文 数列 1 为 万 = = + 的 最 大 奇 因子 ， 
试 证 明 : 当 = 充分 大 时 ,所 为 常数 ,并 指出 这 个 常数 是 什么 ? : 

250. 求 所 有 由 4 个 正 整 数 e,5,c,z 组 成 的 数组 ,使 数组 中 任意 三 个 数 的 乘积 除 以 剩 下 
的 一 个 数 的 余数 都 是 1. 

251. 下 ,9 是 两 个 不 同 的 素数 , 正 整数 n > 3, 求 所 有 整数 a, 使 得 多 项 式 f(x) = x + 
ax + 下 能 够 分 解 为 两 个 不 低 于 一 次 的 整 系数 多 项 式 的 积 . 

252. 设 ao = 1 994,anwl = as/(an + 1), 求 证 ; 当 0 < nn < 98 时 ,[ oi] = 1 994 -nn. 

253. 有 n(n 2 2) 堆 硬 币 ,只 允许 下 面 形式 的 搬 动 ,每 次 撒 动 ,选择 两 堆 , 从 一 堆 搬 动 某 
些 硬 币 到 另 一 堆 , 使 得 后 一 堆 硬 币 的 数目 增加 了 一 倍 . 当 m = 3 时 ,求证 :可 以 经 过 有 限 次 搬 
动 , 使 得 硬币 合 为 两 堆 ; 当 mn = 2 时 ,用 + 和 ;表示 的 两 堆 硬 币 的 数目 , 求 + 和 s 的 关系 式 的 充 
分 必要 条 件 ,使 得 硬币 能 合 为 一 堆 . 

254. 4 < 11,2,3,…',15| ,WW 的 任 3 个 不 同 元 罕 之 积 是 平方 数 , 确 定 省 内 元 家 最 多 几 个 ? 

255. yo = 4,20 = 1,x, 偶数 则 mt = Kn/ nt = 2 = 1 和 奇 , 则 Nnrl = Xn 一 
yx 一 nr Yar = joyzn+l = ja 十 330 称 为 好 数 , 仅 当 从 某 个 正 整 数 n 开始 , x， 兰 0, 求 不 天 
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于 1 994 的 好 数 的 数目 . 

256. {x1 ;x2) = 1 xnrl = wxa-1+1 求 证 :(1 对 任意 的 i > 1, 存 在 g > i wi! x5;(2)xI 
是 否 必 定 整 除 某 个 , xi(g > 1)? 

257. 论 氛 动 数 如 下 , 它 是 周 于 N" ,十 进 制 下 零 与 非 零 交替 出 现 , 个 位 数 非 零 ,确定 所 有 
下 整数 , 它 不 能 整除 任何 摆动 数 . 

258,n 是 一 个 给 定 的 正常 数 , 上 所 E Z' ,kk < n, 如果 存在 正 整 数 ni1,n2,…n, 使 nl >> 
再 + 和 称 信 为 的 一 个 上 分 戎 ,在 nn 
的 所 有 天 分 割 中 , 求 E(T) = 2 n4" 之 最 大 值 ， 

259.p E Zn 3 3 后 Zr pp pe 是 天 个 不 同 的 素数 , 求 所 有 整数 a, 使 fx) = 
如 + ax + pp2…Pk 能 够 分 解 为 两 个 次 数 都 大 等 于 1 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 

260. m,nEZ',m,n >2, 且 (msna) = 1, 求 证 :x D+ +1 在 
上 虽 可 约 . 

261. 求 所 有 大 EE Zt! ,上 之 2, 使 几 项 式 1 + x + 1 能 分 解 为 多 项 式 玉 + x+ 1 与 一 个 
整 系数 多 项 式 的 乘积 ,对 每 个 这 样 的 上 , 求 所 有 m 后 ,使 二 +x+1 能 分 解 为 多 项 式 于 + 
x + 1 上 与 另 一 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 

262. 求 所 有 整数 对 na,5, 使 共 + (2c+l)otge-l2x+ 如 +4 能 分 解 为 两 个 * 的 二 
次 多项式 P(x) 与 Q(x) 之 积 , 且 Qt{x) 恰 有 两 个 不 同 的 根 r,s, ptr) = 3,B(5) = r， 

263. 已 知 al < az < -… < mm 是 * 个 不 同 的 正 整数 , 令 zx) = (x -55) ,g(x) = 
TT 《xi - *) ,求证 :一 定 存在 * 的 一 个 整 系数 多 项 式 h(x), 使 f(x) = g(x)h(x). 

264.p = qn 1o0(0 过 Gas SQ 8 = 0,1,",n, an 关 站 是 一 个 素数 的 十 进 制 表 示 ， 
则 Fw) = a 0 在 人 上 不 可 约 . 

265. 设 nE 2 ,n+ 1 个 正 整数 局 ,CL ,…,Ca!', C3 中 除 以 3 余 1 的 个 数 用 m 表示 , 除 
以 3 余 2 的 个 数 用 5 表示 ,求证 :a> 如， 

266. 1 世人 ,CG 中 除 以 5 余 g(l 和 二 的 个 数 用 a 表示 ,求证 :al + ad 
G2 + 3. 

267.n E Tt,n > 3,f(x) EE 2(p),atf) > 1, 已 知 存 在 个 整数 xi,x2,… ,x 使 得 
fn) = wt = 12 1 = 下 ;x = 1 

268. 设 六 x) 和 Z{p) ,g(x) = f(x) + 12 至 少 有 5 个 两 两 不 同 的 整数 根 ,求证 : f(x) 无 
整 根 . 
269.(1)a,b,c 所 有 良 不 全 为 0, 已 知 对 任意 的 x EZ, fA(x) = ax? + bx + c 都 为 平方 数 ， 
求证 :f(x) = (dx + edseE Zi2) 如 果 上 述 的 f(x) 都 是 整数 的 4 次 方 ( 当 % 取 任何 整 
数 时 ) , 求 a,5. 

270. 求 证 ; fix) = xt + 367 + 和 2x? + 78x + 1 9%89 在 上 不 可 约 , 求 所 有 4 EE ZZ!， 

fw) = x +26x3 + 52x7 + 78x + 有 A 在 从 上 可 的. 

271. 设 m 生 一 加 -1 = 人 有 模 为 1 的 根 的 充 要 条 件 是 n = - 2(mod 6). 

272. 设 a,b,e 为 导 - 司 -x-1=0 的 3 个 根 ,求证 :任意 的 nnE€E ZB,(or - br)/A(a - 
by + oA -e+ -oa)/(ec- ao)EL. 

273. m 是 正 奇 数 ,3 十 m, 求 证 :112 1 [4” - (2 + 2)"] 
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274.7(x) EE Z(p), 有 3 个 不 同 整数 gs02; 53 满足 f(a) 三 1. 所 Go2) 二 2,f(03) 三 3, 求 
证 :至 多 存在 一 个 整数 5, 使 1(8) = 5， 

275. 没 fx) = axt4 b+ eri+ dr,a,b,cdE R*, 当 x =-2,-1,1,2 时 ,A(x) € 
ZZ,f(1) = 1,f(5) = 70, 求 a,5,c，d, 并 证 明 ;对 每 个 整数 x ,fz*) 是 一 个 整数 . 

276. f(x,yY) 是 二 元 实 系数 多 项 式 : (1) 如 在 x+ 只 = 1 上 有 无 限 多 个 点 (x,7Y), 合 
fx, 7) =0, 问 是 否 在 单位 置 上 任 一 处 f(x,y) = 0?(2) 如 果 在 单位 加 上 , f(x,y) = 0,x2 + 
六 一 11fx,7) 成 立 否 ? 

277. 设 函数 f:Z 一 Z,f(1) > 0, 对 任意 的 m,n € Z, 有 fm + 本) = (Fm)) + 
(F(n) 站 , 求 满足 上 述 条 件 的 所 有 f. 

278. 设 了 定义 二 上 ,满足 /0) = f(1) = 2,f(n+1) = Fin) +[L2FR -1)], 这 里 
是 任意 正 整 数 ,求证 :对 任意 nn E 2 ,[(y3 -DC +1)] = fin- 1). 

279. 设 ,bcsd 扎 有限 ' , 求 f:2' 一 ' ,使 1(1) = 4a,f(2) = 5, 以 及 对 性 意 的 n& 全 ， 
of(n +2) = df(n). 

280. 设 Zt,f:Z' 一 2*+ 严格 递增 , 且 对 任意 的 m 和 Z+ ,有 OFCn)) = kin, 求证 :对 任 
意 的 n EZ*,[2E/ACE + Dn fn) < [C+1)/2jn. 

281. 求 方程 [x] + [x/21] + … + [xz101] = 1 995 的 所 有 正 整数 解 ， 

282. 求 方程 2x* + 1 = 只 的 所 有 整数 组 解 . 

283. 求 8?4+1= ww 的 所 有 整数 解 . 

284. 求 xftx + 1)(2x +1 = 6y 的 所 有 正 整数 解 , 且 y 为 偶数 . 

285, 求 方程 w* + 2"+1 = y+1 的 所 有 正 整 数组 解 (x,y,n), 且 x 为 奇数 ,x+ 1 互 质 . 

286. 求 有 序 正 辖 数组 解 {x,y,2),x "六 = 1 990! “yz. 

287. 求证 :任意 的 +E Z* ,有 无 限 多 个 正 束 数 a ,使 对 每 一 个 固定 的 ai[xa2]+ Ly] = 
& 至 少 有 上 对 正 整 数 解 . 

288. 求 所 有 正 整 数 对 (x,y), 使 x 二 yy1 刀 +ls1 六 +1， 

289. 求 所 有 正 整 数组 (x,y,z); 使 z | ay +1x19m9 -lylzx-1. 

900. 求解 m,n 七 Dm = nn 

291.a.b,c ETO et- abe < c+1, 求 证 :a? + 配 - abc 是 平方 数 ， 

202. 若 m,n 全 2 , 旦 2m +3" 为 平方 数 , 则 m = 4,n = 2. 

293.p,9 素数 ,vp + 了 pg + q+ VY p? + 14pg + 9 为 整数 ,求证 :p = 2. 

294. p 为 察 数 ,p > 5, 求 证 :至少 存在 两 个 不 同 素数 9g1,92, 满 足 1 < 4 < Pp-1l 和 gs' -1 
非 严 售 数 (i = 1,2). 

295. 设 请 = (8 +7) ,hk 所 三 - ,求证 ;存在 无 根 多 组 不 同 的 下 整数 a,56,c,d,e, 使 
NN 二 + 本 + + + 2)Vea - bede ,求证 :无 正 整 数组 (a,8,c,d ), 司 N= (otrb+t 
c2+ ed) /abed + 1) +1. 

296. (1) 设 p 为 素数 , 则 pP -11[(p -D1/p];(2)2p+ 1 为 素数 ,求证 :2p + 17(p172 + 


(1)r;(3)p 素数 , 坏 P(p -1p-1)1-(p-1). 


297. 是 否 存在 素数 列 pl < pa < … < pn < “*, 且 对 任意 六 EE 下 ,per = 2p4 + 1. 
298.p 为 一 素数 , 是 否 存 在 p 个 正 整 数 a1,22,… ,ap; 使 得 (x + al){(x + ga)":(x + 


697 


698 


初 尊 数 论 难 大 集 ( 弟 一 状 } 
The Collevtion of Difficult Prohlem of Flementary Function Theory{ The First Volume) 


ap) (a + 1) (mod p?). 

299.8 EE Zn > 2, 设 二 个 正 整 数 a1,a3,…a, 满足 1 < ol < 2 < < <2n, 其 
中 无 一 数 为 另 一 数 倍数 ,求证 ;ai 宕 2*, 这 里 EZ, 有 k= [logs2n ]. 

300. 求 证 :任何 两 相 邻 正 整数 中 至 少 有 一 个 能 表示 为 n+ s(n), 这 里 是 某 个 适当 的 正 


”整数 .mn + s(n) = 1 995 有 解 否 ? 


301. 设 et,d,r 为 台数 ,求证 :存在 正 整数 序列 jarm + 4 | "了 | 的 + 个 连续 数 ,每 一 
个 都 是 合 数 ， 

302.7 ETA41n,E = {1,2,3,.…,2n1,G = Lav ee a, ; 且 6 具有 下 列 两 条 性 质 
(1 对 任意 的 1<T<Es<sne+wz2n+li(2)> a = 44,4 为 一 个 固定 正 整 数 , 求 证 ; 
5 中 的 奇数 个 数 g = 1 是 4 的 倍数 ,日 平方 和 为 定 值 . 

303, 设 p 是 一 个 奇 素数 ,EE 2 ,k = 1(mod p) ,求证 ;对 任意 的 ne Zt ,pr ln,pl1 
+ 下 + 人 + 和 , 则 a = ;又 设 kE 于 二 1(mod4), 求 证 ;对 任意 的 msE Zr ,1 下 | 
了 + 天 二 和 + 二 各-1 则 = 5. 

304. 求 证 :第 n 的 非 平方 数 为 ma + [Vn + 12]. 

305. 站 ma) = 1+ 和 天 + 笠 + + 本 ;求证 :有 无 限 多 个 4, 使 Fa) 为 奇 合 数 ， 

306. 设 Ax) = 于 -<+1l 则 站 7n), Fa) 两 两 互 质 ， 

307.p 为 农 数 ,能 否 找到 严 个 正 整数 a1 ,a2,…, a, 使 得 Cx +a) (x yo (x+ dp) = 
革 + 1(mod p?),x 为 任意 整数 . 

308. 给 定 奇 数 n > 3, fei 均 为 1,2,…,n 的 排列 ,求证 ;可 以 做 到 oj + 三 在 模 * 意 
义 下 两 两 不 同 余 . 

309. 在 两 个 相 今 正 整 数 的 上 次 筹 (E > 1, E ZZ+) 组 成 的 闭 区 间 [ nt,(n + 1)+] 内 是 否 
存在 成 等 比 数列 的 上 + 1 个 两 两 不 司 的 正 整 数 ? 

310. 上 EZ+ ,求证 :一 定 有 mn E 2Z+,n， 2: 各 位 数字 均 不 为 零 . 

311. 设 n € 到 , 求 其 能 表示 为 连续 若干 个 (至 少 两 个 ) 连续 正 整数 和 的 充 要 杀 件 . 

312. 若 小 于 = 的 且 与 n 互 素 的 全 部 正 整数 组 成 等 莽 数列 (至 少 三 项 ) ,求证 : 为 素数 ,或 
2 的 者 ,或 为 6. 

313. 求证 : 正 整 数 ”的 所 有 因子 和 是 2 的 者 当 且 仅 当 =” 是 不 同 的 形 如 2m - 1 的 素 因子 有 乘 
积 ， 

314. 设 nE€ 2 ,求证 :存在 2n + 1 个 正 整数 oj < gz < … < azn41, 它 组 成 一 个 等 状 数 
列 ， 且 1 nl 是 平方 数 . 

315. 正 整数 n > 3, 间 有 多少 个 正 整 数 边 长 的 两 两 不 全 等 的 直角 三 角形 ， 使 两 条 直角 边 
长 互 案 ,有 目 面积 是 周 长 的 几 昼 ? 

316. 正 整数 n > 1 000, 对 于 让 EE 11.2.3，…- al ,2 除 以 上 的 余数 为 产 ,求证 : > 7， > 
了. 

317. m,n 二 Z+,m 个 互 不 相同 的 正 偶数 与 5 个 不 相同 的 正 奇数 的 总 和 为 1995, 求 3m + 
4n 的 最 大 值 . 

318. W 个 正 整数 组 成 的 一 一 个 序列 丛 包 含 。 个 不 同 的 数 (a 3 2) ,如 果 育 32, 求证 ;一定 
有 一 些 连 续 项 的 屠 积 怡 为 平方 数 ; 若 mw < 2*, 则 不 一 定 成 立 . 
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319. d(n) 为 正 整 数 n 的 全 部 因子 个 数 , 5S(n) = > d(E) ,求证 ;车 n = s(n), 则 n= 
1,3,18,36. 

320.d,E EE dl EY = 人 
x 下 111. 

321, F(x) = #* 一 4x 二 (34 m)z2 一 12x + 12, 求 所 有 mEZ, 合 x) -Al -x)+ 
4x3 =0 至 少 有 一 整数 解 ， 

322,m 32. 蕊 2+, 求 r+ = 1 994 的 全 部 整数 解 (x,y,n). 

323. 求 所 有 正 整 数 上 ,使 得 有 个 连续 正 整 数 之 和 是 一 个 立方 数 ， 

324.pnEZn>ld = |x|1xET, (Yn) 1}, 正 整 数 #4 称 为 有 趣 的 ,如 果 对 任意 
的 *,yE 和 4 有 x+yE 不, 求 所 有 有 趣 的 ". 

325.p 为 率 数 , 求 wp + y = yr 的 全 部 正 整 数 解 (x,y,z,p)， 

326. 上 EZ',T 为 Ch 除 以 # 之 余数 ,0 志 了 万 上 -1, 求 所 有 率 , 使 得 数列 ,Tr2,rs,… 对 
所 有 n > p 有 一 个 周期 ,这 里 p 为 一 固定 正 整数 ， 

327. 求 下 :不 存在 三 角形 ,三 边 长 全 为 素数 ,而 面积 为 正 整 煞 ， 

328. 如 n 光平 方 因子 ,求证 :车 (x,y) = 1, 则 (x + yx 六,X, 七 2+， 

329. n € 2+ 求证: 当 且 仅 当 5 为 正 奇数 或 2 时 , (Cn 一 1)*+iPinin 1D+l1n. 

330. 求证: a。= 3 ~ 2" 中 无 不 同 三 项 构成 等 比 数列 ， | 

331. 若 n= abc, 定 义 An) = a + 了 + c+ 虽 + bc + ca+ abc, 求 所 有 三 位 数 n, 使 n = 
An). 

332. 设 wi 为 整数 列 ,wo = 1, 上 为 图 定 正 整 数 , yi = Rw/un-1sy 若 uzom = 2000, 求 的 
所 有 可 能 值 . 

333, 求 最 小 的 n > 1, 使 1/n > 这 为 平方 数 ， 

334.a,5cdEZrr=1l-a -ed 如 +Tcsl9%3,r >0, 求 证 :r > 171 9%33. 

335. 对 任意 的 大 所 世 , 求 证 :方程 YY -有 = 各 不 可 能 同时 有 下 述 5 组 整数 解 (xl,yi)， 
《sx2:71 -1 (xa7y71- 2 (xs -3) 和 (xs,7l - 4) 又 若 同 时 有 前 四 组 解 , 则 上 二 17(mod 
63). 

B67 ED,y > 3 e+ = 2 -0 +2y + 1 求证 ;x + y+ = 1994. 

337. ai E Zr+ ,al 又 任意 的 上 和 Za = an + :是 是 a 的 末 位 数 ,求证 ;a; 中 有 
无 限 多 项 为 2 的 得 项 . 

338. a, 为 正 整数 列 ,对 任意 的 mn,fa, - le -2)-…(a, - 到) 为 正 整数 , 且 为 -1 整 
除 ,求证 :对 所 有 素数 p, 2)1/logpap < 1. 

339. 求 所 有 nm E Z+,n < 200, 且 rn? + (n +1) 是 平方 数 . 

340. 确定 所 有 正 有 理 数 组 ,使 * + y + z,1x + 1/y + 17s,wyz 均 为 整数 ， 

341. a E 2 ,51 -11a, 求 证 :在 5 进 制 下 ,a 的 表达 式 至 少 有 1 994 位 数字 不 为 零 . 

342. 求 证 ;有 无 限 多 个 n € Z+ 具有 如 下 性 质 ,对 每 个 具有 nm 项 的 整数 等 差 数 列 o1， 
2 tn ,其 算术 平均 及 标准 方差 都 是 整数 . 

343. 求 所 有 x ,yz 后世 ,满足 7 +1 = 37 + 于 . 

344. m:n 为 已 知 正 整数 ,m 以 十 进 制 表示 时 位 数 为 4,d < n, 求 (10* - 1)m 雇 十 进 制 表 
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示 时 所 有 各 位 数字 之 总 和 ， 

345. 求 x 七 Z', 使 z+ 615 是 2 的 宇 . 

346. 求 两 两 不 同 的 正 整 数 a,8,c,d, 使 a tbatb+te d+b+e+d|abed. 

347. 求 所 有 m,n E 8 ,使 1+21+314+…+ml = ms3. 

348.3x2 + x = 4 和 7 + ywyyE ,求证 :zx - 7,3x +37 +1,4x +47y +1 均 是 平方 数 . 

349. 求 证 :可 以 找到 2 叫 个 不 同 的 正 整 数 对 (a;,8,) ,满足 如 下 两 式 ; > ,17yabi = 1， 
D+t hb) = 3%. 

350. ag E Zl cg | < 100, 若 方程 az + gpy + a + 4amxy + 8 地 +43 和 二 0 有 
一 组 解 (1 234,3 456,5 678) ,求证 :该 方程 有 田 一 组 正 整 数 解 (x,y,z), 与 此 和 解 不 成 比例 , 且 
两 商 豆 素 . 

331. 求 所 有 整数 解 :1/m + tn - 1/mn? = 374. 

352. 设 s(n) 为 n 的 各 位 数字 和 ,证 明 : 车 5(3n) = s(n), 则 91n. 

353. 求 所 有 nm 和 于 ,使 (n+tin+2n+3) 怡 有 3 个 素 因 子 . 

354. 求 证 ;任意 的 n € 中 ,其 正 因子 平方 和 不 等 于 fm + 1 六 

355. m,n 七 T+, 若 mr =- 1(mod 24), 则 241m+n. 


356. 求 不 定 方程 解 : 放 (x + yy Fs) + {r++ 2 = 1 wz. 


357, n 为 大 于 1 的 奇数 ,x x2 ,x 七 罗 ,车 (x 3x + +1= ni = 
1,2. ,NXortl = 341 求证 :xi = %, 或 存在 gl(l < gs 站 -了 使 各 = zi. 

358. 设 m EE 世 , 求 证 :x+ -19942 + (1 993 + m)x? -1lx + m = 0 至 多 有 一 整 根 . 

359. 对 任意 的 n € 2 ,用 s(n) 表示 有 序 正 整数 对 (x,y) 的 数目 ,使 17x + 1/y = 17nm， 
例如 st2) = 3, 求 5 的 集合 ,使 s(n) = 5. 

360. 对 n 和 Z!, 求 5 的 集合 使 (1)08, 为 偶数 ;(2)C3, 为 4 的 倍数 . 

361. 设 三 角形 三 边 长 分 别 为 ?mnli,mnE€E Ft, 且 {> mm» n, 若 13iA0| = 
13"7104 = 13"7104| , 求 周 长 最 小 值 . 

362.cE Dr = er = w+[2x 22)]An + 1, 求 1x,| 的 通 项 公式 . 

363. 任 意 的 上 和 2 ,除了 有 限 个 正 整 数 ,一 要 n E ZE* 可 表 为 gl + 92 + 十; 其 中 
EE 2, a 

364. 设 = 为 给 定 正 整 数 , 求 最 小 的 uw E Zr ,满足 ;对 任意 的 4 E Zr ,任意 ww 个 连续 正 
奇数 中 能 被 a 整除 的 孝 的 个 赦 不 小 于 奇数 1,3,5,… ,2n - 1 中 能 被 4 整除 的 数 的 个 数 . 


5. 40 = 0,a = kan + (FF -os +1,k € + ,证 明 :a, € Z* ,BH 2k 1 a2,. 

366. 已 知 e © 2+ ,a > 1, 证明: 对 任意 的 n € 2 ,总 存在 = 次 整 系数 多 项 式 p(x) ,使 
pC0) ,p(1),…,p(n) 互 不 相同 且 均 为 形 如 2nt + 3 的 正 整数 ,其 中 站 和 雪 Zr+. 

367. 试 定 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 正 整数 :对 于 m ,存在 素数 p ,使 得 对 任意 的 n E€ %， 
ptn™—-m. 

368. 设 u 为 任意 给 定 的 正 整 数 ,证 明 : 方 程 al = w - 至 多 有 有 限 儿 组 正 整 数 解 
(n,a,b). 

369, 已 知 a,58 EE Q' ,a 着 ,使 得 存在 无 穷 多 个 正 整数 na - 六 忆 21+ ,求证 :a,b EE 
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也， 

10. a E Qao = al = G2 = 03 = 1, Gr = Gn-30n1 + 4-2(n 4), 求证 :qi 全 
2Z. 

371. 求 所 有 具有 如 下 性 质 的 函数 :Zt 一 世 :(1) 车 a,bEZ', 且 a18, 风 f(a) > (8); 
(2) 车 a,bED, 则 Fab) + fa + b) = fa) + fb). 

372. 设 nm EZ, 且 pz) = 站 -mw-mn-2 在 Q 边 上 可 约 , 求 证 :ma = -2 - 1,10,19， 
34,342. 

373. 证 明 : 存 在 m € 2 ,使 2 004" 的 十 进 制 表示 的 开始 的 数字 为 20042005200620072008. 

374. 已 知 n 如 给 定 正 整 数 , 试 写 出 所 有 整 系数 多 项 式 x? + az + 5, 满 足 x+ mx + 了 1 Ci 
ax" 十 二。 

375, 设 n 为 给 定 正 整 数 ,D, 为 2* . 3" . 5" 的 所 有 正 因子 所 成 之 集合 ,5 < D,, 且 5 中 性 
一 数 都 不 整除 另 一 数 , 求 max 1 5 1. 

376. 对 任意 的 上 E 肥 * ,是 否 存 在 两 两 不 同 的 m,n,p,9€ Zi ,使 n+n=p+t9g Vmt+ 
Yn = vp + Vg? 

377. gj € Q- ,对 任意 的 m,n € Z+ ,有 on + as = Gm; 证 明 : 该 数列 中 有 相同 的 项 . 

378. 纵 定 多 项 式 p(x) ,Q(x), 现 知 对 于 某 一 个 多 项 式 R(x,yY) ,等 式 Plx) - Ply) = 
R(xz,Y)(Q(x) - 0(y)) 便 成 立 ,证 明 ; 存 在 一 个 多 项 式 S(%), 合 P(x) = 5S(Q(x)). 

379. 求 所 有 n E Z' ,使 中 - 18n2 + 115n - 391 为 正 整 数 之 立方 . 

380, 已 知 e 区 Zn EZ Kx) = +3ar2+2ax -2'3".(1) 若 rE€ Or 为 成 4) = 
0 的 解 ,证 明 :r+ € Zi(2) 当 a 是 f(x) = 0 的 解 时 , 求 a 与 a 的 值 , 

381. 给 定 正 整数 n ,求证 ;方程 组 + 地 + "+= rl + t+ za = 2 有 正 
整数 解 . 

382. 证 明 : 有 无 穷 多 对 上,n E 2 ,使 得 lt2+…+ 上 = (k++1) + +n 

383. 证 明 ; 存 在 无 穷 多 组 正 整数 aa < 8 <e<d 使 lA/a+1/d = lb+ le. 

384. 证 明 :方程 + 党 = z + 币 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 , 旦 (x,7) = 1， 

385. 试 求 满足 如 下 条 忻 的 正 整数 弓 (m,n,i):m+ n= (m,n) ,m+i= (ml) ,n+ 
l=(n,1). 

386. 证 明 : 设 x,y,s EZ,x24+7+1= wz, 则 z = 3. 

387. 证 明 : 若 p 为 素数 ,n,kE Zt,k > 4, 则 2? + 3? 以. 

388. p 为 素数 ,ap 所 人!,p = Bb/4(Y 23a - 6)A2a + 5), 求 p 的 最 大 值 . 

389. 求 所 有 的 正 整 数 对 (a,5) ,满足 af = 如 ， 

390. ae 和 Ze > Oac -可 = 站 ppn = pppa :Pm 是 m 个 两 两 不 同 的 素数 ， 
设 和 (mn) 表示 满足 方程 ax? + 2bxy + cy? = n 的 整数 解 (x,y) 的 组 数 ,求证 :于 (na) 为 有 限 数 ， 
且 对 所 有 EZ! ,有 MM(pt* n) = Mt(n), 

391. 求 解 x,y,z E27 人 二 2+XTTY+tT= +IY+ 放 + 站. 

392. 0,b,x EE 2Z+ ,满足 at = a - 上 ,求证 :a 云 RL = 迷 ， 

393.p = 4 上 +1 为 素数 ,3 = [x,y,2) | +4yz = pizsyE 四 | 证 明 :(1Ax7， 
sr Drt ry -2 CO < 27: 
(x -2y,x -yy-zy) ;x > 27 是 5 一 3 的 映射 , 恰 有 一 个 不 动 点 ;(2)5 为 有 限 集 且 151 
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为 奇数 ;({3) 存在 (x,y)(x,y EE Z*), 使 wx? +472 = 已 

394. + E Rn E 2+, 则 [nz] » Liv]i. 

395. 证 明 ; 任 意 的 上 EE Z* (上 > 2), 存 在 rE Q, 使 对 任意 的 mE Zr ,有 [ 严 ] 二 - 1(mod 
). 

396. 证 明 ; 存 在 a € Q,[an + 1989a[an]] = 1 989n + (1 989? + 1)[an], 对 无 穷 多 个 正 
整数 n 成 立 . 


397. ai € ,ao = [六 ot] + 1 证 明 ;存在 a1, 使 数列 前 10’ 项 都 是 个 数 ,而 第 10 + 1 
项 是 奇数 . 

398.m = [VY (n -12+ 到 ], 证 明 ;(1) 有 无 穷 多 个 正 整 数 m, 使 Gn+l 一 4m > 1;{2) 有 
无 穷 多 严 拓 2, 使 oa = 1. 

399, a,= [ny2] 中 有 无 穷 多 项 为 2 的 者 . 

400. 求 证 ;n > 1 ,方程 > xi/i| = 0 无 有 理 根 . 

01.A,n ED An>15= {lkE DA 1) = 1 ,求证 :rn || |， 

402. fn) =141 其 中 4= jx,y) 1 zy 七 Zn = 让 一 |, 求 f(n) 表达 式 . 

403,. 没 pj,p2,… ,ps 为 素数 ,求证 ,存在 n E Zr ,使 n/p, 为 整数 的 次 方 . 

404. 设 al,az,…an E 2 若 存 在 是 E Ze < 六， [ai,ar] > M(i 关 &), 求证， 
l/ar +l/as + + l/an < 2， 

405, 任何 整数 可 表 为 5 个 整数 的 立方 和 . 

406.“ 好 数 ” ,定义 为 = 了 pe 了 ,ai > 1(i = 1,2,…) ,求证 ;存在 无 穷 多 个 互 不 相 
同 的 正 整数 ,它们 以 及 它们 中 任意 有 限 个 不 同 的 数 的 和 都 不 是 好 数 . 

407. 同上 ,证 明 : 存 在 无 限 多 个 相继 的 好 数 . 

408.ta,8) = 1, 求 证 :对 任意 的 m €€ Zr ,有 无 限 个 天 所 2Z+ ,使 (a + 也,m) = 1. 

409. 是 否 存 在 正 整数 集 5, 使 1 8 1= 1 991,5 中 任 两 数 互 质 ?8 中 任 k(k = 2) 个 数 的 和 
为 合 数 ? 

410. 定 义 .Fn) 为 :FI1) = 1, Rn) = (- 1)*,# 为 n 的 察 因子 个 数 , 令 F(n) = Fa)， 
求证 : F(n) = 0 或 1 并 问 对 怎样 的 nm, 有 所 nn) = 1? 

411. 对 任意 的 左近 Z* ,p(k) 定义 为 非 天 的 因子 中 的 最 小 素数 ,再 定义 gtk) = 1, 若 
P(E) = 2; 一切 小 于 p(k) 的 罕 数 之 积 , 若 p(k) > 2; 定义 数列 |%,|; 令 wo = 1,xs41 = 
wxn) /gr = 12 已 知 x, = 111 111, 求 n, 

412. 若 了 关 2,5,13, 则 2d - 1,5d - 1,13d -1 中 一 定 有 一 个 非 平方 数 . 

413. 设 正 整数 上 2, 证明: 如 0 < Vn 访 时 , 遍 革 此 + n 为 素数 , 则 对 于 0D 过 下 二 
# -2 时 ,三 +8+m 都 是 素数 . 

414. 将 = 表示 成 2 的 非 负 整 数 次 方 的 和 , f(n) 为 这 种 表示 法 的 种 数 , 不 同 次 序 视 为 相 
同 ,例如 :4 =4=2+2=2+1+1=1+1+1l+ 1, 数 记 4) = 4. 证 明 :n 这 3, 有 2 < 
fF(2°) «22 

415. 设 是 大 于 2 的 整数 ,“ 可 联 数 ”定义 为 ;1 是 可 取 数 , 按 如 下 步骤 能 得 出 的 也 是 “可 
取 数 ":(1) 第 一 步 操 作 是 加 法 或 乘法 ;(2) 从 此 以 后 加 和 乘 轮 流 使 用 ;(3) 每 次 加 的 数 不 是 2 
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就 是 n;(4) 每 次 乘 的 数 不 是 2 就 是 ,不 能 由 此 得 出 的 数 称 为 “不 可 取 数 ”. 求 证: (1) 如 果 
# 学 9, 则 有 无 穷 多 个 “不 可 取 数 ";(2) 如 果 n = 3, 则 所 有 正 整 数 除了 7, 都 是 "可 取 数 ”. 

416.81 = 2,82 = 3,83 = 5,g84 = 了 ,BE5 = ll 单调 递增 , 自 第 二 项 起 为 奇数 并 满足 
gn <281(n = 2,3,…) ,证明 ; 对 于 n > 3, 每 个 不 超过 g2,41 的 正 奇数 可 以 表示 成 上 gl， 
+ 2 上 ar-1y 土 824; 其 中 土 导 可 适当 选择 . 

417. 在 n 维 空间 里 坐标 全 是 有 理 数 的 点 叫 有 理 点 ,从 原点 出 发 ,每 一 步 只 能 从 一 个 有 理 
点 走 到 另 一 个 距离 是 1 的 有 理 点 ,求证 :(1) 车 n < 4, 则 有 一 个 有 理 点 不 能 在 有 限 步 之 内 走 
到 ;(2) 车 m = 5, 则 任何 有 理 点 都 可 以 在 有 限 步 之 内 走 到 . 

418. 数 学 老师 把 一 个 两 位 数 rn 的 因数 个 数 A(Ln) 告诉 学 生 8, 把 n 的 各 位 数字 和 Stn) 告 
诉 学 生 4 ,4 ;我 不 知道 = 是 多 少 ;8 :我 也 不 知道 ,但 我 知道 " 是 侣 是 惕 数 ;4: 现 在 我 知道 = 
是 多少 了 ; 卫 : 现 在 我 也 知道 了 .车 两 学 生 的 话 都 诚实 可 和信, 问 n 等 于 几 ? 

419. Kronecker 定理 : 设 0 为 正 无理 数 ,a € 及 , 则 对 任意 的 8 > 0, 存 在 m,n EZ* ,使 | 
mm-m+toal<e. 

420.01, 626 G0 二 Z, 则 cta+ll > (az + 1l)ata 的 充 要 条 件 是 est 上 aa+1l 
DC- 1) 6,. 

421. 设 义 为 正 奇数 , 则 n+ 2 下 > 让. 

427. 是 否 存 在 天 EE B+ ,11…1 1 天, 且 S(k)( 即 各 位 数字 和 ) < m? 

423. 对 任意 的 = EE Zr ,19 x 8" + 17 为 合 数 . 

424. 任意 的 p 为 素数 ,有 无 限 个 上 所 Zr ,p 12" - nm， 

425. 求 出 所 有 不 经 过 10 000 000 具有 下 述 性 质 的 正 整 数 n > 2, 任 何 与 n 互 率 且 满足 
1 < m < n 的 数 都 是 素数 . 

426, 设 a E 2 ,a > 1, 试 求 所 有 的 正 整 数 , 它 至 少 整 除 一 个 at ,nr 所 N. 

427. 对 给 定 m nm E Zr ,mm < n, 间 :是 否 任 一 由 n 个 连续 整除 数组 成 的 集合 中 都 合 有 两 
个 不 同 的 数 , 其 积 被 mn 整除 . 

428, 设 f:Z'-* N, 定 义 为 使 和 > 下 能 被 上 整除 的 最 小 数 ,证 明 : 当 且 仅 当 mn = 2” 时 ， 
fin) = 2n -1, 其 中 心 EE 2+. 

429.1+ 2 + 47 为 素数 , 则 nn = 3:,kE€ 

430. 设 m,n E Z ,满足 人 尾音 的 天 E Zr -1,m) = (11& -1,w), 证 明 : 存 在 某 个 
1 E 2 使 mm = 1lin. 

431. 证 明 : 存 在 上 € 2* ,使 每 个 nnEE 2， 2" + 1 是 合 数 . 

432. 证明: 存在 无 限 多 个 n E 2 ,使 得 对 上 = 1,2,-…,n -1, 有 altn)/n > gf)AE 其 
中 =(n) 为 ma 的 所 有 因子 和 . 

433. 对 给 定 的 正 整数 上 > 1,[n,n+i…a+k]= Q(n), 证 明 : 存 在 无 限 儿 个 nEZ， 
使 Ofna) > QCn + 1). 

434. 设 im) 为 的 最 大 素 因 子 (n > 2) ,是 否 有 无 限 多 个 rn, 使 得 hn) < h(n+1) < 
hln + 2)? 

435. 设 wln) 为 n 的 素 因 子 个 数 (n > 2), 证 央 ; 有 无限 多 个 n ,满足 w(n) < wln+1) < 
wln + 2). 
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436.n € 2* ,M1 989 1 13: (- 50)" + 17 .+ 40" - 30. 

437.m = a1 = O00nr2 = ?gt 161a, + n+ 2°, 证 明 :13 | aigo 6] gp, 51 1. 

438. 设 a1,02.… ,a 为 ! ~ 5 的 一 个 排列 , 设 /(n}) 是 满足 下 列 条 件 的 所 有 排列 的 数目 : 
(Da = 21302) 1 a- 0 le 20 = 1,2,…,n -1), 问 (1 996) 被 3 整除 否 ? 

439. 求 所 有 大 于 3 的 正 整 数 ,使 1 + ++ | 必 呈 , 

440. 证 明 ; 对 任意 的 a,b,c,d EZ,0 6,(x+ oy + c)(x+ by + d) = 2 至 多 有 四 个 
整数 解 ,再 确定 a ,5,c,d 使 得 方程 恰 有 四 个 不 同 的 解 . 

和 1. 求 x(x 研 D(x + 人 )(x + 8) = 7 的 整数 解 . 

442, 求 方程 x+3s + 1 = x 的 整数 解 . 

443, 求 (x + 2) - 24 = ?的 整数 解 . 

444. 求 守土 对 十 二 4% = 1599 的 整数 解 . 

445. 求 [2Y3 -3 = YxW3 -yy43 的 有 理 数 解 . 

445. 尾 意 的 nEEZt,1/x + 1/y + 1/z = 1/n 只 有 有 限 组 解 . 

447. 任意 的 a,5 EZ,5a > 78 0, 方程 组 :x +2y +4+3s+7uw = osy+2z+5u = 占有 
非 负 整数 解 . 

448. 求 方程 组 x+y+z=g0 妇 + 中 -33=-18 的 整 教 解 . 

449. 有 多 少 对 不 超过 100 的 数 p,g EE Z', 使 ”+ px + g = 0 有 有 理 数 解 ? 

450. 求 解 :x? + 和 = 3z2. 

451., 对 给 定 n E Z+ ,用 a € 2 表示 方程 + x? = 天 的 大 于 = 的 正 整数 解 的 个 数 .证 
明 :;(1) 任意 的 M > 0, 至 少 有 一 个 n€ 2 ,使 得 a，> 于; (2) 是 否 成 立 im a, = + %? 

452. 证 明 : 对 任意 素数 p > 5,xt + 4 = p 没有 整数 解 . 

453. 证 明 :方程 (2x)2 - 1 = Y+l 无 正 困 数 解 . 

454. 设 qa2 Gn 世 T, 且 (iya001) si = 12 0 证明; 方程 奏 + 内 + + 过 = 
xz?! 有 无 限 多 个 正 整 数 解 . 

455. 证明: 对 尾 意 的 a,b,c Ez,(a,b) = 1, 且 c > (a -1(5 -1), 则 方程 c = ax + 
by 有 非 负 整 数 解 . 

456. 证 明 : 方 程 x - y + zs = 1 具有 无 限 包 组 正 整 数 解 x,y,z, 其 中 x,y,z 两 两 木 同 ,并 
且 任 意 两 个 之 积 都 被 第 三 个 整除 . 

457. 证 明 : 对 任意 的 a ,8 和 中 ,方程 ax? + by? = 1 在 有 理 数 范围 内 要 人 么 无 解 , 要 人 么 有 无 
限 多 个 解 . 

458. 证明: 对 任意 的 (a,5) = 1,a,5 E€ ZZ,axl + by? = 妇 有 无 限 多 个 整数 解 满足 条 件 、 
《zy) =1. 

459,.n EE Fn > 2,4 + (x +1)* = (x + 2)" 无 正 整数 解 . 

460. 求 w+y = (x + y)? 的 正 有 理 数 解 . 

461. 证 明 : 如 果 nm E 2 为 奇数 , 则 当 且 仅 当 nn = mm(4 - 1 时 ,方程 1/x + 17y = dn 
有 正 整 数 解 ,其 中 m ,kk € 了 +. 

462, 证明: 所 有 使 方程 /x + ly = 3/n 设 有 正 整数 解 的 n(n E Z*) 的 集合 不 能 表示 成 
有 限 个 算术 级 数 (不 论 有 限 .无 限 ) 之 集合 的 并 集 ， 
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463. 求 所 有 满足 方程 x + 产 + 2 = mrz 的 正 整 数 x,y,z, 其 中 z = {x,y)， 

464. 求 满足 xznfl - y2r+rl = wyz + 22"11 的 所 有 正 整 数 解 (xz ,7y,z,a),n 3 2, 且 = 二 
5 » 227" 

465, 求 所 有 实数 pp, 使 5x3 -5(p + 1)x2 + (71p - 1)x +1 = 66p 的 三 个 根 都 是 正 整 数 . 

466. 设 n 是 一 个 固定 的 正 整 数 ,证 明 : 对 任何 非 负 整数 上 ,方程 名 + 入 ++ 于 X 二 
有 元 数 多 个 正 整 数 解 (x1 ,x2,… x ;7Y). 

467. 设 ,5 所 世 , 但 非 平方 数 , 证 明 : 如 果 妇 - ay? -B22 + ab 天 = 省 有 非 平凡 整数 解 ( 即 
不 全 为 零 ), 则 x- ay? - be = 0 也 有 非 平凡 整数 解 . 

468. 求 所 有 n E22+ ,使 对 某 个 上 11,2,…,n -1 有 2G8 = Ci! + Ci， 

469. 给 定 m 七 + :(1) 证 有 明 ;1/(m + 1)CE, € 2+ ;(2) 求 最 小 的 上 EZ!* ,使 得 对 每 个 正 
整数 nw mEAn+t m+ DE Tt. 

470. 证明 ;对 尾 意 的 % 二,(Gt,Chs Ge) = 1. 

471. 设 任意 的 mncEzr, 记 Su = 1+ DC- Din+ 上 +1D1IACal(n+) 为 m! 的 
倍数 ;但 对 某 些 mw ,n,m!l(n + 1) 仆 Sn,n 

472. 求 1 il = y*1 的 正 整 数 解 (x,y,z). 

473. 求 (y +1) -1 = y! 的 正 整 数 解 . 

474. 对 给 定 的 nEEZr,n > 1 记 = nt + 上 ,上 全? 证明; 对 任意 上 EE 和,2,…,n}， 
都 有 一 个 素数 pspl ma 但 pp Ms 的 2 RE hts Mens 

475. 证 明 :c 为 奇数 的 充 要 条 件 是 :在 n,& 的 二 进 制 写法 中 , 当 上 的 某 个 位 数 上 的 数字 
为 1 时, 在 同一 位 数字 也 是 1. 

476.n E Zr ,p 素数 ,pk = 0,1,2, nj)on = Pim -1 其 中 3E2 mm 反 2， 
m < p). 

477. 设 所 是 n1 的 十 进 制 写 法 中 最 后 一 个 非 零 数字 ,证 明 : 无 限 小 数 0.&ihsh3'… 是 无 理 
数 . 

478. 设 AU B= 11,2,3,4,5,6,7,8,9|,4 门 B= 局 , 证 明 :A4 或 8B 中 必 有 一 者 至 少 会 三 
个 数 , 且 其 中 两 数 之 和 为 第 三 数 的 两 倍 . 

479. 设 正 整 数 ai, az,…eu 被 某 个 m(m EZ* ) 除 的 余数 各 不 相同 , 且 = > mn/2 ,证明 ;对 
每 个 上 EE Z, 存 在 下 标 ig E 11,2,…,n| 使 得 mm1ei+ ar- 天 

480. 在 数 轴 上 取 长 为 17n 的 开 区 间 , 求 证 ;此 区 间 中 至 多 人 洁 (n + 1 个 醋 约 分 数 p/g， 
PIEZ1IS<I<n. 

A481]. gly 2 ,dn 和 Z, 和 为 1, 证 明 :六 = a;+260 +3amz+ "+《n- i+l)a+{n— 
i+2)a + (n+ 3 a+ + net = 下 2 中 无 相同 项 

482. 证 明 :; 当 给 定 的 正 整 数 ,pn > 2 时 ,mn(a -tc 可 以 表 为 上 个 连续 偶数 之 和 、. 

483. 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 =E Z* ,能 够 把 2n 个 数 1,1,2,2,…, n,n 排 成 一 行 ,使 
上 = 1;2,……,m 时 ,两 个 上 之 间 怡 有 天 个 数 ， 

484. 设 有 限 集合 互 C 下 和 六 CR, 如 果 集 到 中 每 个 数 都 可 唯一 地 表 为 集中 中 的 数 的 整 
数 次 寡 的 导 积 , 则 称 中 为 好 的 基 , 试 问 : 任 意 有 限 的 正 数 集 都 具有 基 对 否 ? 

485. 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 n E 2 ,存在 0,1,2,…,n - 1 的 排列 (a1, a2;…, 6), 使 得 
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A1102 ,010203 9102，"… ,0a 被 n 除 的 余数 各 不 相同 . 

486. 证明: 如 果 n EE Zr 且 非 素数 的 整数 震 , 则 存在 1,2,…,m 的 排列 (i1,is,… ,i ) 使 得 
>， keos 2nii/n = 0, 

487. 求 所 有 这 样 的 正 整 数 的 和 ,它们 在 十 进 制 写法 中 的 数字 组 成 递增 或 递减 数列 

488. 满足 cl + 2az + … + nen = 1979 的 rn 元 正 整 数组 (aj, a,,…,a,) 当 为 偶数 时 称 
为 偶 的 , 当 mn 为 奇数 时 称 为 奇 的 ,证 明 ; 奇 组 与 偶 组 一 样 多 . 

489. 证 明 : 对 任意 的 a1, 62,… ,an E Zr (1) 存在 = 个 数 的 集合 ,mn < 2, 它 的 所 有 非 空 
子 集 具有 不 同 的 和 , 且 这 些 和 中 包含 所 有 的 qj ,a;,…, am; (2) 存在 个 数 的 集合 ,n <m, 
它 的 所 有 非 空 子 集 具 有 不 同 的 和 , 且 这 些 和 中 包含 所 有 的 41, az,…, a， 

490. 和 < 有 有 < … < … 为 正 整 数 , 且 名 1 后 > 1, 记 5 = 2 各, 求证 :[$,,5,w1] 中 
至 少 包含 一 个 平方 数 . 

491. 对 任意 的 n € ,能 否 找到 个 正 整 数 , 任 两 数 互 素 , 任 上 > 2) 数 之 和 为 合 数 了 

492. 将 若干 个 球 放 进 2n + 1 个 盘 中 ,使 得 任意 取 走 一 个 盘 , 总 可 把 剩 下 的 2n 个 袋 分 成 
两 组 ,每 组 n 个 稳 , 并 且 这 两 组 的 中 的 总 球 数 相等 ,证 明 : 每 个 的 中 的 球 数 相 等 . 

093.3 < 11,2,… ,nl ,ols) 和 zls) 分 别 为 其 元 将 和 与 积 ,求证 ; >) ols)/r(s) = n+ 
2n (n+1) Dk. 

494. ntn > 3) 为 整数 so,al ,满足 la<a<" <acan- 3 的 整数 ,证 
明 . 存 在 不 同 的 i,g,1,m 使 得 mw + ar = me + ar = a 

495. 求 所 有 4 个 正 整 数组 成 的 组 ,使 任 三 数 积 加 1 被 第 四 数 整 除 ， 

496. 设 sl cz,… ,an 都 是 非 堆 数 ,日 对 于 任意 整数 有 = 0,1,2,…,n),n < 由 -1, 均 
有 at+e +es 3#+…+an， mm = ,证明 ;数列 ai,az,…,a, 中 至 少 有 n+ 1 对 相 
邻 数 符 导 相反 . 

497. 设 sa;5EZ, 且 中 > 人 ,其 中 是 整数 ,证 明 ; 存 在 正 整数 n 及 整数 xi x2， ,i 
70 ya 加: 使 得 定夺 二 ay = B,D) xy = ¢. 

498. 求 最 小 的 正 整数 =, 使 任意 不 小 于 ”的 正 不 数 均 可 表 为 若干 正 整 数 之 和 , 旦 这 些 正 
整数 列 数 之 和 为 1. 

499. 设 nE Zt,171n, 且 二 进 制 写法 中 恰 有 3 个 数字 1, 证 明 :m 的 二 进 制 写法 中 至 少 有 
6 个 数字 为 0, 且 若 恰 有 7 个 数字 为 0, 则 n 是 偶数 . 

500. 设 多 项 式 P(x) = x + ax? + bx + c,(a,5,c EZ) 的 一 根 等 于 其 他 两 根 之 积 ,证 
明 .2p( -D1 pll) + p(-1) 201+ 5(0)). 

S01. p(x) = st xr -1 有 模 为 1 的 复 根 二 n = 4fmod 6). 

502. 证明: 对 任意 的 n EZ ,Cx +1)2atl+ sn 在 @ 上 可 约 ， 

503. 求 所 有 m,n 所 ZZ* ,使 1 + w+ 下 ltx+ wm |. 

504. 设 多 项 式 P(x), Q(x) ,R(x) 和 SCx) 满足 PCx3) + xO(x5) + x2R(x5) 二 《24 + 
妇 +% +xs%+l)Sx) 证 明 :xz 11 P(x). 

505. 证 明 ; Ptz)tz E C) 为 偶 函 数 的 充 要 条 件 是 , 存在 多 项 式 0(2), 使 得 p(z) = 
QO(- 2),2 EC. 

506. 求 所 有 下 整数, 使 得 二 二 +11x2t1 + x+1, 并 对 每 个 满足 上 述 条 件 的 , 求 所 
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有 使 z* + x + 1 能 被 * + %*+ 1 整除 的 正 幕 数 n， 

507. 设 p,g 为 不 同 农 数 , 正 整 数 n > 3, 求 所 有 a E Z, 使 Kx) = 内 +a +pg 在 颁 
上 可 的. 

508. 设 任意 的 p,g € Z+ ,证 明 : 存 在 整 系数 多 项 式 ptx) ,使 得 x 轴 上 长 为 17g 的 某 区 间 
中 每 一 点 x, 都 有 | p(x) - pz 1< 1 和 

509. 求 所 有 三 次 实 系数 多 项 式 P(x) 和 Q(x) ,使 得 下 面 的 四 个 条 件 能 够 满足 : 

(DPK OOD: = 1,2,3,4) € 10,1|; 

(2) 如 PC) = 0 或 P62) = 1, 则 00) = 0(3) = 1; 

(3 如 PE(2) = 0 或 P(4) = 0, 则 002) = 0(4) = 0; 

(4) 如 Pl3) = 1 或 P(4) = 1, 则 0(1) = 0. 

510, 设 n 生 人 , 求 省 项 式 ps(x) = (x? + w+ TD" 的 奇 系数 的 个 数 . 

511. 岛 上 有 45 条 变色 龙 , 其 中 13 条 灰色 ,15 条 褐色 ,17 条 红色 ,如 任 两 条 颜色 不 同 的 变 
色 龙 相 过 ,就 会 同时 变 成 第 三 色 , 问 ;是 否 可 能 所 有 变色 龙 都 同色 ? 

512. 任意 一 个 正 整数 w, 随 意 地 加 77 或 双 , 求 证 :有 限 次 操作 后 一 定 会 得 到 未 两 位 数字 
相等 的 数 . 

513. 设 (x,y) 为 有 理 点 ,车 x,y 均 为 有 理 数 ,求证 ;全 体 有 理 点 可 以 划分 成 4 与 吾 , 其 中 
A{B) 与 任 一 平行 于 y(x) 轴 的 直线 公有 有 限 个 交点 . 

514. 设 gi,B,e; 为 1 -5 排列 , 求 2 abici 的 最 小 值 

515. 车 和 和 和 和) = nt, 则 
必 有 = ii = 1,2,…,n). 求 5 的 最 大 值 ,(n = 8 时 ,3,6,8 换 成 4,4,9) 

516. 设 是 一 个 图 定 的 大 于 工 的 正 整 数 , 问 是 否 存 在 正 数 m, 使 任意 正 整 数 n,[m… 
"lt [me Ee]. 


517. 在 区 间 (0,1) 中 任 取 n(n > 2) 个 不 同 的 分 数 ,求证 :分 母 之 和 大 于 本 mn 全， 
518. 设 xw,y,z 所 OQ =2, 有 Ex+w+ 好 2 号 0, 求 证 ;存在 有 理 数 uw,v,w 使 (x + yt + 


a) + vt + we) = 1. 

519. 求 (az + 和 (本 + a) = {a -zi 的 所 有 整数 解 . 

520. 求 所 有 的 xz,yE 2 使 人 1 好 + 人 -wy+1， 

521. 设 a<b<oe<dEDEngac<b<ec< de(n+ 11) 证 :ad 关 je， 

522, myn cz , 且 2001m2+m = 2 002n? + nn, 求证 ;m - nm 是 完全 平方 数 . 

523. 设 上 为 给 定 正 整数 ,5 > 1, 记 0(n) = [n,n + 1,…,n + 此 ]. 求 证 :有 无 限 个 x, 满 
是 :O(n) > O(n + 1). 

524. 设 n 为 正 奇数 ,求证 :方程 1/x + 1/y = 4/r 有 正 整数 解 之 充 瑞 条件 是 上 有 4k -1 
型 因子 . 

525. 设 p 为 素数 ,mn E T+ , 且 3 直 mn, 若 严 为 连续 正 整数 的 立方 和 , 求 所 有 这 种 p 与 4. 

526.0 = (5 - 1)/2, 则 任 审 的 aE€ 2 [O[Gn] + Q] + [Qtn+1)] =n. 

527. 上 EE Z'sa 为 x2 -kx -1 的 正 根 ,定义 m#n = mn +[emjLan], 则 * 满足 结合 律 ， 

528. 求 所 有 质数 p,qg,r,p? + p" 为 平方 数 . 

529.pfn) = -起 --5n+2, 求 所 有 nn 万 号 使 | pln) | 为 素数 . 
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530. 任意 的 > 0, 是 否 存在 4 E 2 ,A > ,A' 为 4 十 进 制 中 某 两 数字 对 调 ,4 的 素 岗 
子 集 等 于 4 的 京 因子 集 ? 

531. 求 所 有 n E Zr+ ,使 nt - 40 + 22n? - 36n + 18 是 平方 数 . 

332.a,b,csd,n ET, ae/e = b/g = (ob + nA(cd +4 n), 求 最 小 的 nn 使 a,b,ce,g 互 
不 相等 . 

533.4=Vxt+l+rvVy+l,B=Vx-l+vy-1i,4 与 8 非 相 邻 正 整数 , 求 4,B 的 
所 有 可 能 值 . 

534. 任 意 的 s E 和 ,5 < 1, 求 证 :存在 x,y,z EE Bt,|xyz/(xy + yr 4 x)| = 5 

535. 有 6 个 互 质 的 四 位 数 ,求证 :其 中 一 定 能 找到 5 个 也 互 质 . 

536. 求 不 能 表示 为 ae + (a + 1)A(8 + 1) 的 所 有 正 整 数 ,其 中 a,b 也 是 正 幕 数 . 

537. 求 所 有 素数 p, 存 在 x,y Ez,p = y+1. 

538. 求证 :存在 无 限 个 正 整数 n,n 与 nm = 1 的 分 解 中 塞 因 子 圭 均 大 于 1， 

539. 如 果 4 ,如 为 轧 位 数 ,各 由 1 ~ 9 组 成 , 且 4 + 有 = 987 654 321, 则 称 4 与 下 是 < 有 意 
思 对 ”, 求 证: 共有 奇数 个 “有 意思 对 ”， 

540. 最 多 从 1,2,3,… ,2 001 中 取 m 个 数 ,使 任 两 数 之 差 非 素数 ? 

541,m > 0,m = 2(mod 4) ,求证 ;最 多 只 有 一 对 a,5 EE ZE+,a > 5, 满足 (1)ab = m; 
(DO0<o Bb <5+4vA4mrl. 

542. 连续 n 个 3 位 数 (任意 ) ,一 定 有 一 个 被 其 各 位 数字 和 整除 , 求 n 的 最 小 值 . 

543, 设 41,62,… ,0 为 1 ~ 的 排列 , 若 对 1 和 上 <n, 均 有 a,+ 上 为 平方 数 , 则 称 n 是 
好 数 , 间 ;10,11 中 哪个 是 好 数 ? 

544. 是 否 存 在 (kw 2) 个 两 两 不 同 的 正 整 数 ,其 最 小 公 倍 数 等 于 和 、. 

S45.0,b EE ZI0) e+ ob + ,1001 oi + ab + 2. 

546.y = f(x) = ax? + bx + c,4 > 100, 问 至 多 有 几 个 整数 满足 | f(n) | < 507 

547. 是 否 存在 a E TZ, 有 x+al xr + w+ S507 

548. 直角 三 角形 直角 边 为 正 整 数 ,局 长 为 面积 整数 倍 , 问 这 样 的 三 角形 共有 几 个 ? 

549.n E€ Zr nm 为 何 值 三 + 让 + 2 = axw2yzz2 有 正 整 数 解 . 

550. a,b,c,d,e,f,8, 上 是 两 两 不 等 的 正 整 数 , 且 n = ab + od = sf+ 号, 求证 :> 30， 

551. m,n E 2+ ,5™ + 5 为 平方 和 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

552. 下 整数 = 非 42 的 正 整 数 倍 与 合 数 之 和 , 求 n 的 最 大 值 . 

553. 1 CE +, Ln(n + 1) | n1, 求 满足 n 的 条 件 . 

554.x,7 E 2 xz4 + yA 除 以 x +y 商 多 , 求 余 数 . 

355,.0 = rn? + 0,d, = [Gn onyi], 求 max da. 

556, 是 否 存 在 一 个 n 位 数 它 为 平方 数 ,n - 1 位 数字 是 $? 

357 .4409 nk EE TOC a < al< < 上 任意 的 1] i<gan, 
[ai, or] < 上 ,求证 ;a 过 天 让. 

558.a.b > Oa+b=1l,a+eoQ, 求 证 ;a ,5 € OQ. 

559. 是 香 存 在 无 限时 两 两 互 素 的 ,a ,b,c E Zr ,使 a2b2 + bie? + cla? 是 平方 数 ? 

560. 求 所 有 非 负 整 数 c, 存 在 nE€ 下 ,满足 4d(n) + pln) = n+e, 其 中 din) 为 1 正 约 
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数 个 数 ,p(n) 为 欧 拉 函 数 , 求 所 有 n. 


561. 设 1 aa<5<cctzg 有 ea-1p-lfc-1)1opc -1, 求 之 . 
62.0,0E Lr-x-1lor + b+1, 求 a,b. 
563,4 ,b,c,d 为 素数 ,a > 35 > 6c > 120,oz+ 吕 -有 -有 =1749. 求 sa,5,e,a 的 


所 有 可 能 值 . 


中 . 


564. 4 = n+ s(n)i ,s(n) 为 n 的 各 位 数字 和 .求证 :任意 相 邻 正 整 数 ,至 少 有 一 个 在 4 


565. 从 1 ~ 中 最 多 可 取 多 少 个 数 , 尾 两 数 和 不 被 其 差 整 除 ? 

566. 求 证 :4 = 1n + sfn)} ,对 任意 的 ae E22! ,总 有 EE Zs(k) = a ,sh) = a 
567.1 ~ 上 中 任 取 s 个 数 ,一 定 有 其 中 3 个 数 两 两 互 质 , 求 * 的 最 小 值 . 

568.N = 2 x 3 有 几 个 小 于 六 但 不 能 整除 六 的 正 约 数 ? 

569. * 为 平方 数 ,一 定 有 7 EB,2xy | X24+y 一 x. 

570. 已 知 ,21,…,n1 除 以 n 的 余数 均 不 相同 ,求证 ;5 为 素数 . 

571.n > 2,n 蕊 了 ,总 存在 连续 = 个 正 整 数 ,s +1,s +2,…,3+n 使 :+ nl[ls+tl,s 


+2,…;5+Pm -1], 求 所 有 这 种 5. 


572. 设 1<x<y<re<rslo0xr,y:rcE 2zr, 求 xzy+r 的 最 小 值 . 

573.0 ,mn E Zr+ ,车 (2a)2m - (28 -1)" >0, 则 (2a)2 - (2a -doe-l. 

574. 求 所 有 上 ,使 10101…101 为 素数 (下 个 0 + 1 个 1). 

575. 不 存在 x,yY EE Dx? + 2x242r+1= yy. 

576. 是 否 存在 无 穷 和 多 个 奇数 n ,使 2" + mr 至 少 有 两 个 大 因子 ? 

577. 求 所 有 qa,b,c EE Zt 使 ab 1 e+rlaclb+l,bclatilabe > 1). 

578. 存在 无 限 组 互 不 相等 的 整数 a,8,c, 使 x(x -ellx -tx 一 c)+1 可 以 表示 成 两 


整 系数 多 项 式 之 积 ， 


579. 求解 不 定 方程 axy + byz + cxxr + dz + ey + 户 + = 0, 其 中 ~ gg 均 为 已 知 整数 . 
580.2" | Cen) l/rn!, [LQn) ln! = 2 (2n — 1)11]. 

581. 不定 方程 x5 3xwty - 5x372 - 15x273 + 4xyt + 1275 = 33 无 解 . 

582, 斐 波 那 契 数 列 前 100 000 000 项 中 ,含有 一 项 末 4 位 全 为 零 吗 ? 

583. 从 9 个 或 16 个 连续 自然 数 中 总 能 找 出 1 个 数 ,与 其 余 的 数 互 质 . 
584.m 12" - 22 -1121-20mEN). 

585. 求 m = w(x zy) 的 所 有 解 汪 ,ye 如， 
S86,.x,y,2 ETA + +m y=7=0. 

587. 解 不 定 方程 2 六 + + = 2xyzu， 

588. 证 明 : 对 任何 大 入 Zr ,存在 n E ZB? ,使 2" 前 若干 位 正好 是 外， 

589. 证 明 :存在 无 数 个 n EZ ,使 n = a+ 了 t= 人 e+trf,ab,cd,e,feET 


而 且 两 两 不 相同 . 


590. 同 上 , 改 成 四 个 ， 

591. 设 a,m,nEZ,atEZ, 则 2x" + ax" + 3 x "+ Gax® + 18. 

592. 证 明 : 若 对 任意 的 € 多 ,ax? + Bx + 6 均 为 一 整数 的 完全 4 次 方 , 则 a = 5 = 0. 
593. 已 知 对 任何 整数 x ,三 项 式 ax? + bx + c 都 是 完全 平方 数 ,证 明 ; 必 有 ex? + Bx + 
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c ldr + e). 

594. 试 求 所 有 这 样 的 数 a, 使 [a],[2a],…,[ Nae] 互 不 相同 , [1/a],[2/a],…,[ N/a] 
也 互 不 祖 同 (N 是 固定 的 自然 数 ). 

595. 设 f(x) 为 整 系数 多 项 式 , 既 约 有 理 分 数 pg 是 它 的 一 个 根 ,证 明 ; 对 任意 的 上 EZ， 
pp- kg lfA(k). 

S596, 4,6 ,c,d 1 EET,(al + bc + d) 可 用 庆 约 分 , 则 | ad- ke. 

597. 车 对 性 意 的 x EE Zp 1 on + nlx 14 44+ax+ Go) 必 有 p | aal ~ a, EZ 
P 全 加),p 是 察 数 取 ? 

598. 对 蔚 些 nn E 了 ,323 | 207 + 16" -3*-1. 

599. 斐 波 那 罩 数列 中 任 连 续 8 项 之 和 非 数 列 中 项 . 

500. 如 整 系数 方程 2 + pyx + = 0, 弛 + pax + 92 = 0 有 一 个 公共 的 非 整 根 , 则 p， = 
Pa:91 = 92. 

01. 能 否 将 未 位 数字 非 零 的 所 有 3 倍数 排 成 一 列 ,使 每 个 数 的 最 后 一 位 数字 刚好 都 等 
于 它 后 面 的 那个 数 的 首位 数字 ? 

602. 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 正 整数 ,它们 不 论 对 怎样 的 素数 p 以 及 n,k E Z: ,都 不 
等 于 p+ nt 

093.2a,b.nET,nliat+bnla+batblar+b,RMNal {a + ba + b). 

604. 设 5,b,p 所 名 +, 则 存在 &,1E (1 = 1,p1lak+ 有 以 . 

605. 对 任意 的 dE& Z, 存 在 mm EB, 使 d = (nn -2m+ /Am -rn). 

606. 求 ,yz EE Zaz + wi/ + yz/x = 3. 

607. 不 存在 两 两 不 同 的 x,y,zyt E Zr ,满足 += + 

608. 任何 完全 平方 数 的 数码 之 和 不 等 于 5. 

609. 试 求 所 有 nm E Zrnz 直 in -1)1 

610. 若 xs,y,eE 凤 ,有 x+ 和 2 = axy, 求 所 有 这 种 a 满足 之 条 件 . 

611. 任何 偶数 2n 能 唯一 地 表示 成 (x + y) + 3x + y 的 形式 ,其 中 xy € ZZ-. 

612. 现 有 无 数 张 卡片 ,每 张 卡片 上 写 着 一 个 正 整数 , 现 知 对 每 个 正 整 数 ,都 从 有 ”= 张 
与 卡片 上 写 着 它 的 约 数 , 证 明 :每 个 正 整数 都 在 至 少 一 张 卡片 上 出 现 . 

613. 把 从 1 到 2 的 所 有 整数 写成 一 行 , 然 后 将 每 个 数 都 加 上 它 所 在 位 置 的 顺序 号 数 ,证 
明 :这 些 和 数 中 至 少 有 两 个 在 被 2n 除 时 的 余数 相同 . 

614, 试 求 方程 组 的 正 整 数 解 + +y = #1z+ =. 

615. 求 下 列 方 程 组 的 正 整数 解 ob = 2(e+ d)iedg = 2(a + 5). 

616. 被 30 整除 的 共 + 1(k E 2 ) 构成 等 差 数列 . 


617,. al = 1 = [LV 2 ai], 求 1 000， . 

618. 任意 的 下 E 2 ,存在 n EE Zr ,mi 十 进 制 展开 以 天 开头 ， 

619. 试问 :是否 存 在 两 相 邻 正 整数 ,各 自 的 各 位 数字 和 被 125 整除 ? 

620. 解 不 定 方程 19x3 - 17m = 5 和 0. 

621. ps 为 第 天 个 素数 ,pl ~ 天 人 > 4) 的 一 切 可 能 飞 积 之 和 为 ;, 则 ;+ 1 可 分 解 沟 24 
以 上 的 宗 因 子 乘积 . 
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622, 证 明 : 存 在 9 € Z, 使 og .2 的 十 进 制 表示 中 无 零 人 4 € 2 ). 

623. dLN) 为 放 的 正 约 数 个 数 , wxa(w) 为 素数 , 找 出 所 有 这 种 mw. 

624. 对 任意 3 个 小 于 1 000 000 的 数 ,都 存在 一 个 小 于 100 的 数 与 三 者 之 积 互 素 . 

C3.ab,nETt,ar bnla- bonito - HF)/(o -$8). 

626. 给 定 一 个 999 位 数 , 已 知 如 果 从 中 随意 取出 2 个 连续 的 数码 并 勾 掉 其 余 的 数码 , 则 
所 得 之 和 可 被 到 整除 (此 数 证 以 0 开头 ) ,证 明 ; 原 来 的 数 是 23 的 倍数 ， 

627.E Zr > 3,24 的 数字 重 排 不 能 得 到 2" 形 数 人 m > 后 ). 

628. [2*，Y2] 中 有 无 穷 多 个 正 整数 . 

629.a .bcd ef EBD,a/b > ce/d > er/f of -be =1 则 ds b+ 

630. 以 (x) 记 所 有 奴 约 分 数 ay 的 数目 ,a,b E Z1 ,a,b < x, 求 2 (10070). 

631. 是 否 存 在 a,8,c EQ,(a +t bY2)n + (e+ dvY2)" = 5S+4y23? 

632. 求 /x + 17y = ln 的 解数 ， 

633. 设 m,n E ZC'+ ,m,n > 2. 求 证 :存在 大 所 Zr+ ,使 得 [Ca +w nz -4)/2]™ = 【下 十 
YY 这 -4)72. 

634.n EE, 则 2 + 1974" 与 1 94" 十 进 制 位 数 相同 . 

的 5. 求 不 定 方程 解 :xz2 + 人 + 于 + 下 = x(y+#5+ 二 ). 

636. s(2") > 532"+1) 的 n 有 无 限 个 . 

637. 设 有 整 系数 多 项 式 p(x), 对 每 个 正 整 数 n ,p(n) 之 值 都 大 于 n ,考察 数列 xl = 1， 
x = px = P(xn_1)，… ;发现 对 任意 的 NE Zr*+ ,数列 中 都 存在 可 被 整除 的 项 ,证 
明 : p(x*) 兰 和 十 二， 

638. x1 = 2，,mst = [ 广 #], 则 和 = (- 1)* 非 周期 数列 . 

639. 设 有 某 个 1 000 位 数 4, 它 的 任何 10 个 相连 排列 的 数码 都 构成 一 个 可 被 2° 整除 的 
数字 ,证 明 :21 吧 | 4. 

640. 存在 无 穷 多 个 n 和 Zr ,存在 上 Z* ,2 以 n 结尾 . 

641. 试 求 一 切 n EE Zr ,1/n,1An + 1) 都 是 有 和 限 小 数 . 

642, 存在 无 穷 兆 对 sy EE Zt ,zy 1 (z+ 7) -1. 

643, 设 p 为 素数 ,给 定 p + 1 个 不 同 的 正 整 数 ,证 明 : 可 以 从 中 找到 这 样 一 对 数 “和 7 ,使 
得 将 两 者 中 较 大 的 数 除 以 两 者 的 最 大 公约 数 后 ,所 得 之 商 不 小 于 p + 1. 

644. 正 2n 边 形 内 接 于 正 2# 边 形 ( 即 正 2n 边 形 每 个 顶点 在 正 28 边 形 之 边界 上 ) ,求证 : 
n | 2k. 

645.42 展开 式 的 前 大 个 字 码 中 , 任 一 字 码 不 会 连续 出 现 kx/2 + 工 次 ， 

5646. 对 于 nn Zr ,nm 4, 求 最 小 的 整数 f(r) ,使 得 对 于 任意 的 mE 2 ,集合 im,m + 
1,…,m + n 一 由 的 任 一 个 fln) 元 子 集中 , 均 有 至 少 3 个 两 两 互 素 的 元 素 

647. 求 非 负 整 数 解 2 .37 -条 .7"” = 1， 

48. 已 知 p,g EZ',(psg ) = 1,n 2, 问 ;: 有 多 少 个 不 同 的 整数 可 以 表示 为 妆 + 的 
的 形式 ,其 中 i,g 为 非 负 整数 ,和 且 i+g sm 

649. 若 中 +6n3+1ll + 3n +3 为 平方 数 , 则 nn = 10. 
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650. 求 所 有 正 整 数 m,n, 使 [(m + n)a]+[Cm+n)p] [ma]+ [mi]+[n(a + 8)], 
对 任意 的 ,BE 及 成 立 ， 

551. 设 p 是 给 定 素数 ,a1,a,,… ,as 是 E(k = 3) 个 整数 , 均 不 被 p 整除 且 模 p 互 不 同 余 ， 
记 * = fntlsnsep-1l(nen) <… < (ne)p]} ,这 里 (5), 表示 整数 被 p 除 的 余数 ,证 明 : 
ls l< 2p/(E + 1). 

652. 求 所 有 的 正 整 数组 (a,m,n) 满足 :a > 1,m < n, 且 am - 1 的 质 因子 集合 等 于 
a" -1 的 质 因子 集合 . 

653. 设 ne Zt = 攻 +1, 证 明 :n > 3, 数 巨 有 一 个 质 因子 大 于 2*2(n + 1). 

654. 没 n 为 任意 给 定 的 正 整数 ,x € 及" ,证 明 : 2) (x[k/x] - (x + DLk/ACx+1)]) 二 


655, 求 所 有 整 系数 多 项 式 所 xz) ,使 对 所 有 n EE ZE ,都 有 fn) 12" -1. 

656.n,kED aEDT, 售 fx) = [n+tkrtx)/e] [n+r)/a]- [tk + x)/a]+ 
[x/a], 求 证 :对 任意 的 m € Z-,》)f(i) > 0. 

657, 设 g(x) E 2[x],g(x) 无 非 负 实 和 根 ,求证 :存在 h(x) E Z[%j], 使 g(x)h(x) 各 项 
系数 全 正 . 

658. (pn ,go) = ,pn gn pa/ gn as T+12+…+1n, 试 找 出 所 有 正 整数 na,31m 

659.n E Znm 3 3,p 为 素数 , 则 护 xz) = x 二 pr! 4 Px+ 户 在 Z[x] 中 不 可 
约 . 

660. 证 明 :; 对 任意 的 站 和 ZZ' ,上 > 1 ,都 能 找到 一 个 2 的 宕 ,其 末尾 的 天 个 数字 至 少 有 一 
半 是 9. 

561. 求 所 有 n E Z+ ,n 合 数 , 且 可 将 n 的 所 有 大 于 1 的 正 约 数 排 成 一 图 ,其 中 任意 两 个 
相 邻 的 数 不 互 质 . 

662.x + x 1 无 整数 解 . 

663. 今 有 10 个 互 不 相 则 的 非 堆 数 , 现 知 它们 之 中 任意 两 个 数 的 和 或 积 属 于 Q, 证 明 : 每 
个 数 的 平方 属于 Q. 

664. 试 找 出 不 能 表示 为 (2* - 2)7(2* - 2) 的 形式 的 最 小 正 整数 ,其 中 a,8,c,d€ Zr 

665.x,y E ZL+,2x2 -1 -= 75,x > 1, 求 证 ,5 | x. 

666. 设 x,y,z EZ (x >2,y > 1),w +1 = 学 ,以 p 表示 x 的 不 同 质 因 子 数 目 ,以 g 表 
示 y 的 不 同 质 因 子 数目 , 则 p = 9g + 2. 

667 .2,0 ET,a tab+t biabla+d), 则 Ila-b | >» 3ab. 

668. 对 任意 的 上 > 0, 存 在 x,y ET,x,y > 大 ay 1 (x+y》-1. 

669. 记 n 的 因子 数 为 2(n) ,求证 ; > d23(k) = (2 a(k)). 

670. m 二 进 制 为 = 2 +2 二 2 人 ,Cr ,C4 中 有 2m 个 奇数 ， 

671. 设 n > 2, 为 给 定 正 整 数 , 矿 = | 各 +11 大 和 2 证明: 中 唯一 分 解 定理 不 成 立 ， 

672.a EE Qo EZ,NMNaE ZT. 

673.4 二 0, 任意 的 zx,y E 4,xy € Z, 则 4 中 任意 kA > 2) 个 不 同 之 雏 积 属于 Z. 

674. 求 最 小 的 5 E 2 ,dtn) = 144, 其 中 有 10 个 因子 连续 . 

075.m > Ox ER,N[x/n] = [[x]/n]. 
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5676. (Carn) = 1, 则 D(ar + bn| = (n - DA2. 
G17.(kn) = Dn 22 则 DD ix/nl = 六 9(m) 


678. f(z) € QLx],f(2 +443) = 0, 则 x - 10 + 11A). 

679. 若 gtx) = 0 是 以 代数 数 a 为 根 的 最 低 次 数 的 有 理 系 教 方程 ,fx) = 0 是 a 所 满足 
的 任 一 有 理 系 数 方程 . 则 mtx) 1 f(x*)， 

680, 是 否 存 在 n E 2Z*,n1{2" -1)(2"7 + 1)? 

681 ,mn € Zt, Dx | Sreym+1n) = 1. 

682. x x22… 和 了 ,2 = 1, 求 证 :对 每 一 整数 上 之 2, 存 在 不 全 为 零 的 整数 a1， 
使 1o1s 有 10 = 42) 且 1 2 aml (k- DVM -l). 


683, 半径 为 的 国 上 有 nm 个 整 点 , 则 “= 去 Gv nr. 

684. 有 fn 个 等 差 数 列 | om + | ,其 中 国生 下 拓也 和 下 人 = 1;2,"…,n), 求 证: 
这 些 数列 中 可 各 找 一 数 , 这 mn 个 数 两 两 互 巡 . 

685. 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 上 E2i, 若 5 和 下, 县 1 az6b+1, 则 no +b. 

686.0,b Ea cbab) = NIE [Lab — AP,a/b + AB. 

687.f(n) = n+ [Yn ] ;证明 :任意 的 mm 万 2 ,mf m) AF m)), 中 有 平方 数 . 

688,« > 0,[V [Wz1] = [VYz]. 

689, 尾 意 的 nn 二 Z*,n > 1,81 [fn +v n+2)]+1. 

690. ,为 [10"2] 未 旦 数位 ,为 [2"2] 末尾 数位 , 问 和 a1 ,| 5.1 中 有 周期 数列 吗 ? 

691, 是 否 存 在 + E 及 ,使 对 任意 的 n 和 2,21[] - nm。 


692. x1, xz,… 和 及 , 则 存在 * 和 及 ,使 > ix - i! 二 (nl). 


693.a,b EZ,ab) = 1B{A/a] = (a _ D1). 


694. 设 n=2,n EE z+ ,证 明 ; 存 在 无限 多 个 4 元 数组 (a,4,c,d) ,使 得 方程 | ax + 5b] = 
cx + 了 惟有 = 个 不 同 的 实数 根 . 

695. 设 F(n) 为 最 接近 Yn 的 整数 , 求 和 s = SACE). 

696. x 一 [x] = (x - 【x1 在 [1,n] 中 有 多 少 实数 解 ? 

697. 存 在 无 穷 多 个 m 所 Z* ,使 50* + (50n + 1)” 为 合 数 . 

698. Fa) = (n1 + 1,(n + 1)1), 求 /(n) 的 通 项 公式 . 

699.a E Zt ,al > ,qn = 2an + 1, 证 明 ; 此 数列 中 存在 无 穷 多 个 数 是 合 数 . 

700. p 为 质数 ,qg 12 -1, 则 9 = 1(mod p). 

701.p 奇 质 数 ,m E Z* ,p22" -1, 则 2 "= Omod p). 

702. 求 所 有 满足 ez2,m 尖 2 的 三 元 整数 组 (a,m,n) ,使 中 +11m +203， 

703, 证 明 : 任 意 的 n EE Zr ,20n+2+2003n + 2 002. 

704. 求 所 有 正 整 数 对 (x,Y) ,满足 和 = YY 

Wx ED x < FP = 2 ~ yAT+ 籽 ), 求 p 能 取 到 的 所 有 整数 值 . 

706. 设 v6 + VD08y 为 方程 x+ - 2 003y* = 1 的 基本 解 , 求 此 方程 的 解 (x,y) ,使 *， 
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7 >0, 且 x 的 所 有 素 因 子 整 除 x. 

707. 设 数列 1 a 1 满足 :al = 3,92 = 7,02 +3 = Gn-1Gnt1; 1 3 2 证明 : 若 an + (— 1)" 
为 素数 , 则 必 存 在 某 个 非 负 整 数 m, 使 n = 3". 

708.n E ,2,3 站 am, 且 不 存在 非 负 整 数 ae,b ,使 得 12" - 3 1 = mn, 求 = 的 最 小 值 . 

709. 求 所 有 户 Z+-> 腿 , 使 :(1) 对 任意 的 mE Zr,Fra+D 之 雇 n);(2) 对 任意 的 m,n， 
{m,n) = 1, 有 fimn) = fm) fan), 

710. 设 p 为 素数 , 任 给 p + 1 个 不 同 的 正 整 数 ,求证 ;可 以 从 中 找到 两 数 &a < 5 ,使 有 = 
(tasb}tp + 1). 

711. 求 所 有 正 整 数 对 (a ,6 ,a x 5, 扣 3 a 为 素数 短 , 且 如 + a | a?+8. 

712. 设 a,b>1abEZ', 有 总 +a-11a+b -1, 求 证 : 数 扩 t+a- 1 至少 有 两 个 
不 同 的 素 因 子 . 

713. 求 所 有 的 = > 1,n € 人 ,使 其 任 一 大 于 1 的 正 约 数 具有 a’ + 1 的 形式 ,a,r E Zr ， 
r>l. 

714. 设 盛 包 + ,求证 :任何 一 个 单位 根 的 实 部 不 可 能 为 /Ei -YE， 

715. 给 定 天 E 2 , 丰 > 2, 出 上 角形 数 形成 的 数列 一 个 二 阶 等 差 数 列 , 第 nn 个 上 角 数 J(n) 
为 [Ck -2)n(n - 1)Z2] + ,第 m 个 费 马 数 为 PCm) = 2 + 1. 求 所 有 m,n, 使 F{(m) = 
dn). 

716. 求 所 有 n E 2 ,使 n -1,n(n + 1)/2 均 为 完全 数 . 

717. 当 mn E 2 且 充 分 大 时 ,n ~ n + 9 中 至 少 有 一 个 数 至 少 有 3 个 不 同 的 质 因子 . 

718. 求 所 有 正 整 数 对 (a,5) 使 2ab? -B63 +11a2. 

719. 设 p 是 素数 ,证 明 : 存 在 一 个 素数 9 ,使 得 对 任意 整数 ,gm - p. 

720. 2™*1 || [C1 +Y3)2m+1]. 

721. 设 p = 4n + 1 型 素数 , 则 [Vp] + [V2p] + + [vp -Ip74] = (p? -1712， 

722.n > 了 0 时 ,p(n) > J(n) ,J(n) 为 nn 的 因子 个 数 . 

723. a,b,p 入 ZZ, 求证 :一定 存在 (kk,1) = 1,p | ak + 名. 

724.x,Y,z 为 两 两 不 相等 的 整数 , 证明:5(y - zj(z -x)(s vy) 1 (x y+ (7 ~ 
zj +{z— x)s, 

725.a,b €E 2+, 则 (eg + Ba++ 6) = 1 或 2. 

726. 求 最 大 的 平方 数 n,100 站 ,去 掉 nm 末 两 位 后 ,得 到 的 仍 是 平方 数 ， 

727. 用 两 个 最 相 邻 的 整数 之 一 来 取代 一 个 数 , 称 为 四 舍 五 人 ,给 定 个 数 ,证 明 , 可 以 这 
样 来 把 它们 四 舍 五 人 ,使 任意 mm(1 < mm < 1) 个 已 四 会 五 人 的 数 之 和 与 这 m 个 未 四 会 大 人 
时 的 数 之 和 的 差 不 契 过 (n + 1)/4. 

728. 给 定 两 个 正 质数 p,q ,整数 n 如 能 表示 成 = px + gy 的 形式 ,其 中 xy 为 非 负 整 
数 , 则 称 = 是 "好 的 ”; 在 相反 情形 则 称 w 是“ 坏 的 .证明 :(1) 存在 整数 。, 使 整数 与。 。 
中 始终 -个 是 好 数 , 一 个 是 坏 数 ;(2) 坏 的 非 负 整数 共有 多 少 个 ? 

729. 求 *,y 的 整数 解 :z2+w = + 人 + 和 2 二 Yy， 

730. 八 边 形 所 有 内 角 相 等 , 边 长 是 整数 , 则 八 边 形 对 边 相 等 . 

731. 在 每 格 边 长 为 1 的 方 格 纸 上 画 一 半径 100 的 圆 ,这 个 圆周 不 经 过 格子 的 顶点 , 且 不 
与 格子 的 边 相 雪 , 问 这 个 阅 周 可 能 穿 过 多 少 个 格子 ? 
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732. 证 明 : 任 何不 超过 *! 的 正 整数 至 多 可 以 表示 为 = 个 数 之 和 ,而 这 些 数 中 的 性 何 两 
个 都 不 相等 ,并 且 每 个 数 均 为 n! 的 因子 ， 

733. 给 定 n € Zr ,考虑 一 切 形 如 17/pg 的 分 数 ,0 < p< gsnpP+9> n,(p,9) = 1, 
则 所 有 这 样 的 分 数 之 和 等 于 172. 


734 4 个 首位 数字 相同 的 三 位 数 互 不 相等 , 且 基 有 性 质 :它们 的 和 能 被 它们 之 中 的 3 个 


数 整 除 , 求 这 4 个 数 . 

735. 把 一 个 17 位 数 的 所 有 数字 按 相 反 次 序 写 出 而 得 到 一 个 新 数 , 再 把 这 个 数 与 原 数 相 
如, 证明; 所 得 和 中 至 少 有 一 个 数字 是 偶数 . 

736. 用 1 和 2 组 成 5 个 位 数 ,使 得 每 两 个 数 中 恰好 在 mm 个 数字 上 的 数字 相同 ,但 是 所 
有 5 个 数 在 任何 数位 上 的 数字 都 不 相同 ,证 朋 :2/5 < mn < 375. 

737 证 明 ,; 对 任意 的 卡 反 Zr ,存在 无 穷 多 个 不 含 教 字 0 的 1E Z* ,使 s(t) = 中 
为 数字 和 ). 

738. 在 每 张 卡片 上 都 写 着 从 11 111 到 3 9%9 的 五 位 数 ,然后 把 这 些 卡 片 按 尾 意 顺 序 摆 
成 一 排 ,证 明 : 所 得 到 的 444 445 位 数 不 可 能 是 2 的 幕 ， 

739. 把 至 多 个 数字 (十 进 制 记 数 法 ) 的 一 切 正 整数 分 为 两 组 :数字 和 为 奇数 ,偶数 各 一 
组 .证 明 :如 果 1< 大 < n, 闭 么 第 一 组 中 所 有 数 的 上 次 军 之 和 等 于 第 二 组 中 所 有 数 的 次 客 
之 和 . 

740. 把 正 mn 边 形 的 每 个 顶点 涂 上 一 种 颜色 ,使 具有 同一 颜色 的 点 是 正 多 边 形 的 项 点 .证 
明 :在 这 些 多 边 形 中 有 两 个 全 等 . 

了 41 .证明 ,对 任意 的 mn € 于 ,存在 由 数字 1 和 2 组 成 的 且 能 被 2" 整除 的 数 . 

742. 设 x 筷 Z+, 且 各 + 汕 四 + 4 为 平方 数 , 求 * 的 最 大 值 . 

T4343, 设 nb mnEeEs,(ab)=1i,a> 1, 证 明 ; 革 ar+ 记 1ar+ 站 , 则 n|m. 

744. -一 个 9 位 数 由 1 ~ 9 的 数字 组 或 , 且 末 位 数字 为 5, 求 证 :此 数 非 平方 数 . 

745.,1 蕊 21+, 求 min | 36: -5:1. 

746. 求 n* 有 上 个 数字 ,全 有 个 数字 的 所 有 正 整 数 n ,上 . 

747, 求 具有 以 下 性 质 的 一 切 三 位 数 4: 用 4 的 数字 的 各 种 重 排 所 得 到 的 一 切 数 的 算术 
平均 值 仍 等 于 4， 

748. 求 格 点 凸 32 边 形 之 最 小 局 长 ， 

749. 证 明 : 可 以 用 数字 1 和 2 给 成 2*! 个 数 ,每 一 个 数 都 是 2" 位 , 且 每 两 个 数 至 少 在 2" 
个 数位 上 不 相同 . 

750. 给 定 整 系数 多 项 式 p(x) ,用 mm 表示 p(n) 在 十 进 制 记 数 法 中 的 数字 和 ,证 明 : 存 在 
一 个 数 , 它 在 数列 al az,…, mm 中 出 现 无 穷 多 次 . 

7351.x2 + 知 = 2 有 互 质 解 吗 ? 

752. 用 异 于 0 的 6 个 数字 写成 的 一 个 6 位 数 能 被 37 整除 ,证 明 ;用 这 个 数 的 数字 的 重 排 
还 可 以 得 到 至 少 23 个 能 被 37 整除 的 不 同 的 六 位 数 ， 

753. 用 p(n) 表示 正 整 数 的 所 有 数字 的 乘积 ,由 递 推 公式 nw = mw +P(m) 给 出 的 且 
第 一 项 mi E 2 的 数列 1 mw 上 是 否 是 无 界 数列 ? 


754 对 任意 的 让 所 ,存在 无 穷 个 anE Zr ,使 [ 培 ] + [好 ] = mn 至 少 有 # 组 正 整 数 钙 ， 
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755. 一 个 数 具有 性 质 pt) ,如 它 能 分 解 成 上 个 大 于 1 的 连续 正 整 数 的 乘积 . (1) 求 那样 
的 上 ,对 于 它 来 说 某 数 w 同时 具有 性 质 P(F) 的 p(k + 2);(2) 证 明 : 同 时 具有 性 质 P(2) 与 
P(4) 的 N 不 存在 . 

756. 求 满足 以 下 两 个 条 忻 的 一 切 正 整 数列 ! 6,1 :(1) 对 于 任意 的 mn,o < nya;(2) 对 于 
任意 的 m,n ,mm RM in| Go 一 Ga 

757, 求 民 -- y= wy + 61 的 正 整数 解 . 


758. 设 m,n EZ7 ,证 明 :如 对 某 些 利和 本 和 22 11 52 , 则 nw m. 

759. 是 否 存在 被 11…1 整除 且 数 字 和 小 于 mm 的 正 整 数 ? 

760. 证 明 ; 对 任意 的 nw € 2 ,任意 的 a€R, 有 [| le-k [<a>rmrla2r <a> 为 
a 到 它 最 近 整 数 之 间 的 距离 . 

61 ,mak EE Bt,n" | mh mt 

762, 什 么 样 的 m,n E Z, 有 (+3Y2)" = (3 + 5vY2)"1 

763. 求 所 有 正 整 数 , 它 的 每 个 等 于 它 的 因子 数 的 平方 , 

764.m = 1+ 2 + + 1", 则 1 a1 中 有 无 限 项 奇 合 数 . 

765. 设 p € Zr],ae = 0 = p(an_1), 若 任意 的 m,k EE 2+,(m,k) = d, 则 (a,， 
Qi) = Aa. 

766. 可 把 由 1 ~ 5 五 个 数字 组 成 的 所 有 五 位 数 分 成 平方 和 相等 的 两 组 数 . 

767. m 个 盒子 中 各 放 若 干 个 球 ,每 一 次 在 其 中 n{n < ma) 个 合 中 各 加 一 个 球 ,求证 :不 
论 开始 情况 如 何 ,总 可 在 有 限 次 的 按 如 上 方法 加 球 后 使 各 盒 中 球 数 相等 的 充 要 条 件 是 (mm， 
An) = 1. 

768. 将 51 中 - 1 分 解 成 三 整数 之 积 ,使 每 个 整数 > 5lm. 

769. 求证 :对 每 个 正 整 数 n, 存 在 1 ~ n 的 一 个 排列 aaao, 使 mo = 1， 
2 ,nn -1). | 

770, 对 任意 的 n € Z+ ,可 找到 m 个 不 同 正 整数 ,其 中 任意 r 个 不 互 束 ,任意 r +1 个 互 


TI 3xy? + 7y? = 2 891 无 整数 解 . 

772.[(V29 + v21)!%4] = 71(mod 100) 

773. 着 干 正 整数 和 为 上 (KE Z*), 求 其 积 之 最 大 值 fA(&). 

TI4. 设 = az + (i = 1,2,3) 为 实 多 项 式 ,给 定 正 整数 n(n > 2) 有 过 + 胡 二 山 ， 
试 证 :存在 实 多 项 式 p(x) = ax + 5, 使 得 wt = cplx)(i = 1,2,3), 其 中 6; 为 实数 . 

7T75. 求 名 项 式 ,使 4+ 11fr) r++11f(x)+1. 

776. qa] ~ a 为 不 同 素数 (na > 2), 则 了 x) = (x - mm) - 1 在 QQ 上 不 可 的 . 

777. 求 适合 条 件 f(x)) = (x)(m > 1,m € +). 

TI8. px) = pp) = 2,3,-…), 试 证 ;对 任意 的 n EE Bi*， 
potx) <x 为 根 的 不 同 实数 . 

779. 车 x) = (rs-elz-bofz-cex-a)-9 有 个 根 , 旦 aa,5,c,d 为 互 不 相同 的 
整数 ,求证 :41 2+54+4e+d. 

780. 设 As) E QL[x], 且 f/f 在 0 上 不 可 约 ,deg(f(x)) = 2m+1> 3, 求 证 ;对 fix) 的 任 
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何 两 个 不 同 的 非 零 根 a ,Pp,a + 有 £0Q. 

781. 若 f(x) 的 根 E RR, 系 数 € 1- 1, + 11, 求 所 有 这 样 的 多 项 式 . 

782. 求 证 ;存在 p(x) E 2Z[x], 当 0.08 < x <<0.12 时 ,有 | p(x) -0.11< 0.0001. 

783, 给 定 多 项 式 fx) ,g(x) ,h(x) , 设 (f(x) ,g(x) ,h(x)) = 1, 试 证 ;存在 5 个 多 项 式 
wrx) wa) wr) qx), rz), str), 司 fx)glr)h(tx)ut rx) vrs) wt x) ss 1. 

Taha < a aa EWE = 2 ND onl & 1- 1/2. 

785. 设 有 一 条 平面 闭 折 线 4142… 4h1; 硕 点 和 4 均 为 烙 点 , 且 1414z1s142431=… = 
1 4 1 = 1 AA11, 证 明 :n 不 可 能 是 奇数 . 

786.n 和 Zr tn) = 1,0 < 上 上 <n, 由 1,2,…,n 一 1 组 成 的 集约 为 村, 盯 中 的 每 个 
数 汪 上 蓝 白 两 种 颜色 的 一 种 .(1) 任意 的 了 和 nm -i 同色 ;{2) 任意 的 i,i 关 天 和 1 一 到 
| 同色 .求证 ,4 中 所 有 数 出 色 . 

787. 对 任 痢 的 所 Zr ,定义 p(n) 为 于 的 分 拆 数 ,即将 = 表示 为 多 个 正 整数 和 (不 论 顺 
序 ) 的 方式 的 种 数 ,求证 :(1) 对 n> Lp(n+D 2p(n) - p(n -1);(2)n 的 一 种 分 拆 的 
离散 度 , 指 这 个 分 拆 中 不 同 加 数 的 个 数 ,gq(n) 为 离散 数 之 和 , 则 qtn) = 1+ Spi). 

788.4 二 2+ ,任意 的 x,y 和 4 满足 lz -7y1z wy/25,7 关 y 求 mas141. 

789. 求 所 有 (nk nhE Zn+l)t-1= nl, 

790. 找 出 所 有 正 整 数 集 ,元 察 各 等 于 元 素 积 . 

791, 求 :limvTalae[-…a[aJ…]]] ,其 中 上 = 0. 

792. 任 两 正 整数 互 素 概率 等 于 6/ . 

7T93. 求 a,8EZab zz0), 使 p(x) = ax?+ Bx+c 有 pla) = BP,p(6) = a 

794,m 和 E2, 求 如 + 天 = (w+ YY)". 

795. 六 Zr-> ZLRn) = 4n - 3, 任意 的 nEZr RN) = 2 -1E 王 , 求 
FF 985)). 

796. 求 n EZ', 使 2 = (n+3)". 

797. 证明: 每 个 正 整 数 的 形 如 4& + 1 的 因数 不 少 于 4 - 1 型 因子 . 

798.n 蕊 Z+,p(p > 3) 素数 , 求 出 3Cn+1) 组 满足 xyz = p(x+y+5) 的 x,y,7 世 2*. 

799. 求 4 个 不 超过 70 000 的 正 整 数 ,每 一 个 的 因数 多 于 100 个 ， 

800. k,n EZ ,Nn+t1l nln -+ 一 t+ (n+ 1) nl, 

801. 求 所 有 满足 m = 点 + 如 -1 的 nEB,1=d< 山 <… < 由 = nn 是 n 的 全 部 
因子 . 

302. 确 定 p,qg E 2+ ,使 (42 -px + 9) (x -gx + pp) 的 根 均 为 正 整数 . 

803. a ~ a 所 ' ,满足 方程 3" = 6 558, 证 明 :;a ~ ou = 1 ~ 7, 且 每 数 出 现 2 次 . 

804. 太 =1 六 =eleE2r) ,f= 2871- 天 2+2, 求 证 :对 每 个 上 > 0, 存 在 片 ,所 1 礁 ( 可 
以 加 强 为 AN = 所 ). 

805. x+ y= 五 +z 有 无 穷 组 解 ,xyz 后, 且 (xs,7,z) = 1， 

806. 设 六 为 非 波 那 契 数 列 , 求 ;(1) 所 有 a,5 RR, 对 任意 的 ,, ef + 好 ,41 为 数列 中 基 项 ; 
(2) 所 有 ww,v ERR" ,a + 听 , 为 数列 中 某 项 . 

807. p 家 数 ,11,2,…,k| 可 分 为 p 个 元 家 和 相等 的 子 集 , 求 上 满足 之 条 件 . 
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808. 若 kg E Dt, (hg) = mksg > 1, 则 NARe) = Am)(fCEAm) + f(g/m)), 求 
fl 984), FC1 985). 

809.a,b E Zn EBMNb atat tar(n- DN)/nEL. 

B10.FE Tt, m0 = O00 = 1 = | 3 1153, 对 任意 的 
i 所 T+ 成 立 . | 

811. s(x,7) = sls = [ar+y]ixyERnE2Z+ ,证明 :; 若 rEoQr >TI, 则 存在 zw， 
4 各 及 ,使 sz, 门 so) = 个 ,sfr0) UU su,v) = T+ 

812. 任意 的 上 EE Zr ,证 明 :521 x 124 + 1 为 台数 . 

813. .六 *) 和 志 Z[xj], 且 大 在 E22, 二 A0) ,了 1) … ,fC -1 求证 :As) = 0 无 整 根 . 

814. 求 数 集 116" + 10n - 1,n EZ+1 的 最 大 公约 数 ， 

815.A 为 8 个 连续 让 整数 之 积 , 则 v 太 全 2. 

816. 设 a,b,c,d ET, 使 gx+ b= mi;cx + dy = n 对 任何 m,n € Zz 都 有 整数 解 ,证 
朋 ; abed =4+1. 

317.mn>lmnmcZzr, 则 = YACm +DEL. 

8l8,.n€ 了 的 + nl(3n)!, 

819.x + y+2xy = n 有 下 整数 解 之 充 要 条 件 是 2n + 1 是 合 

820. n € ZL+,2 30417" -48m - 1. 

821.n > 1,n 为 素数 hh | G(R=1~n-1). 

822. 设 x) E 2[x], 非 常数 ,求证 :存在 x E Zr ,使 f(x) 为 合 数 . 

823. m,n E Dr, m,n > 1, 则 Lm + za #0. 

824.n,7 E Dr,21 nn, 则 2 | DF 1). 

825, 求 晓 数 是 9 009 的 最 小 平方 数 . 

826. 求 p(xy) = p(x) + p(y) 的 正 整 数 解 . 

8327. 尾 意 的 mE 2 , 必 有 zy 人 加 ,5x2 + 117 = lfmod m)}. 

828. 若 有 = 1,2,3,x € Dt f(x) = jotr) ,f(r) = fr)) ,rn = 2, 试 证 :rn 充分 
大 时 , 廊 (x) 为 常 值 . 

829. 解 同 余 式 x? + 2x +2 = 0(mod 125). 

830. 求 + xy 一 = 120 的 素数 解 . 

831.x,y > 1,2++y,x = 2* 上 1 无 整数 解 . 

832. 求 2x% + 5xy - 3xz - 5y + 3z = 于 的 正 整 数 解 ， 

833. 求 整数 解 9x? - 12xy + 4 + 3x + 2y = 120. 

834. 了 tn) 为 不 定 方 程 x + 2y + 3z = 站 的 解数 ,xyz > 0,; 则 ff(0) = f01) = 1， 
大 2) =2,f(n) = fn -3) + Ln/2] + 1(n >» 3). 

835. 求 2* -37 = 1 的 正 整 数 解 . 

836. 间 x ~ 2wy?: + 5z +3 = 人 0 是 否 有 整数 解 . 

837.p 奇 素数 ,1/x + 1/y = 2/p， 

838. 求 2x” = y'-! 的 正 整 数 解 . 

839. 求 3x?7 + 7xy -2x -5y -35 = 0 的 正 整 数 解 ， 
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840. 求 x -29xy?: + 1 981y? = 0 的 负 整 数 解 ， 

841. 求 5x2 - 6xy + 772 = 1 985 的 正 整 数 解 . 

842.x2 + 7 += r= y=:=0. 

843. 求 整数 * > y > z, 使 x - 7,y -xz,% ~ z 为 平方 数 . 

844. 试 证 下 列 方程 无 整数 解 :(1)x4+44 = z(x,y7) > 0;(2)xt -y= (9 2) > 0; 


(3)s4 - y= 2017， 5) > 0. 


845.x4+ 人 4 = 2g2(zy) = 1 则 1xzx1=1y1=1z1=1. 

846.s3 + tt + = 0 则 myz = 0. 

847.x2 + 人 + 王 + + My20 无 限 多 组 解 . 

848. 任意 的 n 蕊 Z*,x? + y? = 有 有 正 整 数 解 . 

849.p 素数 ,p(x) = ?1 + zz “+…+] 不 可 约 . 

850.x 5 一 +1 在 QQ 上 上 不 可 约 . 

851. f(x) ,g(x) ,h(x) ,k(x) 为 多 项 式 , 且 fx) + rg (x ) + x 有 (x) 二 (xt + w+ 


xz +% + 1)k(x) ,证 明 : x 一 11 F(x), g(x), h(x), 


852. 求 ao? + 8 = n! 的 所 有 解 ,a,b,n EB,n 14. 

853. [VR +v nt] = EvAn+1)] = [va4n+3]. 

854. 设 n 为 五 位 数 ,m 是 = 中 去 掉 中 间 一 个 数码 后 所 成 的 四 位 数 , 求 一 切 ”使 m 1 n， 
855. 解 方程 :[x]? = x|x|. | 

856. pfxz ,7y) 为 二 元 多 项 式 , 若 p(x,7) = p(y,%), 且 -ylp(x,9); 则 (x 一 7 1 p(x， 


¥). 
857. 设 f(x) = x+%*, 不 存在 a,b EB,47(a) = 人 6). 
858. n 所 Z+ ,5 进 制 为 777, 求 最 小 的 了 ,使 = 为 一 整数 之 四 次 方 . 
859.x3 x- 一 1 = 0 的 根 为 a,8,c, 证 明 ; 21((e 吧 -中 好/(a -5b)) ELZ. 
860. mF E Et, FOnk) = Dl,N 则 FORnsl) | Ra 下) 
861. 蕊 ,toyz = 过 一 后 :2 = 39,w = 特 , 则 存在 无 穷 多 个 大 反 2* ,1 986 1 下 . 
862. 求 整 系数 多 项 式 pf(z) 与 Q(x) ,满足 p{Y2 +Y3 +Y5)/OW2 +Y3 +w5) = V3 +Y2， 
863. 设 n> 1,k EZ' ,证 有 明 ; 存 在 一 数 n, 使 m > n 时 ,在 (rm',m) 中 的 正 整 数 的 次 
智和 大 于 下， 


864. 设 1a,| 为 正 数列 ,al 任 取 ,a3 ,| = ait 求证 :| en| 木 可 能 每 一 项 都 是 有 理 数 . 
865. 已 知 一 正 整 数 所 有 正 因 数 的 莱 积 , 间 是 否 能 唯一 确定 该 正 整 数 . 
866. 设 (1 + ss) = 1+ 2) oxi,p 为 奇 素数 ,证 明 :p | al+2;,02 一 3,03+4,…, 0p-3 一 


{p -2),a,2+ (pp — 1). 


B67. a = ly a2 = 2, Gn42 = Sql - ons Gns Gns! 人; 00 — dns nntl 麻 . 证 明 :序列 中 


有 无 限 项 正 ,无 限 项 负 ,a, 0, 若 = 2:-1k = 2,3,4,…), 则 7 140,. 


868. 设 * 是 一 个 位 数 , 问 :是 否 存在 非 负 整数 y < 9 和 z, 使 10**'z + 10x + y 是 一 个 


完全 平方 数 ? 


869. (1) 证明 有 无 穷 多 个 hn 忆 + ,2n + 1,3n + 1 是 平方 数 ,此 时 401 x;(2)m E 了 , 则 


有 无 窃 儿 个 n€ Z' ,mn + 1,(m + 1)n + 1 为 完全 平方 数 ? 
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870. 求 证 : 边 长 为 正 整 数 , 周 长 为 n 的 不 全 等 三 角形 有 [(n2 + 6n + 24)/48](n 奇 ) 或 
[fn + 24)/48]tn 个) 个 . 

871. 在 m x nr 的 矩阵 中 填 入 ma 个 不 同 的 平方 数 , 使 每 一 行 ,每 一 列 的 和 都 是 平方 数 ， 

872.5,c E 有 , 且 巡 + 将 +e =0 有 两 实 根 ,证 明 ; 必 有 n EZ, 合 ln?+ bn+ecla 
max(l/4,v b/d4 — ec). 

873. 证 明 ; 平 面 上 的 有 理 点 (x,yY) ,x,y EE 昌 , 可 分 为 两 个 点 集 4 与 B,4 与 任 一 条 平行 于 
7 轴 的 直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 ,中 与 任 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 . 

874. 对 任意 的 mn EZ ,17" 17 ,177 芝 ,17"13 与 17*+4 中 至 少 有 一 个 的 首位 数字 为 1. 

875. 如 一 农 数 ,无 论 其 数字 怎样 排列 均 为 素数 , 则 称 其 为 绝对 素数 ,证 明 : 绝 对 素数 至 多 
有 3 个 不 同 数字 (数字 可 重复 出 现 )， 

876.a,d € T+ ,M2 l(a + id) EZ. 

877. 设 p(x) 为 有 理 系 数 三 次 多 项 式 , gj ,gs,… E QQ, 且 对 所 有 mn E ZZ+, 都 有 gq = 
p(qar1); 试 证 :存在 ZZ* ,任意 的 mE BZ* ,有 gy = qn: 
878. 尾 意 的 4 二 Za zz3, 存 在 x,yE Z,x,y = lmod 2),2" = 了 xz + pa 
归 9. 设 和 ;zz 为 x2+ qr -1 = 0 的 根 ,gq 奇数, 证明; 对 性 意 的 nN,(xi + 双 ,*, 和 11)= 


880. m,n EZ Nn rn+tll nm n+ m+ 

881. 若 2" 上, 则 (GG,… ,C281) = 24 

882, nm 3 1 nh 所 CA 到 2 , 则 min[ ai ,arj 冯 6([ nx2] + 1) 且 此 上 和 个 
计 最 佳 . 

883. 当 0 < > 声 100, 问 函数 人 x) = [x] + [2x] + [5xA31+ [3x] + [4x] 取 多 少 个 值 ? 

884. a 为 方程 x - 3x? + = 0 的 最 大 正 根 , 则 171 [om 嗓 ]. 

885. 7 + y = zo60 | wyz. 

886. 设 mE +,(a,m) = 1, 证 明 :(1)x 过 模 m 完 系 , 2) Tax + /ml = (m -1/2; 
(2)* 过 模 m 缩 系 , 2) |ar/m| = p(m)/2. 

887. 设 mm,k 扎 Z?,m,k > 1, 证 明 : 存 在 机 m 的 一 个 缩 系 ,其 中 每 个 数 的 素 因 子 都 大 于 
不 。 

888. 证 明 : 对 任意 的 窒 数 p, 从 1,2,…,[(pt2)p" + 让 Ap -1) 中 可 以 选 出 (p - 1)* 个 
数 , 其 中 设 有 长 为 p 的 等 差 数列 . 

889. 设 d,n > 2, 证 明 :在 1,2,…,[(24 - 1D)* - 1]/2 中 可 取 [ dr-2xn] 个 数 ,其 中 每 3 数 
不 成 等 差 数列 . 

890. 设 n 的 p 进 制 为 n = > ap'; 刘 n!1 中 p 的 筹措 数 为 [n - s(n)]JACp - 1), 其 中 
s(n) = bla. 

891. 设 n,m E€ 2Z+,n 之 m,p 为 索 数 , 当 且 仅 当 在 p 进 制 中 m 的 各 位 数 宇都 不 超过 n 的 
相应 数字 时 p 十 Cr . 

892.1,2,…,24+1 -1 中, 几 写 成 二 进 制 数 字 和 为 偶数 的 这 些 数 ,其 和 为 Zt - 2*-1. 

893. 上 为 正 奇数 ,n = 2 2980D ,有 < < < Zp) 为 欧 拉 函数 ,证 明 ; 对 任 
意 给 定 的 正 整数 =, 只 要 + 与 1 足够 大 ,= (2n)1/n1(n + c)1 写 成 既 约 分 数 后 ,分 母 不 售 2 
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的 等 . 

894. 对 任意 给 定 的 e 蕊 Z! ,有 无 益 包 个 n E Z1+ ,使 (2n)lAnltn + cl E21. 

95. 试 举 一 个 整 系数 多 项 式 F(x,y), F(x,y) = 0 有 实数 解 ;对 任意 的 n € 2 ,F(x， 
y) = 0(mod na) 有 和 解 ;但 F(x,y) = 0 无 整数 解 . 

896, 证 明 :有 无 穷 多 个 正 整数 4, 使 [v2n ] 为 平方 数 . 

897. zy EP, 5 -3 -2, 则 * = y=1. 

898.x2 + 人 = -= 妇 无 整数 解 (x， 7 

899. 基 r= 0 

900, 设 (1,m,n) = 1, 则 e+ = zr 有 无 穷 多 组 正 回 数 解 . 

901.5 = 27 + 入, 则 (xyys) = (1,1,1),(1,2,0) 或 (2,4,2)， 

902. 求 = Y 的 全 部 有 理 数 解 . 

903, 设 a,b,e EE Zobe 0 已 知 or + 的 +eco2 = 0 有 不 同 于 (0,0,0) 的 整数 解 
{x,y,z), 证 明 :方程 az2 + by? + cg = 1 有 有 理 数 解 ， 

904. 不 存在 有 区 x+ ax+b| X4249 4+ 24 +2x +3. 

905. 设 p(x),pz(x),… ,pn(%*) 为 实 系数 多 项 式 ,证明 : 存在 实 系 数 多 项 式 4,(*)， 
Bx) Cr = 1,2,3), 满 足 DD(p,(x))? = (hz 和 2 +(BIG)) = (As(x)) + xf B(x)) = 
(da(x))2 - x Br)). 

906. :Zr 一 Zr ,FFRn)) = 4n + 9 24 = + 3, 问 是 否 一 定 有 f(n) = 2n + 3? 

907. 求 证 : 若 f:Z+ 一 ZZ' ,满足 HD(n) = n+ a,n EZ+ 的 充 要 条 件 是 a € N, 且 和 #14. 

908.1,0,1,0,1,0,3.… 中 ,每 一 项 为 前 6 项 和 的 末 位 数字 ,证 明 ; 数 列 中 不 含有 连续 的 6 
项 梅 成 0,1,0,1,0,1， 

909., 设 1 汕 |1== 3; 尾 意 的 a,b EE 嵌 ,& 5 ba + bY2 EE OQ, 求证 :任意 的 a E 村， 
ay2 EQ. 

910. ao = 1, bo = Da = Ten +6b ~ 356 = Bas + 76, -4(n 扎 ZZ+), 则 a, 为 平方 
数 . 

911, 设 a = 1,a = 3, 对 任意 的 naE 2 ,有 asz = (n+ 3)aon— {rn +2)ano, 求 证 ， 
11 | wen = 4,8 或 # 宇 10， 

912. 41 = lean = on/2 + ldo,. 求证 ;V2A(2a2 -1)(n > DE€ 2, 


913.mn EE NsA(n) = [居所 ] ,求证 :s(n) 二 n+ mV2 -1). 

9g14. 证 明 : 尾 意 的 n EZ! ,存在 客 ,上 k(2n - 1) 的 十 进 制 下 各 数码 均 为 奇数 . 

915. 若 x x+ Fr) -wer) 则 x 11 fr), gx), 

916. 设 rn 是 给 定 正 整数 , 求 所 有 正 数 对 a,8( 与 n 有 关 ) ,满足 x 
(ax + bh), 

917. al 定义 为 a1 = 1,an = an-l1+areo = 2,3, “ ,证明 ;该 数列 中 有 无 闹 多 项 是 
3 了 的 倍数 ， 

918, Fo = Fi = 1P = FP, + Ft; 证 明 : ,每 一 个 正 整数 m 都 可 唯一 地 表示 为 如 下 形 
式 ;m = aifi, 这 里 a; 10,11 ,as = 1, 并 且 不 存在 下 标 1 < i < n -1, 使 得 as = mrl = 
1. 
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919. 正 整 数列 c1 , cz,… 满足 下 述 条 件 :对 任意 的 m,n E€ Z1+, 若 1 & mn 志 6, 则 存在 
sl G2 0a 2 使 得 mm = Zeiyei 问 :对 每 个 给 定 的 让 GE Zr ,max 6 是 和 多少? 

920. 设 al ,me 为 一 鱼 三 角形 第 1 行 ,其 中 a; € 10,11 ,i = 12， nyB, By， 
1 为 这 个 倒 三 角形 的 第 2 行 ,使 得 若 ak = G1: 则 杨 = 0; 若 Gx 天 gett: 则 =1l,k=1, 
2 ,mn 一 1 类 似 定 义 该 倒 三 角形 的 其 余 各 行 ,直到 第 4 行 为 止 ,求证 :1 最 多 有 [n(n + 1)/3] 
个 . 

各 1. 证 明 : 不 存在 x,y,z EE Q, 满 足 x4 六 + +3(x4+y+4)+5=0. 

922. 设 a,B,x,y EZ', 且 B= (x + y+ 9)/ry ,求证 ,PF < e+2. 

923. 设 大 = Cry 四 /ry xy kk EZ, 则 EE = 8. 

924. 求 所 有 的 整数 n > 1, 使 得 它 的 任 一 大 于 1 的 约 数 可 以 表示 为 mr + 1 的 形式 ,这 里 
qT EN,r > 2. 

925. 设 ceE 2 , 且 <c 可 表示 为 3 个 有 理 数 的 平方 和 ,证 明 :e 可 以 表示 为 三 个 整数 的 平方 
和 . 

926. 求 所 有 的 函数 /:N 一 N, 使 对 任意 的 m,n EE N, 都 有 (Cm)? + Pa) | (Cm + nm)2. 

927. 证 明 : 对 任意 的 n E€ N,n > 3, 都 存在 一 个 完全 立方 数 , 它 可 以 表示 为 上 个 正 整数 的 
立方 和 . 

928. 求 所 有 函数 了 :2+ 一 27+ ,使 (1) 对 任意 的 m,n E Bt, 有 fim? + mm) = fm)? + 
Anyta)fl) > 0, 

929. 证明; 对 任意 的 上 七 Zr ,存在 正 整数 wm < ns < … < ma, 使 得 ny + sni) = R2 十 
xn) = … = 壤 + s( 巩 ), 这 里 s(n) 宪 示 nm 的 十 进 制 表示 下 各 数码 之 和 . 

930. 求 所 有 范 数 产 Z 一 ZZ, 使 对 任意 的 x,y,z € Z, 都 有 (x3 + 72+ 下) = fx + 
Hr +All). 

931. 证明; 任何 一 个 大 于 1 的 整数 都 可 表示 为 符合 下 述 条 件 的 有 限 个 正 整数 的 和 的 形 
式 :(1) 每 个 项 质 因子 均 为 2 或 3;{2) 任意 两 项 中 无 一 项 是 另 一 项 的 倍数 . 

932. 设 n€E NA = 11+ Da) € 1 11 ,i = |1,2,…,n| ,对 每 个 n:(1) 
求 | 4 1;(2) 求 本 中 任意 两 个 不 同 元 素 之 积 的 和 ， 

933. 对 正 整 数 下 > 1, 设 pl) 为 不 能 整除 的 最 小 质数 ,车 p(k) > 2, 设 gt) 为 所 有 
小 于 p(k) 的 质数 的 积 ;着 p(k) = 2, 令 上) = 1, 定 义 数列 |x,| 如 下 ;x。 = 1, 而 Xn+l = 
p(xa)/8(n) :nn = 0,1,2,…, 求 所 有 nm, 使 如 = 111 111. 

934. 斐 波 那 契 数列 为 1,1,2,3,5,8,…, 率 生 质 数列 为 3,5,7,11,13,17,19,…, 求 所 有 均 
在 这 两 个 数列 中 都 出 现 的 正 整数 ， 

935. 设 ,yjz 扣 车 , 满 足 xy = z+ 1, 求证 ;存在 a,5,c,d 使 得 x = o2 + 8, y = 
ct +di,z = ot+ hd,|lad-bhe|=1. 

936. 设 非 负 数列 a1 ,02,… ,oy 满足 a + a 二 givs 所 i+ dr + 1, 这 里 1 过,g 志 上 , 求 
证 ;存在 x € 及 ,使 得 对 任意 n E {1,2,…, 上 ,都 有 a, = [nx]. 

937. 正 整 数列 16,1 满足 ;对 任意 的 n€ Z* ,都 有 2)7 a3 = (a), 证 明 :a = n,n = 
1,2,.…. 
938. 实 数列 1a,| 满足 ; (li)al = 2,a = 500,as = 2 000; (2)(@, ,2 + Gus) Gn] + tn-1) = 
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Qo/ Gn-1: = 2,3 证 明 : 任 意 的 m 和 Zr ,an 万, 且 任 意 的 n€ 2 ,2 14a. 

939. 设 大 为 给 定 正 整数 ,数列 |a,| 满足 :ef = + la = 62 一 ont+ k,n 二 1,2,.…， 
证 明 : 对 任意 不 同 的 正 整 数 mm,n,(an,ans) = 1. 

940. ao = 1,a = ai+ arwalvna = 1,2,…, 证 明 : 对 任意 不 大 于 13 的 质数 p ,数列 中 有 
无 穷 项 mm ,满足 p | a。. 

941. 设 下 为 给 定 正 整 数 ,mo = 1 = ma + [Yan],n = 0,1,2,…, 对 每 个 上 , 求 数列 
lw au 上 中 所 有 是 整数 的 项 组 成 的 集合 . 

942. 如 一 由 正 整 数组 成 的 无 穷 数 列 从 第 三 项 起 ,每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 ,那么 称 该 数 
列 为 - 数列 , 问 ; 能 杏 将 正 整 数 集 分 划 为 :(1) 有 限 个 ;(2) 无 穷 多 个 两 两 不 交 的 下 数列 之 
并 集 . 

943, 证 明 : 对 任意 的 n EN, 存在 一 个 首 项 系数 为 1 的 n 次 整 系数 多 项 式 ptx), 使 得 
2eos m8 = pf2cos 0) ,0 为 任意 实数 . 

944. 0 世人,cos or E 加, 求 cos ar 所 有 可 能 值 . 

945,p(x) 扎 2Z[*] ,满足 任意 的 = E N,p(n) > mn, 并 且 对 任意 mE N, 数列 p(1)， 
p(p(D)),pCp(p(1))),… 中 都 有 一 项 是 m 的 倍数 ,证 明 :p(x*) = x + 1， 

946. 证 明 :对 任意 的 n > 2,n € ZZ, 都 存在 x EN, 使 得 3" | x3 + 17. 

947. 对 任意 的 大 > 0, 是 否 存在 x,y,z,ayyE Z, 且 均 大 于 下 ,满足 巡 + 放 + 好 + 到 十 
v2 = ya 一 65? 

948.a = m = 1 62 = 【qz + 2Aon, 则 任意 的 n EE 2+ ,0,E€ 2. 

949. 91 = 2462 = 7, -十 < met - 2/aal < 六 (n= 2,3,…), 求 es| 的 通 项 公式 . 

950. 求 所 有 函数 f:N 一 N, 使 对 任意 的 m,n E Nm > mn, 都 有 大 mm + nj)f(m -mn) = 
fl(m2). . 

951. 任意 的 n > 3, 存 在 奇数 x,y,2" = 7x? + 好 . 

952.s2 + = 有 解 . 

站 3. a, 为 前 n 个 质数 和 , 则 任意 的 n E 2 [avastl] 中 至 少 有 一 个 平方 数 . 

954, 求 所 有 的 正 整 数 对 (a,n), 使 得 #1 (a+1)"-a". | 

955. 设 a1; 6s,…, a 是 给 定 的 mnfa > 1) 个 实数 ,求证 ;存在 实数 5,52,… ,5 ,满足 :中 
对 任意 的 1 < is no- DEDiOD 0- bP a (nn -1)/12. 

956. 设 册 ,mE2 | 二 2 二 和 区 和 二 有 且 了 sl+ 和 + + 和 证明: 
符合 条 件 的 所 有 = 元 非 负 整数 组 中 , 怡 有 一 半 满 足 x = m. 

957, 车 一 等 差 正 整 数 中 有 两 项 分 别 是 平方 数 与 立方 数 , 则 该 数列 中 必 有 六 次 方 数 ， 

958. 设 4 二 N" ,4z 世 , 如 充分 大 的 正 整数 都 可 写成 4 中 两 数 {可 以 相同 ) 之 和 , 则 称 
4 为 一 个 二 阶 基 ,对 xz 1, 设 A(x) 为 4 中 所 有 不 超过 x 的 正 整数 组 成 的 集合 ,证 明 : 存 在 一 
个 二 阶 基 4 及 正常 数 C ,使 得 所 有 * > 1, 都 有 1 4A(x) 1 ce 和 . 

959. 设 Fn) 满足 FKO) = 0, Fn) = rn- ff(n -1)),n = 1,2,…, 试 确定 所 有 实 系 数 
密 项 式 g(x) E R[x], 使 fn) = [g(an)],n = 0,1,2,…, 

960. 证 明 :对 尾 意 的 m,n Er ,总 存在 下 GE ZZ' ,使 得 2: - m 至 少 有 nn 个 不 同 的 素 因 子 ， 

%1. 设 下 > 3 是 奇数 ,证 明 ; 存 在 一 次 数 为 上 的 非 整 系数 的 整 值 多 项 式 扩 x) 具有 下 面 性 
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质 ;f(0) = 0,f(1) = 1 有 无 穷 多 个 正 整 数 ,使 得 :车 方程 n = f(x1) + … + f(x,) 有 整数 
解 x ,X20 则 5 守 2* 1. 

962. 纵 定 m,a,b ED,(a,b) = 1,4 三 ,A yx DO 使 对 任意 mcE 8, 都 有 mmE 1 
或 bn E 4, 对 所 有 满足 上 述 性 质 的 集 4 , 求 min 1 4 门 11,2,…,m} 1. 

963. 格 点 立方 体 的 边 长 一 定 是 整数 . 

”964. 设 ga1,6G,…,ap 为 公差 为 dd > 0) 的 质数 等 差 数 列 , 且 a， > p, 求 证: 当 p 为 质数 
时 ,p | d;p = 15 时 ,d > 30000， 

965. 试 求 最 好 整数 n ,使 得 对 于 任何 个 连续 正 整 数 中 , 必 有 一 数 ,各 位 数字 之 和 是 7 的 
倍数 . 
966. 将 正 整 数 莱 以 2 后 , 按 尾 意 顺序 重新 排列 它 的 各 位 数字 (但 0 不 能 排 车 位 ) , 称 为 操 
作 , 证 明 : 不 能 经 过 若干 次 这 种 操作 由 1 得 74, 由 1 得 811. 

967, 以 pltn,k) 表示 正 整 数 n 的 不 小 于 上 的 约 数 的 个 数 ,， 试 求 :pft1 001,1) + 
Pt1002,2) + … +p(2 000,1 000). 

968,.x,y,z 正 整数 ,7 质数 ,十 z,3 直 7, 且 2 邮 -六 = 于, 则 (zyz) = (8,7,13). 

969. 求 x? - 23xy? + 1 989y? = 0 的 所 有 整数 解 . 

0, (x + yA y+ = 37, 则 Cx,y) = (5,4) 或 (4,5)， 

971. 是 否 存 在 正 整 数 mm ,使 方程 1/e + 1 + 1/c + 1/abe = m/la + b + ce) 有 无 穷 多 
组 正 整 数 解 (a,5,c)? 

972.p 为 奇 质数 , 刀 - pk 是 平方 数 , 则 让 = Cp +1)24. 

973. 求 最 小 的 正 整数 a, 使 得 存在 正 奇数 ,满足 2 001 | 55* + we 32*. 

974. 若 xy,zpnEEZ 且 nn>0 妇 + 人 + 了 = nx2yz 则 nm = 1 或 3. 

975. 设 eE zx + axy + 7 = 1 有 无 限 组 整数 解 (x,y) 的 充 要 条 件 是 | a 1> 1， 

6 x + + + = 2oyzu 无 解 . 

977. 集 合 本 = 11, 甩 ,… ,到 | , 若 存 在 4,8B,4 册 B= 上 导 ,A 门 B= 必 , 且 4 集 元 素 和 与 
8 集 的 相等 ,其 充 要 和 条件 是 ;n = 0,3(mod 4), 生 n 关 3,4. 

978. 设 闫 和 2 2205 | 1617 -1 则 minn = 并 

979， fl 2 2 O06 Et 《可 有 相间 的) ,使 HI a a 2 O08 G2 Oo 两 两 不 等 , 问 
qt ez ;0200 中 最 少 有 守 少 个 不 同 的 数 ? 

980. m,n,k EC? ,mn = 局 + 上 +3, 证 明 : 不 定 方 程 x?+11y? = 4m 和 wx? + 11y? = 4n 
中 至 少 有 一 个 有 奇数 解 (x ,y). 

名 1. 试 求 所 有 的 四 位 数 ,其 为 各 位 数字 和 的 申 售 . 

982.x,7y E 2 , 解 方程 [ x 和 y] + [x1y] = 1 996. 

983. d(n) 为 正 整数 = 的 正 约 数 个 数 , 则 对 任意 的 s,5, 有 不 晤 ) dla) + dtb)-1. 

964.a35 - ol + 20 + 2 可 +4 = 0 一 共有 几 组 整数 解 (a ,5)9 

985. 如 存在 1 ~ nz 的 一 个 排列 ,使 上 + ol1 三 下 二 n) 均 为 平方 数 , 则 称 n 为 "中 数 ",2006 
是 中 数 吗 ? 

986. 求 最 小 的 n 二 2 ,使 将 11,2,… ,ni 划分 成 两 个 子 集 时 ,总 有 一 个 子 集中 含有 两 个 
不 同 的 数 a,b,a+ 81ab. 

987.a,b,c ET, 1a +t te + + + 0), 求证 :2 1 ttc 
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988, 设 2,3,4,*…,102 的 排列 为 G1 G2;… ;Gt01; 求 所 有 浦 足以 下 条 忻 的 数列 ;对 于 k 三 
1,2,.… ,101, | 4 : 

989. 求 证 :每 个 正 数 可 表 为 9 个 其 十 进 制 表 示 中 的 数字 仅 有 0 和 ?7 的 数 之 和 . 

990. 设 p(x) 是 首 1 多项式, 且 对 任意 的 上 E 和 ,存在 % EE Zr ,使 p(xe)》= 2*, 求 证 ; 
plx) 次 数 为 1. 

901.m,n, 才 蕊 ZT,min! 三 1 有 无 穷 多 组 解 (m,n,k > 1). 

992. 给 定 时 Zr+ , 特 其 各 位 数字 进行 置换 后 得 到 另 一 上 ZZ*+ ,证 明 ; (1)S(2M) = 
S(25) ,SCn) 为 n 各 位 数字 和 ; (2)M 二 上 于 0(mod 2),s(MA2) = SEA2)3 (3)s(5M) = 
去 《下 

993, 在 由 17 个 互 不 相同 的 正 整 数组 成 的 任意 集合 中 ,证明 : 或 者 能 找到 5 个 数 ,其 中 的 4 
个 能 整除 另 一 个 ,或 者 能 找到 5 个 数 ， 其 中 任意 一 个 者 不 能 革除 其 信 4 个 ， 


995. 考 虑 全 体 由 1 ~ 9 不 重复 好 组 成 的 九 位 数 集 4 若 a,8 ea A,a + 4 = 9%7 654 321， 
则 称 a,6 是 “满足 条 件 "” 的 . 证 明 : (1) 至 少 存在 两 对 满足 条 件 的 数 对 ((a,8) 与 (8,a) 相 
同 ));(2) 满足 条 件 的 数 对 个 数 必 为 奇数 . 

996. 尾 意 的 nE Z*+ ,s(n) ,p(n) 分别 为 各 位 数字 和 、 积 , 问 满足 ptp(n)) + pts(n))+ 
sfpfm)) + slstn)) = 1 984 的 nn 有 条 少 个 ? 

997. 证明: 存在 无 限 个 4 € Zr ,n,n + 1 的 分 解 中 素 因子 指数 都 不 小 于 2, 如 n = 8 或 
288. 

998. 连续 18 个 三 位 数 , 有 一 数 n, s(n) | nn. 

999. a = gn-1 + s(tqn-1),a1 = 1, 是 否 有 ,使 a = 123 456? 

1000. 从 1 -~ 1 985 中 找 最 大 子 集 , 子 集中 任 两 数 差 非 案 数 ， 

1001. 有 两 个 两 位 数 x 和 y, 已 知 x = 27y,y 的 一 个 数字 是 x 的 两 个 数字 之 和 ,y 的 田 一 个 
数字 是 x 的 两 个 数字 之 差 , 求 * 和 7， 

1002. 是 否 存 在 一 个 n 忆 Zr ,使 得 有 rn -1 个 等 差 数列 ,它们 的 公差 分 别 是 2,3,…， n ,使 
每 个 自然 数 至 少 属于 这 些 数 列 之 一 ? 

1003, 证 明 .1 987 | 1 986!1! + 1 98511 

1004.3 的 等 中 十 位 数 是 偶数 . 

1005. 能 否 取 两 个 m,n € Z!+,n 为 m 重 排 十 进 制 数 , 且 m+ n = 9'…'9? 

1006. 已 知 一 整 系数 多 项 式 有 1 和 2, 证 明 :这 个 多 项 式 必 有 一 个 系数 小 于 ~ 1. 

1007. 是 否 存在 2 的 宕 , 重 排 其 十 进 制 后 得 到 另 一 个 2 的 乔 . 

1008. 设 上 是 正 偶数 ,证 明 :1 到 -1 这 上 -1 个 整数 可 以 排 成 这 样 的 怖 序 , 使 得 其 中 任 
意 一 组 相 邻 整数 之 和 都 不 能 被 整除. 

1009. 设 * 与 y 是 两 个 六 位 数 , 若 wy vay( 连 着 写 ) , 求 所 有 这 种 数 对 (x,Y). 

1010. 求 [x/10] = [x/11] + 1 的 解 的 个 数 ,x € ZZ*. 

1011, 试 证 :对 任何 n € Z* ,存在 次 数 不 超 过 2* 且 系 数 为 1,0 或 - 1 的 多 项 式 p(x*)， 
(x ~ 1)" | pix). 

1012. 求 解 n EE Zt,x,y ETL 有 + 

1013.21%0 + 1 至 和 2 半 -1 的 所 有 整数 之 积 非 平 方 数 . 
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1014. 设 n,bE Zt+ ,考察 将 n 表示 成 大 于 8 的 遇 除 习 积 的 各 种 分 解 (n > 五 时 本 身 也 是 )， 
给 定 V(n,5) 为 满足 上 述 条 件 的 分 解数 目 , 刚 Vin,8) < nb. 

1015. 任意 的 m E Zt* ,存在 m 的 售 数 及 ,:( 对 ) 为 奇数 ， 

1016. al = lenl = 0, + [an], 问 哪 些 nn 满足 a, 是 平方 数 ? 

1017. 求 证 :存在 由 100 个 不 同 整 数组 成 的 数列 ,该 数列 任意 相继 两 项 的 平方 和 仍然 是 一 
个 完全 平方 数 . 

1018.x x x = 有 xxfyxzy= (xxy)+s 求 =， 

1019. 试 求 n E Z+ ,2° 满足 删 去 十 进 制 最 高 一 位 表示 ,所 得 数 仍然 是 一 个 2 的 方 宕 . 

1020. 给 定 4 E Z+, 任 取 4 的 因子 4 加 上 4 ,得 新 数 4+ 4,1 < d < 4, 继续 这 个 过 程 ， 
试 证 :从 4 = 4 出 发 ,上 述 过 程 可 得 任何 合 数 ， 

1021. 将 1 ~ n 的 所 有 贡 数 十 进 制 表 示 写 成 一 排 ; s(n) = 123…91011…m ,是 否 存在 nn， 
使 s(n) 中 0 ~ 9 出 现 次 数 相同 ? 

1022. 在 一 个 正方 形 的 下 个 顶点 各 站 一 个 青蛙 (青蛙 看 做 一 个 点 ) ,约定 青蛙 不 能 同时 
跳 ,但 可 以 无 先后 顺序 地 跳动 , 且 每 次 跳 到 以 另 三 只 青蛙 的 重心 为 对 称 中 心 的 对 称 点 ,是否 
有 一 个 青 峙 能 跳 到 另 一 个 青蛙 身上 ? 

1023. 有 位 中 学 女生 忘记 两 个 三 位 教 间 的 乘 号 ,成 了 一 个 六 位 数 ,这 个 六 位 数 等 于 乘积 
的 3 全, 试 求 此 数 . 

1024. 和 +++ 无穷 解 ? 

1025. 求 最 大 整数 时 ,使 M 的 十 进 制 表达 式 中 最 后 一 位 不 取 0, 且 存在 一 位 数 { 除 第 一 位 
外 ), 擦 去 这 一 位 数 ,所 得 的 整数 整除 好 . 

1026. 求 5 个 正 整 数 el ~ a5; 使 (qi, 0,) =| a~ arl,iz 8. 

1027.C, 为 2" 十 进 制 表 示 中 第 一 位 数 , 求 证 :不同 的 13 数组 (Ci ,Ci ,Copy 的 个 数 
等 于 57. 

1028. 求 证 ;a00…09( 至 少 有 个 0) 非 平方 数 . 

1029.4, b,c o/b + b/ce + c/arar/ec + es/h + b/g EZ, 求证 : | a l=|Ibl=iecl. 

1030. 是 否 存在 一 个 球 通过 唯一 的 有 理 点 ? 

1031. 在 平面 上 标注 着 一 些 整 点 , 任 四 点 不 共 圈 ,求证 :有 一 个 半径 为 1 995 的 回 , 在 它 的 
内 部 没有 一 个 被 标注 了 的 点 . 

1032. #4 个 实数 x1,x2,… ,x 乘积 为 p ,如 每 个 差 p - 四 人 = 1,2,…,n) 都 是 奇数 ,求证 ， 
每 个 Tk 都 是 无 理 煞 ， 

1033. 求 证 :从 任 一 由 1 996 个 实数 ou,az,…,al 组 成 的 数列 中 ,总 可 以 选 出 若干 连续 
的 项 ,使 得 它们 的 和 同一 整数 之 差 的 绝对 值 小 于 0.001. 

1034.1121,…,100! 中 能 否 去 掉 一 数 ,使 剩余 之 积 为 平方 数 ? 

1035. 若 p,g,r 为 三 不 同 质数 ,gr | p+ dmlg+d,pe |r+d,d = 10 可 能 ?4 = 11 
可 能 ? 

1036, 是 否 存 在 六 位 数 4, 使 4,24,34,…500 0004 的 六 位 尾数 不 可 能 为 六 个 相同 的 数 ? 

1037. 试 证 下 列 数 不 能 等 于 若干 个 连续 整数 的 立方 和 (ea)979 ,1 9970. 

1038 .方程 = (x -y)+ot7 -2) + xm(z - x) = 6 有 无 限 儿 组 整数 解 ， 

1039. 设 mnE Z',24 1 n+1, 求 证 :241 cln),oln) 为 的 全 体 正 约 数 之 和 . 
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1040. 设 n 捷 Z+ ,从 好 有 12 个 正 约 数 ,从 小 到 大 依次 为 d < dz < < du; 已 知 
dri-1=(d + d+ dy) do, 求 n. 

104l.a, b,c d €E B+, abcd +1) = 5S(a + l(b tie+ DD(d+1). 

1042, 5x? — 2xy +2 和 一 2x -27 = Wx, ET. 

1043. 对 任意 的 上 = 2, 上 EE Zt, 设 ol(n) = 3 丰 , 求 证 :存在 元 限 多 个 nsn | on): 

1044. 证明 或 否定 :对 任意 a1,42,…, ap E Z,p 为 素数 ,0,1,…,p -1 的 任 一 个 排列 &;， 
满足 pt 2 bm: 则 p 1 2 a 

1045. 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 x € Z!*, 它 的 十 进 制 写 法 中 数字 的 数 m3 和 n 中 0 ~ 9 愉 
好 发 现 一 次 . 

1046. 如 果真 分 数 的 分 母 不 超过 100, 则 在 这 个 分 数 的 十 进 制 写 法 中 不 可 能 从 左 到 右 依 
次 连续 出 现 1,6,7 这 三 个 数 . 

1047, 证 明 : 形 如 2 + 1 的 素数 不 能 表 成 两 个 正 整数 的 5 次 短 之 差 ， 

1048. 是 否 存 在 n E Z*+ ,使 271 - 1 与 2-12" - 1) 均 为 立方 数 ? 

1049. 证 明 : 如 m,n € Zr ,满足 7 - m/n > 0, 则 /7 - m/n > 1/nmm. 

1050. 求 (YJ3 + 外 疫 的 十 进 制 写法 中 位 于 小 数 点 前 后 相连 的 两 个 数字 . 

1051. 对 任意 的 m,n € Zr ,存在 hE 2 ,使 (Ym Vm-1)*=YhRrvi-1. 

1052. 对 任意 的 大 E Z* ,存在 n E Zr+ ,5" 的 十 进 制 写法 中 至 少 出 现 连续 个 0. 

1053. 证 明 :对 任意 的 mm € Z* ,有 无 限 多 个 形 如 5" 的 数 ,n E Zr ,使 其 十 进 制 写 法 中 , 末 
尾 m 个 数字 的 每 一 个 都 与 其 相 邻 的 数 有 不 同 的 奇 慢性 . 

1054. 证 明 : 若 一 矩形 的 边 长 为 奇数 , 则 内 部 不 含有 一 点 ,到 四 个 顶点 的 距离 都 是 整数 . 

1055 ,证 明 :不 存在 正四 楼 锥 , 它 的 所 有 校长 ,表面 积 和 体积 都 是 整数 ， 

1056. 对 给 定 * 个 不 同 的 数 aiyezm 和 人 > 1, 记 pp = Tlta- ap = 1, 
2,…,n; 证 明 : 对 任意 的 下 捷 Z+, Dat/p 和 Tt. 

1057.n € Zr ,存在 ”个 连续 正 整数 ,每 一 个 都 非 素 数 的 整数 释 . 

1058. 设 dj < 由 <… < 山 是 正 整 数 n 的 所 有 因子 ,kk > 4, 求 满足 :d+ 吗 + 二 + 
级 = n 的 所 有 nn. 

1059. 求 所 有 正 整数 n > 1, 使 得 存在 n 个 正 整 数 a1,a2,… ,64; 其 中 任意 两 个 数 的 和 
Gai + or 关于 n(n+ 1)72 都 互 不 同 余 (1 si 8 所 2). 

1060, 设 天 + ,证 明 ;存在 无 限 多 个 形 如 nm 生 - 了 的 完全 平方 数 . 

1061. 解 方程 1-1x+11= {[x] -x*i/ix-1l. 

1062. 求 解 > [Vi = 400,x 为 正 整 数 . 

1063.[x] + [2x] + … + [32x] = 12 345 无 解 . 

1064. 对 每 个 4 所 2 , 求 方程 好 - [x?] = 1x 上 在 区 间 [1,n] 中 解 的 个 数 . 

1065. 对 任意 的 amEZ+,[VvR+wn+i = [v4n +2]. 

1066. 对 任意 的 nE Da = [n+vn3+l2] ,Bb = 3 -2n 则 ion U {bhi = 2, 
{ol N16) = 名. 


1067. cl = 2， mv = [这 as] 中 有 无 限 次 侦 数 和 河 数 . 
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1068. a = [Y2n] 中 有 无 限 多 项 2 的 短 . 

1069. 对 任意 的 n E 2Z!, 求 2 [3 + v11)2"-1]. 

1070. 对 任意 的 x,y EE 2 ,[ 5x] + [$y] = [3x + y] + [3y + x]. 

1071. 求 最 小 的 xn E Zi ,使 方程 [10"/x] = 1 989 有 整数 解 x. 

1072. 求 a,6 € 下 ,使 [a2/6] + [bal = [(a2 + bob] + ob. 

1073. 设 nn 和 rE€ E+,n 二 2, 且 7 关 0mod rn), 记 nn 和 7 的 最 大 公 因 数 为 g, 证 明 : 
Dgrinl = 1/2(n - 8). 

1074. 求 方程 组 xz - 2yt = 3,xt + 2 = 1 的 所 有 整数 解 ， 

1075, 在 空间 直角 坐标 系 中 有 一 个 立方 体 , 它 有 4 个 不 共 面 的 顶点 ,其 坐标 都 是 整数 ,证 
明 :这 个 立方 体 的 每 个 顶点 的 坐标 都 是 整数 . 

1076. 正 整 数列 m < ma < a3 < … 满 足 m = 1, 且 当 mE2r 时 ,< 2n, 证 明 ; 对 
任意 的 n EZ* ,在 数列 ja,| 中 总 有 两 个 项 a, 和 a ,使 得 Gp ~ dr = 1 

1077. 求 所 有 oo E 月 ,使 得 由 ml = 2" - 3a 所 确定 的 数列 | e ,| 递增 . 

1078, 若 olazia(i+ 旺 +a)vaerozEZ 则 由 ma = (ol+a)ya 定义 之 数列 是 
整数 列 . 

1079. 问 对 于 哪些 n E 2Z+,311[2V3[(2+V3) - (2 -Y3)*]? 

1080. 证 明 : 数 列 5 = [(3 +Y5)/2]* -[(3-Y5)/21" -2 每 一 项 E€Z*+, 且 当 n 为 偶 ( 奇 ) 
数 时 分 别 有 形 式 Sm2(m2) ,其 中 心 握 2， 

1081. ao = 1, ml = 1 an = 2an + 《a 一 1)aw1: 其 中 EZ' ,a 为 固定 参数 , 设 po > 2 
是 给 定 素数 , 求 满足 下 述 两 个 条 件 的 e 的 最 小 值 :(1) 如 p 是 索 数 , 旦 P < po; 则 p] ap3 (2) 
如 果 p 是 素数 , 且 己 > po, 则 pp 十 a 

1082, 证 明 ; 恰 有 一 整数 列 a1,az,…, 满 足 8 = la > 1,o +1= anaut2 其 中 中 所 
A 

1083. 对 给 定 素数 p, 求 满足 eovael + aovaa + …+ go/an + pm = 1,nE Zr 的 不 同 
的 正 整数 列 ao, a ,… 的 个 教 . 

1084. 设 中 = 局 = 1 六 = n+ ,存在 唯一 的 三 数组 a,6,c EZ+,5,c < a; 且 
对 任意 的 nm E Zr ,0 je - nbe". 

1085. 对 x EZ'+, 记 p(x) 为 不 整除 x 的 最 小 素数 ,g(x) 的 所 有 小 于 p(x) 的 察 数 的 积 ， 
约定 p(1) = 2, 对 p(x) = 2 的 正 整 数 %, 定 义 g(x) = 1, 定 义 数列 ml = zp (zn)/q(x,)， 
Rn = 0,1,2,…, 首 项 为 wo = 1, 求 所 有 使 得 x = 1995 的 m， 

1086. 对 nn EZ+ ,递归 定义 nn) 如 下 :fF(1) = 1, 对 每 一 个 下 整数 ,f(rn + 1) 是 最 大 的 
整数 m, 使 得 有 一 正 整数 等 差 数列 ol < aa < … < mm =n, 并 自 fa) = Fo) = … = 
天 am) 证 明 : 存 在 正 整 数 a 与 ,使 得 对 每 一 正 整 数 ,有 Fe + 8)= n+2. 

1087. sl = 0,a = era +(- Dr na > 1 对 正 整 数 天 , 求 满足 条 件 和 3 二 mn < 2++! 
且 m =0 的 下 标 = 的 个 数 . 

1088. 是 否 存 在 非 负 整 数 序列 F(1) ,FF(2) ,F(3),…, 使 得 下 述 条 忻 都 成 立 ?(1) 每 个 整 
数 0,1,2,… 在 这 一 数列 中 出 现 ;(2) 每 个 正 整数 在 这 一 数列 中 出 现 无 穷 多 次 ;(3) 对 任意 的 
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天 2 FF(n®)) = FOFCR)) + FCF(361)). 

1089. 是 否 存在 满足 下 述 条 件 的 正 整数 列 ,每 个 正 整数 在 其 中 恰好 出 现 一 次 , 芋 对 任意 
的 上 E Z*, 正 整数 列 的 前 让 项 之 和 被 上 整除 ? 

1090. 实数 * 为 有 理 数 的 充 要 条 件 是 :数列 x,x + 1,x* + 2,… 中 必 有 不 同 的 3 项 组 成 等 
比 数列 . 

1091. m,n € Zt , 求 min | 12" — 5° |. 

1092. 设 mm，rm ce 如 Dn = 1. 定 义 f: Zt 一 ZF+ 为 fn)=n- 3 [nn], 求 
六 nn) 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

1093, 对 给 定 上 € Zr ,用 及 (8) 表示 的 各 位 数字 和 的 平方 ,并 设 fCk) = 及 (f(t))， 
求 有 wg1(2 )， 

1094. 证 明 : 存 在 函数 f;Z' 一 如 ,使 得 ff(n)) = mm 中， 
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2009 年 1 月 9 日 ,在 人 民 大 会 晤 内 ,2008 年 度 国家 最 高 科学 技术 奖 被 授 
予 申 级 华 取 理论 的 建立 者 , 中国 科学 院 院士 徐 光 宪 , 他 的 成 功 税 计 之 一 是 多 做 
习题 , 音 年 徐 老 从 上 海 交 通 大 学 毕业 留 校 任教 后 ,将 亚 匡 - 诺 伊 斯 { 化 学 原理 》 中 
的 498 道 习题 和 绝 林 《量子 力学 导论 ) 中 的 习 蚌 全 部 做 了 -一 间 .2003 年 非典 期 间 ， 
徐 光 完 发 表 了 致 北大 学 生 的 公开 信 , 庆 评 告 语 学 子 们 “提高 自学 能 力 ,在 家 多 侯 
习题 ”. 

美国 普 林 斯 频 高 等 研究 院 的 阿 德 勒 回忆 自己 成 才 经 押 时 曾 说 过 在 高 中 阶 
眉 , 他 曾 与 另外 8 名 杰出 的 高 中 毕业 生 一 遭 从 事 奢 候 科 学 实 焉 活动 ,在 得 知 他 们 
大 都 已 学 过 微 积分 后 ,也 决心 立刻 开始 自学 微 积分 ， 

他 的 父亲 给 他 损 出 了 他 以 前 用 过 的 微 积分 课本 ,并 颇 有 心得 地 告诉 他 说 ， 
练习 最 好 陋 题 而 像 -因为 不 解 题 不 可 能 掌握 所 学 的 知识 .但 阿 德勤 的 时 间 又 
很 有 限 , 而 且 做 题 太 多 也 很 乏 嘛 ,于 是 阿 德 勒 充分 利用 乘 举 通 勤 车 、 课 业 之 余 的 
时 间 学 习 和 解 题 , 结 果 在 秋天 进入 治 货 大 学 的 时 候 阿 德 勒 便 直 接 开始 学 习 高 等 
微 积分 课程 了 .事实 上 , 正 是 数学 上 的 “ 先 走 一 步 "使 他 的 物理 学 学 习 很 快 超 直 
了 其 他 同学 . 

做 习题 是 学 习 自 然 科学 的 不 二 法 门 , 刘 培 杰 数 学 工作 室 对 此 有 高 度 的 共 
识 ,并 致 为 于 开发 此 类 图 书 , 试 利 类 图 蔬 有 《历届 IMO 试题 集 》《 全 国 大 学 生 数 
学 夏令 党 试 是 解答 》《 历 居 CMO 试题 集 》《 历 届 美 国 大 学 生 数 学 竞赛 试题 集 ) 竺 
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多 部 图 书 .看 到 本 书 的 众多 习题 ,可 能 会 有 读者 要 问 : 戎 要 敌 这 么 多 题 吗 ? 我 们 认为 :这 是 必 
须 的 ! 心理 学 家 Michael Howe 在 他 的 书 《 解 释 天 才 》 中 指出 :要 想 在 复杂 任务 上 做 得 杰出 ,就 
必须 达到 一 个 最 低 练 习 标 准 , 这 一 点 在 对 特长 和 技能 的 研究 中 一 次 次 得 到 证 突 . 事 实 上 , 研 
究 者 已 经 得 出 了 自己 的 结论 ,他 们 相信 和 要 想 取 得 真正 技能 ,必须 达到 一 个 神奇 的 数字 :1 万 
小 时 .学 数学 也 是 一 样 ,虽然 没有 人 专门 研究 但 解 万 题 确 突 是 成 为 杰出 数学 家 的 一 道门 权 . 
苏 步 音 、 钾 刚 等 六 学 阶段 都 有 过 此 经 历 . 在 数学 家 中 雇 正 的 神 章 很 少 , 如 维 纳 、 阅 可 夫 斯 基 和 
陶 哲 轩 . 大 部 分 都 是 靠 勤 在 而 成 名 .即使 像 雇 加 莱 、 希 尔 伯 特 那样 的 大 家 都 不 例外 ,学 生 期 间 
的 藤 奋 除了 读书 就 是 做 是 ,所 以 世界 各 国 数学 书 中 一 大 部 分 就 是 各 类 习题 集 . 当然 做 数学 是 
有 快 有 慢 ,但 要 想 成 功 总 时 数 少 不 得 ， 

神经 学 家 Daniel Levitin 说 :机 想 达到 精通 的 水 难 ,或 者 成 为 世界 级 水 平 的 专家 ,在 任何 
领域 ,1 万 个 小 时 的 练习 都 必 不 可 缺 .一 次 一 次 地 研究 ,作曲 家 ,篮球 运动 员 、 虚 构 作 家 、 滑 六 
运动 员 音乐 会 上 的 钢琴 家 、 图 棋 选 手 、 犯 罪 高 手 , 无 论 你 从 事 什么 ,这 个 数字 一 次 一 次 地 出 
现 .当然 ,这 解释 不 了 为 什么 某 些 人 经 过 同样 的 练习 却 取 得 比 他 人 更 高 的 成 就 .但 迄今 为 止 ， 
还 没有 人 发 现任 何 世界 级 专家 能 够 用 更 少 的 练习 时 间 取得 旨 前 的 成 就 .似乎 大 脑 必 须 用 这 
么 长 的 时 间 , 才 能 学 会 达到 真正 精通 所 回 的 一 切 知识 ， 

解 完 这 蛮 初 等 数论 难题 集 ( 共 三 卷 ) 的 全 部 习题 ,我 们 估计 一 个 中 等 智力 的 读者 共 攻 覃 
时 5 000 小 时 ,但 还 有 没有 相信 勤 能 补 拙 的 读者 就 是 未 知 的 了 ， 

在 1995 年 的 《美国 数学 会 公报 ?的 一 篇 文章 中 ,Saunders MacLane 提出 把 直觉 一 探 试 一 
出 错 一 思索 一 猜想 一 证 明 作为 理解 数学 的 一 个 过程 ,而 大 部 分 现代 数学 课 稚 推 娄 的 过 程 与 
此 相反 ,是 课堂 讲述 一 记忆 一 浏 验 ， 

对 初等 数论 问题 的 独立 解答 可 以 适当 还 原 Saunders Maclane 的 过 程 .因为 它 叭 于 塞 用 公 
式 又 有 一 定 难度 .解答 一 定 是 在 斌 错 后 完成 .原来 也 曾 设想 只 提供 题目 和 简单 提示 ( 像 流利 
亚 和 会 贵 那 两 本 《数学 分 析 中 的 问题 和 定理 》 一 样 , 吴 康 先 生 也 曾 提 出 这 样 的 建议 ) ,但 丽 有 
些 读 者 解 不 出 题目 向 我 们 求助 ,限于 我 们 的 精力 和 水 平 怕 难 以 及 时 莫 助 到 读者 ,所 以 案 性 将 
详细 解答 一 并 附 上 . 

这 是 一 部 越 粗 代 府 之 作 , 犯 了 术 业 专攻 之 总 .被 比尔 ' 克 林 竖 誉 为 人 类 历史 上 最 伟大 的 
编辑 的 美国 西蒙 . 嫩 斯 办 公司 的 副 总 裁 兼 总 编辑 的 总 特 利 布 (Robert Gollieh) 在 1994 年 的 一 
次 采访 时 感 玻 到 :“ 出 版 业已 发 生 了 很 多 变化 ,其 中 一 个 变化 就 是 如 今 很 多 编辑 忆 不 再 编 书 ， 
他 们 现在 的 任务 主要 是 丈 订 图 书 出 版 合同 ," 也 有 人 调侃 编辑 说 : "他们 甚至 不 再 用 "地 夭 " 
(Book) 一 词 ,在 他 们 的 工作 中 只 有 选 题 (Title)." 策 划 编 辑 日 益 成 为 出 版 流水 线 上 一 名 范 练 
工人 ,从 马尔 库 塞 的 “ 单 向 度 的 人 "到 后 工业 化 “流水 纵 上 的 人 "单一 乏味 的 工作 是 造成 现代 
人 幸福 同 下 降 的 原因 之 一 ,所 以 雪 像 农民 学 习 从 种 到 耕 到 收 全 过 程 参 与 ,尽管 从 经 济 学 原理 
上 讲 有 慎 于 效益 至 上 原则 ,但 提高 了 生产 者 的 满意 度 .其 实 编者 和 作者 并 非 蕉 统一 , 哈 尔 莫 
斯 也 曾 是 一 名 好 编辑 ,其 他 行业 也 不 例外 .在 作曲 家 舒 巡 的 传记 电影 《 春 无 交响 曲 ?中 ,有 一 
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个 细节 ,年 轻 的 周 曙 在 门 德 尔 松 指 导 下 毕 恭 毕 敬 地 修改 乐谱 一 一 事实 上 ,这 一 情节 不 仅 是 好 
曙 , 也 是 当年 众多 年 轻 作 曲 家 的 真实 经 历 . 门 礼 尔 徐 不 但 是 名 满 欧 洲 的 作曲 家 ,还 是 当时 德 
国 最 大 乐谱 出 版 社 的 编辑 ,年 轻 作曲 家 们 起 要 走 上 音乐 之 路 .第 一 步 就 是 兰 访 门 德 尔 松 ,应 
征 者 中 还 有 豆 咨 纳 (但 门 德 隶 检 一 时 昔 起 把 他 提交 的 交响 乐谱 弄 委 了 ,致使 瓦格纳 对 此 耿 歌 
于 怀 ) . 

最 后 作 王 元 教授 、 潘 承 虎 教授 、 柯 召 教授 、 孙 琦 教授 、 陆 洪 文 教授 、 双 克 支 教委、 单 境 孝 
授 、 于 秀 源 教 授 、 黄 宣 国教 授 、 曾 荣 教 授 、 葡 珍 定 教 授 、 余 红 兵 载 授 、 李 建 朱 教授 表示 感谢 , 因 
为 让 许 多 难题 的 解法 是 出 自 他 们 之 手 . 

”世界 上 最 早 解 法 彩虹 的 是 法 国 数 学 家 笠 卡 尔 ,那么 是 彩虹 的 哪 一 个 特色 让 簿 卡尔 产生 
做 数学 分 析 的 灵感 呢 ? 美国 物理 学 家 费 受 的 回答 是 ;“ 我 会 说 他 的 灵 格 来 自 于 他 认为 彩虹 很 
美 .《 黑 帅 纳 德 * 曙 男 迪 诺 . 费 曼 的 彩虹 , 陈 雅 云 , 译 . 西 安 :陕西 师范 大 学 出 版 社 ,2000 年 ) 好 
发 ,这 就 是 我 们 做 本 韦 的 最 重要 原因 ,因为 数论 真 的 很 美 ! 


刘 嫌 本 
2009 年 3 月 5 日 
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